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Modulklausur Analysis I� � � S
hreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! � � �� � � Die Aufgaben m�ussen ni
ht in der angegebenen Reihenfolge � � �� � � bearbeitet werden; konzentrieren sie si
h zun�a
hst � � �� � � auf das, womit sie s
hnell Punkte holen k�onnen! � � �

Fragen: (je zwei Punkte)Die Antworten auf die na
hfolgenden Fragen sollten ni
ht l�anger als etwa zwei Zeilensein und ledigli
h eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden ni
ht gewertet.1) Ri
htig oder fals
h: 3p3 2 QL�osung: Fals
h: Andernfalls lie�e si
h 3p3 = p=q als gek�urzter Bru
h mit p; q 2 Ndarstellen. Dann w�are p3 = 3q3, also m�u�te p3 dur
h drei teilbar sein. Dann w�are aberau
h p = 3m dur
h drei teilbar, also p3 = (3m)3 = 27m3 dur
h 27 teilbar. Damit w�are3q3 = 27m3, also q3 = 9m3 dur
h neun teilbar. Das ist nur m�ogli
h, wenn q dur
h dreiteilbar ist; da au
h p eine Dreierzahl ist, widerspri
ht dies der Gek�urztheit des Bru
hs p=q.2) Ri
htig oder fals
h: Ist (xn)n2N eine Nullfolge und (yn)n2N eine beliebige Folge, so istau
h die Produktfolge (xnyn)n2N eine Nullfolge.L�osung: Fals
h: Mit xn = 1n haben wir zwar eine Nullfolge; setzen wir aber yn = n2,so ist xnyn = n, die Produktfolge ist also divergent. (Die Behauptung w�are ri
htig, wenn(yn)n2N als bes
hr�ankt oder gar konvergent vorausgesetzt w�are.)3) Ri
htig oder fals
h: Die Folge (xn)n2N mit xn = sinnn ist eine Nullfolge.L�osung: Ri
htig, denn jsinnj � 1 f�ur alle n 2 N , w�ahrend der Nenner n gegen unendli
hgeht.4) F�ur die di�erenzierbare Funktion f: R ! R sei f0(x) = 0 f�ur alle x 2 R und f(1) = 2. Wasist f(x) ?L�osung: Da f0(x) �uberall vers
hwindet, ist f konstant, hat also f�ur alle x 2 R denselbenWert f(x) = f(1) = 2.
5) Was ist �=2Z

0 sin 5xdx ?
L�osung: �=2Z

0 sin 5xdx = - 
os 5x5 �����=20 = -15 
os 5�2 + 15 
os 0 = 0+ 15 = 15 .
6) Ri
htig oder fals
h: �Z

0 
os(x) � esinx dx = esinx���0 = esin� - esin 0 = 0
L�osung: Ri
htig: die Ableitung von esinx ist na
h de Kettenregel 
os(x) � esinx, also istesinx eine Stammfunktion des Integranden, und der Kosinus vers
hwindet bei allen e
hthalbzahligen Vielfa
hen von �.



Aufgabe 1: (7 Punkte)Stellen Sie die Zahlena) 2-p52+p5 , b) (i+p3)3 und 
)  i+p32 !2010 m�ogli
hst einfa
h dar!
L�osung: Bei a) erweitern wir so, da� wir im Nenner die dritte binomis
he Formel anwen-den k�onnen, also mit 2-p5:2-p52+p5 = (2-p5)2(2+p5)(2-p5) = �2-p5�24- 5 = -9+ 4p5 .
F�ur b) verwenden wir den binomis
hen Lehrsatz f�ur Exponent drei:�i+p3�3 = i3 + 3i2p3+ 3i � 3+ 3p3 = -i- 3p3+ 9i+ 3p3 = 8i .Damit l�a�t si
h au
h 
) lei
ht l�osen: i+p32 !3 = 8i23 = i und �1+ ip2 �2010 = i2010=3 = i670 = i668 � i2 = -1 ,
denn 668 ist dur
h vier teilbar und i4 = 1.d) Finden Sie alle komplexen L�osungen der quadratis
hen Glei
hung z2 + 16z+ 25 = 0 !L�osung: Wir s
hreiben die Glei
hung als(z+ 8)2 - 64+ 25 = (z+ 4)2 - 39 = 0 oder (z+ 8)2 = 39 .Dies gilt genau dann, wenn z + 8 = �p39 ist, die L�osungen sind also -4 + p39 und-4+p39.
Aufgabe 2: (5 Punkte)Zeigen Sie: nXk=0(5k+ 2) = 2+ 7+ � � � + (5n+ 2) = (5n+ 4)(n+ 1)2 !
L�osung: Das kann beispielsweise dur
h vollst�andige Induktion bewiesen werden: F�ur denInduktionsanfang mu� gezeigt werden, da�1Xk=0(5k+ 2) = 2+ 7 = (5+ 4) � 22ist; das ist o�ensi
htli
h der Fall.Ist die Behauptung f�ur ein festes n 2 N bewiesen, istn+1Xk=1(5k+ 2) = nXk=1(5k+ 2) + �5(n+ 1) + 2� =IA (5n+ 4)(n+ 1)2 + (5n+ 7)

= 5n2 + 5n+ 4n+ 4+ 10n+ 142 = 5n2 + 19n+ 182 .



Wir m�ussen zeigen, da� dies glei
h�5(n+ 1) + 4��(n+ 1) + 1�2 = (5n+ 9)(n+ 2)2 = 5n2 + 19n+ 182ist; au
h das ist o�ensi
htli
h erf�ullt. Na
h dem Prinzip der vollst�andigen Induktion giltdie behauptete Formel somit f�ur alle n 2 N .
Aufgabe 3: (9 Punkte)Die Funktion f: R r f0g! R sei de�niert dur
h

f(x) =
8>>>>>>><>>>>>>>:

(x+ 2)2 f�ur x � -2x2 + x28 f�ur -2 < x < 01- 
os xx f�ur 0 < x � �2x f�ur x > �
.

a) F�ur wel
he x 2 R r f0g ist f stetig, f�ur wel
he di�erenzierbar?L�osung: Die vier Teilfunktionen, aus denen f zusammengesetzt ist, sind allesamt nurdur
h Grundre
henarten, Polynome und trigonometris
he Funktionen de�niert; dividiertwird dabei nur dur
h x. Deshalb sind alle diese Teilfunktionen auf ganz R r f0g sowohlstetig als au
h di�erenzierbar. Somit ist au
h f sowohl stetig als au
h di�erenzierbar f�uralle x 2 R r f0g mit der m�ogli
hen Ausnahme der Randpunkte x = -2 und x = �. (F�urx = 0 ist f(x) ni
ht de�niert.)F�ur x = -2 ist limx%-1 f(x) = (2- 2)3 = 0 und limx&-1 f(x) = -22 + (-2)28 = -12 , die Funktionist also an der Stelle x = -2 ni
ht stetig und damit erst re
ht ni
ht di�erenzierbar.F�ur x = � ist limx%� f(x) = 1-
os�� = 1-(-1)� = 2� und limx&� f(x) = 2� , die Funktion ist dortalso stetig. Im Intervall (0; �) istf0(x) = x sin x- 1+ 
os xx2mit Grenzwert (� sin� - 1 + 
os�)=�2 = -2=�2. F�ur x > � ist f0(x) = -2=x2, was f�urx& � ebenfalls gegen -2=�2 geht. Somit ist f im Punkt x = � au
h di�erenzierbar.Die Funktion f ist also stetig und di�erenzierbar f�ur alle x 2 R r f0;-2g; f�ur x = -2 istsie weder stetig no
h di�erenzierbar, f�ur x = 0 ist sie ni
ht de�niert.b) L�a�t si
h f fortsetzen zu einer im Nullpunkt stetigen Funktion R ! R ?L�osung: Das ist genau dann m�ogli
h, wenn limx%0 f(x) = limx&0 f(x) ist; wir m�ussen also diesebeiden Grenzwerte bere
hnen. Der linksseitige Grenzwertlimx%0 f(x) = limx%0�x2 + x28 � = 0ist einfa
h zu bere
hnen; f�ur den re
htsseitigen m�ussen wir die Regel von de l'Hôpitalanwenden, da sowohl der Z�ahler als au
h der Nenner an der Stelle x = 0 vers
hwinden:limx&0 f(x) = limx&0 1- 
os xx = limx&0 sin x1 = sin 0 = 0



Beide stimmen also �uberein; dur
h die De�nition f(0) = 0 k�onnen wir die Funktion fort-setzen zu einer im Punkt x = 0 stetigen Funktion R ! R .
) L�a�t si
h f fortsetzen zu einer im Nullpunkt di�erenzierbaren Funktion R ! R ?L�osung: Da jede di�erenzierbare Funktion stetig ist, geht das nur dann, wenn die dur
hf(0) = 0 fortgesetzte Funktion bei x = 0 di�erenzierbar ist. Links der Null istf0(x) = 12 + 2x8 und limx%0 f0(x) = 12 .Re
hts der Null ist f0(x) = x sin x- 1+ 
os xx2 = sin xx - 1- 
os xx2 .F�ur x = 0 vers
hwinden sowohl Z�ahler als au
h Nenner, wir m�ussen also wieder die Regelvon de l'Hôpital anwenden:limx!0 sin xx = limx!0 
os x1 = 
os 0 = 1und limx!0 1- 
os xx2 = limx!0 sin x2x = limx!0 - 
os x2 = - 
os 02 = -12 ,wobei wir hier die Regel von de l'Hôpital zweimal angewandt haben. Insgesamt istlimx&0 f0(x) = 0-�-12� = 12 = limx%0 f0(x) ,wir haben also eine di�erenzierbare Fortsetzung.
Aufgabe 4: (11 Punkte)Die Funktion f: R ! R sei de�niert dur
h f(x) = x3 + 3x2 - 1.a) Auf wel
her Teilmenge von R ist f strikt monoton wa
hsend, auf wel
her strikt monotonfallend?L�osung: f0(x) = 3x2 + 6x = 3x(x + 2) vers
hwindet f�ur x = 0 und x = -2. F�ur x < -2sind x und x+ 2 beide negativ, f0(x) also positiv. F�ur -2 < x < 0 ist x negativ, aber x+ 2positiv, also f0(x) < 0. F�ur x > 0 s
hlie�li
h sind beide Faktoren positiv, also au
h f0(x).Somit ist f strikt monoton wa
hsend auf fx 2 R j x < -2 oder x > 0g und strikt monotonfallend im o�enen Intervall (-2; 0).b) Wo ist die Funktion konvex, wo konkav?L�osung: f00(x) = 6x + 6 = 6(x + 1) ist f�ur x < -1 negativ, also ist die Funktion dortkonkav; f�ur x > -1 ist sie konvex.
) Wo hat die Funktion f ihre lokalen Maxima, wo die Minima?L�osung: Da f di�erenzierbar ist, mu� in einem lokalen Extremum die Ableitung f0(x) =3x2+6x = 3x(x+2) vers
hwinden; die einzigen Kandidaten f�ur lokale Extrema sind daherx = -2 und x = 0. Da die Funktion f�ur x < -2 na
h a) monoton steigend ist, dana
h auf(-2; 0) monoton fallend, nimmt sie im Punkt x = -2 ein lokales Maximum an. Bei x = 0hat sie ein lokales Minimum, da sie links der Null monoton f�allt, f�ur x > 0 aber monotonw�a
hst.



d) Warum k�onnen Sie ohne jede Re
hnung si
her sein, da� es im Intervall [-3; 1℄ Punktegibt, in denen f sein In�mum bzw. sein Supremum auf [-3; 1℄ annimmt?L�osung: Na
h dem Satz vom Maximum nimmt eine stetige Funktion auf einem abge-s
hlossenen Intervall sowohl ihr In�mum (Minimum) als au
h ihr Supremum (Maximum)an.e) Bestimmen Sie alle x 2 [-3; 1℄, f�ur die f sein Supremum auf [-3; 1℄ annimmt und alley 2 [-3; 1℄, f�ur die f das In�mum annimmt!L�osung: In Frage kommen nur die lokalen Extrema bei x = -2 und x = 0, die ja beidein [-3; 1℄ liegen, sowie die Randpunkte des Intervalls. Wir haben f(-3) = -1, f(-2) = 3,f(0) = -1 und f(1) = 3. Somit ist Drei das Supremum und wird f�ur x = -2 und x = 1angenommen; das In�mum -1 wird an den Stellen x = -3 und x = 0 angenommen.f) Finden Sie drei Intervalle [ai; bi℄ mit ganzzahligen Grenzen a1 � b1 � a2 � b2 �a3 � b3, so da� jedes dieser Intervalle genau eine Nullstelle von f enth�alt. Numeris
heMethoden, egal ob mit oder ohne Tas
henre
hner, d�urfen bei der L�osung ni
ht verwendetwerden.L�osung: Da f(-3) = -1 und f(-2) = 3 vers
hiedene Vorzei
hen haben, gibt es na
hdem Zwis
henwertsatz eine Nullstelle im Intervall (-3; -2). Da die Funktion dort striktmonoton wa
hsend ist, gibt es genau eine.Zwis
hen -2 und 0 ist die Funktion strikt monoton fallend; da f(-2) = 3 und f(0) = -1vers
hiedene Vorzei
hen haben, gibt es au
h dort genau eine Nullstelle.F�ur x > 0 s
hlie�li
h ist die Funktion wieder strikt monoton wa
hsend, f(0) = -1 istnegativ und f(1) = 3 positiv; also liegt au
h dort genau eine Nullstelle.Die drei Intervalle [-3; -2℄, [-2; 0℄ und [0; 1℄ haben also alle verlangten Eigens
haften.
Aufgabe 5: (8 Punkte)a) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe des Polynoms f(x) = x3 - x um den Punkt x = 1 !L�osung: Wir brau
hen zun�a
hst die Ableitungen von f an der Stelle x = 1:f(x) = x3 - x f(-1) = 0f0(x) = 3x2 - 1 f0(-1) = 2f00(x) = 6x f00(-1) = 6f000(x) = 6 f000(-1) = 6f(4)(x) = 0 f(4)(-1) = 0 ,und au
h alle h�oheren Ableitungen vers
hwinden. Die Taylor-Reihe um x = -1 ist somitTf;1(h) = 0+ 2h1! + 6h22! + 6h33! = 2h+ 3h2 + h3 .In der Tat ist f(1+ h) = (1+ h)3 - (1+ h) = 2h+ 3h2 + h3 .b) Bere
hnen Sie das Taylor-Polynom vierten Grades von g(x) = e-x + 3 
os 2x um denNullpunkt!L�osung: Da wir die Taylor-Reiheney = 1+ y+ y22 + y36 + y424 + � � � und 
os z = 1- z22 + z424 - z6720 + � � �



kennen, k�onnen wir hier auf die Bere
hnung der Ableitungen verzi
hten: wir setzen y = -xund z = 2x und erhalten das gesu
hte Polynom als�1- x+ x22 - x36 + x424�+ 3�1- (2x)22 + (2x)424 � = 4- x- 11x22 - x36 + 4924x4 .(Bere
hnung der Ableitungen h�atte mit nur geringf�ugig gr�o�erem Aufwand zum glei
henErgebnis gef�uhrt.)
Aufgabe 6: (8 Punkte)a) Vereinfa
hen Sie den Ausdru
k sin(x)�
os(x) zu einer reinen Sinusfunktion, und bere
hnenSie seine zweite Ableitung!L�osung: Na
h den Eulers
hen Formeln istsin(x) 
os(x) = �eix - e-ix2i � � �eix + e-ix2 � = e2ix - e-2ix4i = 12 sin 2x .Die Ableitung davon ist 12 � 2 � 
os 2x = 
os 2x, was wiederum die Ableitung -2 sin 2x hat.b) Zeigen Sie, da� sin 4x = 8 
os3 x sin x- 4 sin x 
os x ist!L�osung: sin 4x ist der Realteil vone4ix = �eix�4 = (
os x+ i sin x)4= 
os4 x+ 4i 
os3 x sin x- 6 
os2 x sin2 x- 4i 
os x sin3 x+ sin4 x ,also ist sin 4x = 4 
os3 x sin x- 4 
os x sin3 x = 4 sin x 
os x � �
os2 x- sin2 x�= 4 sin x 
os x�
os2 x- (1- 
os2 x)� = 4 sin x 
os x�2 
os2 x- 1�= 8 
os3 x sin x- 4 sin x 
os x .


