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Modulklausur Analysis I

cooe Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! coe
cooe Die Aufgaben miissen nicht in der angegebenen Reihenfolge coe
XX bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunichst )
ceooe auf das, womit sie schnell Punkte holen kénnen! )

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht ldnger als etwa zwei Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begrindung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: /3 € Q

Lésung: Falsch: Andernfalls lieBe sich /3 = p/q als gekiirzter Bruch mit p,q € N
darstellen. Dann wire p° = 3q3, also miiite p> durch drei teilbar sein. Dann wére aber
auch p = 3m durch drei teilbar, also p> = (3m)? = 27m?> durch 27 teilbar. Damit wére
3q3 =27m3, also q> = 9m?> durch neun teilbar. Das ist nur méglich, wenn q durch drei
teilbar ist; da auch p eine Dreierzahl ist, widerspricht dies der Gekiirztheit des Bruchs p/q.

Richtig oder falsch: Ist (xn)nen eine Nullfolge und (yn)nen eine beliebige Folge, so ist
auch die Produktfolge (Xxnyn)nen eine Nullfolge.

Loésung: Falsch: Mit x,, = % haben wir zwar eine Nullfolge; setzen wir aber y, = n?,

so ist X yn = n, die Produktfolge ist also divergent. (Die Behauptung wére richtig, wenn
(Un)nen als beschrankt oder gar konvergent vorausgesetzt ware.)
inn

Richtig oder falsch: Die Folge (xn)nen mit x,, = 5 ist eine Nullfolge.

L6sung: Richtig, denn |sinn| < 1 fiir alle n € N, wahrend der Nenner n gegen unendlich
geht.

Fiir die differenzierbare Funktion f: R — R sei f/(x) = 0 fiir alle x € R und f(1) = 2. Was
ist f(x) ?

Lésung: Da f’(x) iiberall verschwindet, ist f konstant, hat also fiir alle x € R denselben

Wert f(x) = f(1) = 2.
/2
Was ist J sin5x dx ?
0
/2
Loésung: J sin5x dx = — cos5x " = _1cos5—7t + 1 cos0 =0+ 1 - 1 .
5 0 5 2 5 5 5
0 7
Richtig oder falsch: Jcos(x) - eSIBX dx = esmx‘g =esinT _esin0
0

Losung: Richtig: die Ableitung von e*™* ist nach de Kettenregel cos(x) - e¥™*, also ist
es'"* eine Stammfunktion des Integranden, und der Kosinus verschwindet bei allen echt
halbzahligen Vielfachen von 7.
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Aufgabe 1: (7 Punkte)

Stellen Sie die Zahlen

2—+/5 i 3
VS ) 4v3)P umd o) (”2‘[

2445

L6sung: Bei a) erweitern wir so, da8 wir im Nenner die dritte binomische Formel anwen-
den konnen, also mit 2 — V/5:

2-v5_ 2-V52 (2= VB)°
245 (2+V5)2-v5) 45

Fiir b) verwenden wir den binomischen Lehrsatz fiir Exponent drei:

2010
) moglichst einfach dar!

= 94+ 4V5.

(i+v3)° =1 +312V3+31-3+3V3=—1—3v3+9+3/3=8i.

Damit 148t sich auch c) leicht 16sen:

. 3 . 2010
i+v3) _ 8. T+i _:2010/3 _ 670 _ :668 2 _
> _23—1 und 7 =1 =1*" =1 iv=-1,

denn 668 ist durch vier teilbar und i* = 1.

Finden Sie alle komplexen Losungen der quadratischen Gleichung z? + 16z +25 =0 !
Lésung: Wir schreiben die Gleichung als
(z+8)2—64+25=(z2+4)2—39=0 oder (z+8)%=239.

Dies gilt genau dann, wenn z 4+ 8 = ++/39 ist, die Losungen sind also —4 + /39 und
—4 +/39.

Aufgabe 2: (5 Punkte)

Gn+4)(n+1)

!
2

n
Zeigen Sie: Z(Sk—i—Z) =247+---4+5n+2)=
k=0

Losung: Das kann beispielsweise durch vollstédndige Induktion bewiesen werden: Fiir den
Induktionsanfang mufl gezeigt werden, daf

(5+4)-2

:
> (Bk+2)=2+47= >
k=0

ist; das ist offensichtlich der Fall.
Ist die Behauptung fiir ein festes n € N bewiesen, ist

n+1 n
D (5k+2)=3 (5k+2)+(5(n+1)+2) = (5““2(““) +(5n+7)
k=1 k=1

_5nf45n+4n+4+10n+14  5n%+19n+18
B 2 B 2 '
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Wir miissen zeigen, dafl dies gleich

G+ +4)(n+1)+1)  BGn+9Mn+2) _ 5n? +19n+ 18

2 2 2

ist; auch das ist offensichtlich erfiillt. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt
die behauptete Formel somit fiir alle n € N.

Aufgabe 3: (9 Punkte)
Die Funktion f: R \ {0} — R sei definiert durch

((x +2)2 fiirx<-—2
2
X X ..
X)=41—
o cosx firo<x<m
X
2 ..
- firx >mn
\ x

Fiir welche x € R \ {0} ist f stetig, fiir welche differenzierbar?

Losung: Die vier Teilfunktionen, aus denen f zusammengesetzt ist, sind allesamt nur
durch Grundrechenarten, Polynome und trigonometrische Funktionen definiert; dividiert
wird dabei nur durch x. Deshalb sind alle diese Teilfunktionen auf ganz R ~ {0} sowohl
stetig als auch differenzierbar. Somit ist auch f sowohl stetig als auch differenzierbar fiir

alle x € R\ {0} mit der moglichen Ausnahme der Randpunkte x = —2 und x = 7. (Fiir
x = 0 ist f(x) nicht definiert.)
Fiir x = —2ist lim f(x)=(2-2)>=0und lim f(x)= %2 + (_?2 = —%, die Funktion
x =1 xN\—1
ist also an der Stelle x = —2 nicht stetig und damit erst recht nicht differenzierbar.
. o . . 1= o 1—(=1) _ 2 . 2 . . .
Fiir x = 7 ist &1}1711 f(x) = —2*% = ——— = = und &@Tf(x) = =, die Funktion ist dort

also stetig. Im Intervall (0, ) ist

xsinx — 1+ cosx
f'(x) = 5

X

mit Grenzwert (msin7t — 1 + cosm)/m? = —2/m%. Fiir x > mist f/(x) = —2/x?, was fiir
x \, 7t ebenfalls gegen —2/7*> geht. Somit ist f im Punkt x = 7 auch differenzierbar.

Die Funktion f ist also stetig und differenzierbar fiir alle x € R ~\ {0, —2}; fiir x = —2 ist
sie weder stetig noch differenzierbar, fiir x = 0 ist sie nicht definiert.

Lé&aBt sich f fortsetzen zu einer im Nullpunkt stetigen Funktion R - R ?
Losung: Das ist genau dann mdglich, wenn li}% f(x) = 11{1‘(1) f(x) ist; wir miissen also diese
xX X

beiden Grenzwerte berechnen. Der linksseitige Grenzwert

. . x X2
lim f(x) = lim <z+§) =0

ist einfach zu berechnen; fiir den rechtsseitigen miissen wir die Regel von DE L’HOPITAL
anwenden, da sowohl der Zahler als auch der Nenner an der Stelle x = 0 verschwinden:
1 —cosx I sinx .

lim f(x) = lim —— = lim =sin0 =0
x\(0 x\(0 X x\O 1
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Beide stimmen also iiberein; durch die Definition f(0) = 0 kénnen wir die Funktion fort-
setzen zu einer im Punkt x = 0 stetigen Funktion R — R.

L&t sich f fortsetzen zu einer im Nullpunkt differenzierbaren Funktion R - R ?

Losung: Da jede differenzierbare Funktion stetig ist, geht das nur dann, wenn die durch
f(0) = 0 fortgesetzte Funktion bei x = 0 differenzierbar ist. Links der Null ist

2x . 1
—|—§ und 11mf(x)—§.

f'(x) = lim

N —

Rechts der Null ist

, xsinx —14cosx sinx 1—cosx
#x) = ; _smx 1o cosx
X X X
Fiir x = 0 verschwinden sowohl Zahler als auch Nenner, wir miissen also wieder die Regel
von DE L'HOPITAL anwenden:

. sinx . cosX
lim = lim =cos0 =1
x—=0 X x—0
und .
. 1T —cosx . sinx . —cosx —cosO 1
lim ——— = lim —— = lim = =—=,
x—0 X x—0 X x—0 2 2 2

wobei wir hier die Regel von DE L’HOPITAL zweimal angewandt haben. Insgesamt ist

1 1
1 / = — _— = — =1 /
il\mof (x) =0 ( 2) 2 il/mof (x),

wir haben also eine differenzierbare Fortsetzung.

Aufgabe 4: (11 Punkte)
Die Funktion f: R — R sei definiert durch f(x) = x> + 3x% — 1.

Auf welcher Teilmenge von R ist f strikt monoton wachsend, auf welcher strikt monoton
fallend?

Losung: f/(x) = 3x% + 6x = 3x(x + 2) verschwindet fiir x = 0 und x = —2. Fiir x < —2
sind x und x + 2 beide negativ, f'(x) also positiv. Fiir —2 < x < 0 ist x negativ, aber x +2
positiv, also f'(x) < 0. Fiir x > 0 schliefllich sind beide Faktoren positiv, also auch f'(x).
Somit ist f strikt monoton wachsend auf {x € R | x < —2 oder x > 0} und strikt monoton
fallend im offenen Intervall (—2, 0).

Wo ist die Funktion konvex, wo konkav?

Losung: f/(x) = 6x + 6 = 6(x + 1) ist fiir x < —1 negativ, also ist die Funktion dort
konkav; fiir x > —1 ist sie konvex.

Wo hat die Funktion f ihre lokalen Maxima, wo die Minima?

Lésung: Da f differenzierbar ist, muf} in einem lokalen Extremum die Ableitung '(x) =
3x? +6x = 3x(x +2) verschwinden; die einzigen Kandidaten fiir lokale Extrema sind daher
x = —2 und x = 0. Da die Funktion fiir x < —2 nach a) monoton steigend ist, danach auf
(—2,0) monoton fallend, nimmt sie im Punkt x = —2 ein lokales Maximum an. Bei x =0
hat sie ein lokales Minimum, da sie links der Null monoton f&llt, fiir x > 0 aber monoton
wachst.
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Warum konnen Sie ohne jede Rechnung sicher sein, dafl es im Intervall [—3, 1] Punkte
gibt, in denen f sein Infimum bzw. sein Supremum auf [—3, 1] annimmt?

Losung: Nach dem Satz vom Maximum nimmt eine stetige Funktion auf einem abge-
schlossenen Intervall sowohl ihr Infimum (Minimum) als auch ihr Supremum (Maximum)
an.

Bestimmen Sie alle x € [—3, 1], fiir die f sein Supremum auf [—3, 1] annimmt und alle
y € [-3, 1], fiir die f das Infimum annimmt!

Loésung: In Frage kommen nur die lokalen Extrema bei x = —2 und x = 0, die ja beide
in [—3, 1] liegen, sowie die Randpunkte des Intervalls. Wir haben f(—3) = —1, f(—2) = 3,
f(0) = —1 und f(1) = 3. Somit ist Drei das Supremum und wird fiir x = —2 und x = 1
angenommen; das Infimum —1 wird an den Stellen x = —3 und x = 0 angenommen.

Finden Sie drei Intervalle [a;i, b;] mit ganzzahligen Grenzen a; < by < a; < by <
a3 < bz, so dafl jedes dieser Intervalle genau eine Nullstelle von f enthalt. Numerische
Methoden, egal ob mit oder ohne Taschenrechner, diirfen bei der Lésung nicht verwendet
werden.

Losung: Da f(—3) = —1 und f(—2) = 3 verschiedene Vorzeichen haben, gibt es nach
dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle im Intervall (—3, —2). Da die Funktion dort strikt
monoton wachsend ist, gibt es genau eine.

Zwischen —2 und 0 ist die Funktion strikt monoton fallend; da f(—2) = 3 und f(0) = —1
verschiedene Vorzeichen haben, gibt es auch dort genau eine Nullstelle.

Fiir x > 0 schliellich ist die Funktion wieder strikt monoton wachsend, f(0) = —1 ist
negativ und f(1) = 3 positiv; also liegt auch dort genau eine Nullstelle.

Die drei Intervalle [—3, —2], [-2, 0] und [0, 1] haben also alle verlangten Eigenschaften.

Aufgabe 5: (8 Punkte)

Bestimmen Sie die TAYLOR-Reihe des Polynoms f(x) = x>

—x um den Punkt x =1!

Losung: Wir brauchen zundchst die Ableitungen von f an der Stelle x = 1:

flx) = x3—x f(=1) =0
fl(x) = 3x?—1 f'(—1) 2
f’(x) = 6x f’(—=1) =6
f"(x) = 6 f7'(—1) = 6
fH(x) =0 f4(-1)= 0,
und auch alle héheren Ableitungen verschwinden. Die TAYLOR-Reihe um x = —1 ist somit
2 2 3
Tea(h) =0+]—},1+% +63L, —2h+3h24+h3.

In der Tat ist f(1+h)=(1+h)>—(1+h)=2h+3h?4+h3.

Berechnen Sie das TAYLOR-Polynom vierten Grades von g(x) = e * + 3cos2x um den
Nullpunkt!

Loésung: Da wir die TAYLOR-Reihen

£+ und cosz—]—iJri—iJr
24 N 2 24 720

v

Y —
e 1+y+2

3
y
+=+
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kennen, konnen wir hier auf die Berechnung der Ableitungen verzichten: wir setzen y = —x
und z = 2x und erhalten das gesuchte Polynom als

x2 X X (2x)%  (2x)* X% x3 49 ,

(Berechnung der Ableitungen hatte mit nur geringfiigig grofierem Aufwand zum gleichen
Ergebnis gefiihrt.)

Aufgabe 6: (8 Punkte)

Vereinfachen Sie den Ausdruck sin(x)-cos(x) zu einer reinen Sinusfunktion, und berechnen
Sie seine zweite Ableitung!

Loésung: Nach den EuLERschen Formeln ist

] eix _ e—ix eix + e—ix elix _ e—Zix 1 ]
sin(x) cos(x) = ( 7 ) . ( 3 ) = n = zstx.

Die Ableitung davon ist % - 2-cos 2x = cos 2x, was wiederum die Ableitung —2sin 2x hat.
Zeigen Sie, daB  sin4x = 8cos> xsinx — 4sinxcosx  ist!

Losung: sin4x ist der Realteil von

i ixy 4 ..
e’™ = (e™)" = (cosx + isinx)*
. a4 . 3 . 2 .2 . . 3 . 4
=cos” x +4icos’ xsinx — 6cos“ xsin“ x —4icosxsin” x 4+ sin” x ,

also ist

3 2

sindx = 4 cos® xsinx — 4 cosx sin’ x = 4sinx cos x - (cos? x — sin” x)
:4sinxcosx(coszx— (1 — cos? x)) :4sinxcosx(Zcoszx— 1)

— 8cos® xsinx —4sinxcosx .



