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Modulklausur Analysis I� � � Shreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! � � �� � � Die Aufgaben m�ussen niht in der angegebenen Reihenfolge � � �� � � bearbeitet werden; konzentrieren sie sih zun�ahst � � �� � � auf das, womit sie shnell Punkte holen k�onnen! � � �

Fragen: (je zwei Punkte)Die Antworten auf die nahfolgenden Fragen sollten niht l�anger als etwa zwei Zeilensein und lediglih eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden niht gewertet.1) Rihtig oder falsh: 4p2 2 QL�osung: Falsh: Andernfalls lie�e sih 4p2 = p=q als gek�urzter Bruh mit p; q 2 Ndarstellen. Dann w�are p4 = 2q4, also m�u�te p4 gerade sein. Dann w�are aber auh p = 2mgerade, also p4 = (2m)4 = 16m4 durh 16 teilbar. Damit w�are 2q4 = 16m4, also q4 = 8m4durh aht teilbar. Dies ist nur m�oglih, wenn q wie p gerade ist, was der Gek�urztheit desBruhs p=q widerspriht.2) Rihtig oder falsh: Falls eine Funktion f: R ! R auf ganz R strikt monoton w�ahst, istsie auh stetig auf ganz R .L�osung: Falsh; ein Gegenbeispiel ist etwa die bei Null unstetige Funktion mit f(x) = xf�ur x � 0 und f(x) = x+1 f�ur x > 0 oder die f�ur alle x 2 Z unstetige Funktion f(x) = x+[x℄.3) Was ist 1Xk=1�15�k ?L�osung: Nah der Summenformel f�ur die unendlihe geometrishe Reihe ist1Xk=1�15�k = 15 1Xk=0�15�k = 15 � 11- 15 = 14 .
4) F�ur die di�erenzierbare Funktion f: R ! R sei f0(x) = 2 f�ur alle x 2 R und f(1) = 0. Wasist f(x) ?L�osung: Da f0(x) die konstante Funktion zwei ist, hat f(x) die Form f(x) = 2x + C miteiner reellen Zahl C. Wenn f(1) = 2+C = 0 sein soll, mu� C = -2 sein, d.h. f(x) = 2x-2.
5) Was ist �=2Z

0 os 3xdx ?
L�osung: �=2Z

0 os 3xdx = sin 3x3 �����=20 = 13 sin 3�2 - 13 sin 0 = -13 - 0 = -13 .



6) Rihtig oder falsh: 2Z
-1 x-4 dx = x-3-3 ����2-1 = -13 �18 - (-1)� = -38L�osung: Falsh; das Intergral �uber einen nirgends negativen Integranden kann unm�oglihnegativ sein. Die Formel f�ur das Integral �uber xn darf hier niht angewendet werden, da derIntegrand f�ur n < 0 an der Stelle x = 0 niht de�niert ist; die Formel gilt aber nur, wennsowohl Integrand als auh Stammfunktion im gesamten Integrationsintervall de�niert undstetig sind.

Aufgabe 1: (7 Punkte)Stellen Sie die Zahlena) 2+p32-p3 und b) �1+ ip2 �2010 m�oglihst einfah dar!L�osung: Bei a) erweitern wir so, da� wir im Nenner die dritte binomishe Formel anwen-den k�onnen, also mit 2+p3:2+p32-p3 = (2+p3)2(2-p3)(2+p3) = �2+p3�24- 3 = 7+ 4p3 .
F�ur b) berehnen wir zun�ahst das Quadrat der Z�ahlers: (i+1)2 = i2+2i+1 = 2i. Damitist �1+ ip2 �2 = 2i2 = i und �1+ ip2 �2010 = i1005 = i1004 � i = i ,denn 1004 ist durh vier teilbar und i4 = 1.) Finden Sie alle komplexen L�osungen der quadratishen Gleihung z2 - 4iz- 5 = 0 !L�osung: Wir shreiben die Gleihung als(z- 2i)2 + 4- 5 = (z- 2i)2 - 1 = 0 oder (z- 2i)2 = 1 .Dies gilt genau dann, wenn z- 2i = �1 ist, die L�osungen sind also 1+ 2i und -1+ 2i.
Aufgabe 2: (5 Punkte)Zeigen Sie: nXk=1(3k- 2) = 1+ 4+ � � � + (3n- 2) = 3n2 - n2 !
L�osung: Das kann beispielsweise durh vollst�andige Induktion bewiesen werden: F�ur denInduktionsanfang mu� gezeigt werden, da�1Xk=1(3k- 2) = 1 = 3- 12ist; das ist o�ensihtlih der Fall.



Ist die Behauptung f�ur ein festes n 2 N bewiesen, istn+1Xk=1(3k- 2) = nXk=1(3k- 2) + �3(n+ 1) - 2� =IA 3n2 - n2 + (3n+ 1)
= 3n2 - n+ 6n+ 22 = 3n2 + 5n+ 22 .Wir m�ussen zeigen, da� dies gleih3(n+ 1)2 - (n+ 1)2 = 3n2 + 6n+ 3- n- 12 = 3n2 + 5n+ 22ist; auh das ist o�ensihtlih erf�ullt. Nah dem Prinzip der vollst�andigen Induktion giltdie behauptete Formel somit f�ur alle n 2 N .

Aufgabe 3: (8 Punkte)In welhen Punkten x 2 R ist die Funktion f: R ! R mit
f(x) = 8><>: 3x2 + 2x f�ur x � -12x2 + 1 f�ur -1 < x < 0os x f�ur 0 � x � �sin x- 1 f�ur x > �stetig, in welhen di�erenzierbar?L�osung: Die vier Teilfunktionen, aus denen f zusammengesetzt ist, sind entweder Polyno-me oder trigonometrishe Funktionen oder die Di�erenz einer trigonometrishen Funktionund einer Konstanten; diese Teilfunktionen sind daher sowohl stetig als auh di�erenzier-bar. Somit ist auh f sowohl stetig als auh di�erenzierbar f�ur alle x 2 R mit der m�oglihenAusnahme der Randpunkte x = -1, x = 0 und x = �.F�ur x = -1 ist limx%-1 f(x) = 3- 2 = 1 und limx&-1 f(x) = 2+ 1 = 3, die Funktion ist also ander Stelle x = -1 niht stetig und damit erst reht niht di�erenzierbar.F�ur x = 0 ist limx%0 f(x) = 1 und limx&0 f(x) = os 0 = 1, die Funktion ist dort also stetig. IhreAbleitung ist links der Null gleih 4x mit Grenzwert Null f�ur x % 0, rehts der Null istsie - sin x, was f�ur x & 0 ebenfalls Null wird. An der Stelle x = 0 ist die Funktion alsosowohl stetig als auh di�erenzierbar.F�ur x = � ist limx%� f(x) = os� = -1 und limx&� f(x) = sin�- 1 = -1, die Funktion ist dortalso stetig. Ihre Ableitung ist links der Null gleih - sin x mit Grenzwert Null f�ur x% �,rehts der Null ist sie os x, was f�ur x & � gegen -1 geht. Somit ist f im Punkt x = �niht di�erenzierbar.Die Funktion f ist also stetig f�ur alle x 2 R r f-1g, und sie ist di�erenzierbar f�ur allex 2 R r f-1; �g.

Aufgabe 4: (12 Punkte)a) Wo hat die Funktion f: R ! R mit f(x) = x3-3x+1 ihre lokalen Maxima, wo die Minima?Welhe Funktionswerte werden dort angenommen?L�osung: Da f di�erenzierbar ist, mu� in einem lokalen Extremum die Ableitungf0(x) = 3x2 - 3 = 3(x2 - 1) = 3(x+ 1)(x- 1)



vershwinden; die einzigen Kandidaten f�ur lokale Extrema sind daher x = -1 und x = +1.F�ur x < -1 und f�ur x > 1 ist f0(x) > 0, die Funktion f also monoton steigend; f�ur-1 < x < 1 ist f0(x) < 0, die Funktion f also monoton fallend. Somit liegt bei x = -1 einlokales Maximum mit f(-1) = 3, bei x = 1 ein lokales Minimum mit f(1) = -1.b) Zeigen Sie, da� f drei reelle Nullstellen hat, und �nden sie f�ur jede dieser Nullstellen einIntervall der L�ange eins mit ganzzahligen Grenzen, in dem sie liegt!L�osung: Da f(-1) = 3 und f(1) = -1 vershiedene Vorzeihen haben, gibt es auf jedenFall eine Nullstelle im Intervall (-1; 1). F�ur x = 0 ist f(0) = 1 positiv; zumindest einesolhe Nullstelle liegt daher im Intervall (0; 1).F�ur x ! -1 geht auh f(x) gegen -1; da f(-1) = 3 positiv ist, mu� es daher eineNullstelle x < -1 geben. f(-2) = -1 ist negativ, also liegt sie im Intervall (-2; -1).Entsprehend mu� es auh eine Nullstelle x > 1 geben, denn f(1) = -1 ist negativ undf(x) geht f�ur x!1 gegen unendlih. Da f(2) = 3 positiv ist, liegt sie im Inervall (1; 2).) Zeigen Sie, da� f genau drei reelle Nullstellen hat!L�osung: Daf�ur gibt es vershiedene M�oglihkeiten: Wie wir in a) gesehen haben, ist dieFunktion in den Bereihen x < -1, x > 1 und im Intervall (-1; 1) streng monoton, alsokann es dort jeweils h�ohstens eine Nullstelle geben. Somit gibt es insgesamt h�ohstensdrei Nullstellen; da wir bereits wissen, da� es mindestens drei gibt, gibt es genau drei.Alternativ kann man zum Beispiel die m�ogliherweise aus der Shule bekannte Tatsaheverwenden, da� ein vom Nullpolynom vershiedenes Polynom n-ten Grades h�ohstens nvershiedene Nullstellen haben kann.d) Wo ist die Funktion konvex, wo konkav?L�osung: f00(x) = 6x ist f�ur x < 0 negativ, also ist die Funktion dort konkav; f�ur x > 0 istsie konvex.e) Rihtig oder falsh: Die Funktion g: R ! R sei stetig di�erenzierbar. Dann liegt zwishenje zwei Nullstellen der Ableitung g0(x) mindestens eine Nullstelle von gL�osung: Falsh; die Funktion g(x) = f(x)+10 hat dieselbe Ableitung wie fmit Nullstellenbei -1 und 1. Zwishen diesen beiden Werten f�allt g monoton von g(-1) = f(1)+10 = 13auf g(1) = f(1) + 10 = 9, hat dort also keine Nullstelle.
Aufgabe 5: (8 Punkte)a) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe des Polynoms f(x) = x2 + x+ 1 um den Punkt x = -1 !L�osung: Wir brauhen zun�ahst die Ableitungen von f an der Stelle x = -1:f(x) = x2 + x+ 1 f(-1) = 1f0(x) = 2x+ 1 f0(-1) = -1f00(x) = 2 f00(-1) = 2f000(x) = 0 f000(-1) = 0 ,und auh alle h�oheren Ableitungen vershwinden. Die Taylor-Reihe um x = -1 ist somitTf;-1(h) = 1- h+ h2 .In der Tat ist f(-1+ h) = (-1+ h)2 - 1+ h+ 1 = h2 - h+ 1 .b) Berehnen Sie das Taylor-Polynom dritten Grades von g(x) = ex - sin 2x um den Null-punkt!



L�osung: Da wir die Taylor-Reihenex = 1+ x+ x22 + x36 + x424 + � � � und sin x = x- x36 + x5120 - � � �kennen, k�onnen wir hier auf die Berehnung der Ableitungen verzihten; das gesuhtePolynom ist �1+ x+ x22 + x36 �-�2x- (2x)36 � = 1- x+ x22 + 32x3 .(Berehnung der Ableitungen h�atte mit nur geringf�ugig gr�o�erem Aufwand zum gleihenErgebnis gef�uhrt.)
Aufgabe 6: (8 Punkte)a) Dr�uken Sie sin2 x aus als Linearkombination von Funktionen der Form osax mit a 2 R !L�osung: Nah den Eulershen Formeln ist

sin2 x = �eix - e-ix2i �2 = e2ix - 2+ e-2ix-4 = 12 - os 2x2 .
b) Dr�uken Sie os 3x aus als Polynom in os x !L�osung: os 4x ist der Realteil vone3ix = �eix�3 = (os x+ i sin x)3= os3 x+ 3i os2 x sin x- 3 os x sin2 x- i sin3 x ,also os3 x- 3 os x sin2 x. Um daraus ein Polynom in os x zu mahen, m�ussen wir sin2 xersetzen durh 1- os2 x und erhaltenos 3x = os3 x- 3 os x(1- os2 x) = 4 os3 x- 3 os x .


