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Themenvors
hl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 7. { 9. Dezember 2009a) Was ist i-i ?L�osung: Da i auf der imagin�aren A
hse liegt, hat es Argument �=2, also ist i = e�i=2und i-i = e�i=2�(-i) = e�2 = pe� .(Benjamin Peir
e (1809{1880) sagte in seinen Vorlesungen in Harvard zu dieser Formel:Gentlemen, we have not the slightest idea what this equation means, but we maybe sure that it means something very important. Bevor wir zuviel in dieses Ergebnishineininterpretieren, sollten wir allerdings bedenken, da� wir au
h i = e5�i=2 s
hreibenk�onnen und dann das Ergebnis i-1 = e5�=2 bekommen usw. Potenzen mit komplexerBasis und ni
htganzen Exponenten sind also ni
ht eindeutig bestimmt.)b) Finden Sie eine komplexe Zahl z, mit z12 = 1, aber zn 6= 1 f�ur alle nat�urli
hen Zahlenn < 12 !L�osung: O�ensi
htli
h mu� z den Betrag eins haben, l�a�t si
h also darstellen in der Formz = ei'. Dann ist 1 = z12 = e12i', also mu� 12' ein Vielfa
hes von 2� sein, d.h.' = 2k�12 = k�6 mit k 2 Z .Speziell im Falle k = 1 ist�e�i=6�n = e(n=6)�i 6= 1 f�ur n = 1; : : : ; 11 ,also ist z = e�i=6 eine L�osung.
) Wie viele vers
hiedene L�osungen hat die obige Aufgabe?L�osung: Wie wir gesehen haben, l�a�t si
h jedes z mit z12 = 1 s
hreiben als z = ek�i=6mit einem k 2 Z. Wenn wir zu k ein Vielfa
hes von zw�olf addieren, iste(k+12m)�i=6 = ek�i=16+2m�i = ek�i=6 ;daher gibt es nur die zw�olf vers
hiedenen Werte zk = ek�i=6 mit k = 0; : : : ; 11. F�urgerades k ist 6k�=6 = k� ein Vielfa
hes von 2�, also ist z6k = 1. F�ur dur
h drei teilbares kist entspre
hend z4k = 1. Damit kommen h�o
hstens die Werte k = 1; 5; 7 und 11 in Frage.z1 ist eine L�osung, und damit au
h z11 = 1=z1. Das kleinste dur
h 12 teilbare Vielfa
hevon 5 ist 60, also ist au
h z5 eine L�osung und damit au
h z7 = 1=z5. Es gibt also viervers
hiedene L�osungen.d) Dr�u
ken Sie die Funktionen sinkx 
os `x f�ur k; ` 2 R aus als Linearkombination von Funk-tionen der Form sin rx !L�osung: Na
h den Eulers
hen Formeln istsin kx 
os `x = eikx - e-ikx2i � ei`x + e-i`x2 = ei(k+`)x - e-i(k+`)x + ei(k-`)x - e-i(k-`)x4i= sin(k+ `)x+ sin(k- `)x2 .



e) Eine Boeing 727 brau
ht zum Abheben eine Ges
hwindigkeit von mindestens 200 Meilenpro Stunde; sie kann aus dem Stand innerhalb von 30 Sekunden auf diese Ges
hwindigkeitbes
hleunigen. Falls Sie von einer konstanten Bes
hleunigung (d.h. einer linear ansteigen-den Ges
hwindigkeit) ausgehen: Wie lange (in Meilen) mu� die Startbahn mindestenssein?L�osung: 200 Meilen pro Stunde sind 200 Meilen pro 3600 Sekunden, also eine Meile pro18 Sekunden. Wenn die Ges
hwindigkeit v(t) innerhalb von 30 Sekunden von Null au
h1=18 Meile pro Sekunde ansteigt, ist na
h t Sekunden v(t) = t30 � 18 Meilen pro Sekunde.Der innerhalb von 30 Sekunden zur�u
kgelegte Weg ist somit30Z
0 t30 � 18 dt = t22 � 30 � 18 ����300 = 3022 � 30 � 18 = 3036 = 56 Meilen .

Die Startbahn mu� also mindestens eine L�ange von 5=6 Meilen (plus Si
herheitszus
hlag)haben.
f) Bere
hnen Sie xZ

0 udu als Grenzwert der Fl�a
he unter geeigneten Treppenfunktionen!
L�osung: Unterteilen wir das Intervall [0; x℄ in n Teilintervalle der L�ange x=n und wertendie Funktion jeweils am linken Intervallende aus, erhalten wir als Fl�a
he unterhalb dieserTreppenfunktionn-1Xk=0 kxn � xn = x2n2 n-1Xk=0 k = x2n2 � (n- 1)n2 = x22 n- 1n nn = x22 �1- 1n� .
F�ur n!1 geht das gegen x22 .

g) Was ist Z(x3 + 2x2 + 2x+ 1)dx ?L�osung: Wir su
hen eine Funktion, deren Ableitung x3 + 2x2 + 2x + 1 ist. Da xn dieAbleitung nxn-1 hat, ist xn=n eine Stammfunktion von xn-1 (falls n 6= 0), also istZ(x3 + 2x2 + 2x+ 1)dx = x44 + 2x33 + x2 + x+ C .
h) Was ist Z 
os(3x+ 5)dx ?L�osung: Wir su
hen eine Funktion, deren Ableitung 
os(3x + 5) ist. Die Ableitung vonsin(3x + 5) ist 3 
os(3x+ 5); wegen der Linearit�at von Di�erentiation und Integration istalso Z 
os(3x+ 5)dx = sin(3x+ 5)3 +C .
i) Was ist Z xex dx ?L�osung: Hier lohnt si
h ein Versu
h mit der Regel zur partiellen IntegrationZ u(x)v0(x)dx = u(x)v(x) - Z u0(x)v(x)dx .



Mit u(x) = x und v0(x) = ex k�onnen wir au
h v(x) = ex setzen und u0(x) ist konstantglei
h eins. Die obige Regel f�uhrt daher auf die Glei
hungZ xex dx = xex - Z 1 � ex dx = xex - ex + C = (x- 1)ex +C .
j) Bere
hnen Sie �Z

0 sin2 xdx dur
h partielle Integration und, unabh�angig davon, �uber dieEulers
hen Formeln!L�osung: Wenn wir die Regel zur partiellen Integration anwenden, m�ussen wir (mit denBezei
hnungen der letzten Aufgabe) u(x) = v0(x) = sin x setzen. Damit ist u0(x) = 
os xund v(x) = - 
os x. (Da wir mit m�ogli
hst einfa
hen Funktionen re
hnen wollen, setzenwir die Integrationskonstante nat�urli
h auf Null.) Somit istZ sin2 xdx = - sin x 
os x+ Z 
os2 xdx .Nun ist 
os2 x = 1- sin2 x, also2 Z sin2 xdx = - sin x 
os x+ Z(1- sin2 x)dx = - sin x 
os x+ Z 1dx- Z sin2 xdx .Die Stammfunktion der Eins ist x+ C; setzen wir dies ein und bringen das Integral linksauf die re
hte Seite, bekommen wir die Glei
hung2 Z sin2 xdx = - sin x 
os x+ x+ C , d.h. Z sin2 xdx = x- sin x 
os x2 + C� .mit der Integrationskonstante C� = C=2.Wenn wir die Eulers
hen Formeln verwenden, bere
hnen wir zun�a
hst den Integrandenals sin2 x = �eix - e-ix2i �2 = e2ix - 2+ e-2ix-4 = 12 - 12 
os 2x .Damit ist Z sin2 xdx = Z �-12 - 12 
os 2x� dx = -x2 + 14 sin 2x+ C .Da (na
h der Additionsformel f�ur den Sinus oder direkt na
h den Eulers
hen Formeln)sin 2x = 2 sin x 
os x ist, stimmen die beiden Ergebnisse �uberein.k) Zeigen Sie, da� f�ur jede nat�urli
he Zahl k gilt:2�Z
0 sin kxdx = 2�Z

0 
oskxdx = 0 !
L�osung: Z sinkxdx = - 
oskxk + C und Z 
oskxdx = sin kxk + C sind beide periodis
hmit Periode 2�. (F�ur k > 1 ist das nat�urli
h ni
ht die kleinste Periode!). Damit nimmtdie Stammfunktion am oberen wie am unteren Ende des Integrationsintervalls denselbenWert an, das Integral vers
hwindet also.l) Gilt dies au
h f�ur beliebige ganze Zahlen k und ` ?L�osung: Mit negativen Zahlen gibt es keine Probleme, denn
os(-x) = 
os x und sin(-x) = - sin x ,so da� wir die entspre
henden Integrale sofort auf sol
he mit k 2 N zur�u
kf�uhren k�onnen.F�ur k = 0 allerdings ist 
oskx = 1, und wenn wir diese konstante Funktion von Null



bis 2� integrieren, erhalten wir den Wert 2� 6= 0. Mit dem Sinus dagegen gibt es keinbeProbleme, denn sin(0x) = 0.m)Zeigen Sie: F�ur zwei nat�urli
he Zahlen k; ` gilt stets2�Z
0 sin kx 
os `x dx = 0 .

L�osung: Wir wir bei Aufgabe d) gesehen haben, istsin kx 
os `x dx = 12�sin(k+ `)x+ sin(k- `)x�dx .Wenn wir dies von Null bis 2� integrieren, erhalten wir na
h den vorigen beiden Aufgabenf�ur beide Summanden den Wert Null.


