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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 30. November — 2. Dezember 2009

a) Ab welchem n € N kénnen Sie sicher sein, daf3 gilt
n
1
e— ) Kl
k=0
Losung: Nach dem Satz iiber die TAYLOR-Entwicklung ist

LI 1
e ]: J— n
e=¢ l;_()k!+e m+1)!

mit einer reellen Zahl 1 € (0, 1). Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion ist hier
e" < e < 3. Wir miissen daher ein n finden mit 3/(n + 1)! < 1/100 oder (n + 1)! > 300.
Da 5! =120 und 6! = 720 ist, geniigt n =5.
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b) Zeigen Sie durch Abschédtzung mit einer geometrischen Reihe, daf fiir alle n € N gilt:
i 1' < l 1
kI "n’
Lésung: Nach der Summenformel fiir geometrische Reihen ist

= 1 d n! d 1 d 1 1 1 1
' _—— EE—————— — . = -
n.Z k! ;(nJrk)! Z(n+1)---(n+k)<};(n+1)k n+l1-1- n’

k=n+1 "~ k=1 n+1

c) Liefert das bei a) ein besseres Ergebnis?

Losung: Nach der gerade bewiesenen Ungleichung ist
= 1 1

Firn=4ist 4-4! =4.24 = 96, was leider nicht ganz ausreicht. Tatsachlich approximiert
1 1 1 163 =
1+ =44+ —-=—=2,7083
+ 2! + 3! + 4! 60 '
e sogar deutlich besser, aber das konnen wir mit unseren a priori-Abschédtzungen nicht
zeigen.

n
1
d) Schreiben Sie E i % als Bruch mit Nenner n!, und zeigen Sie mit Hilfe der vorigen
i=0 )

1
Aufgabe, daB fiir alle n € N gilt % <e< Z“T:,F
Loésung: Fiir jede natiirliche Zahl n ist
L = 1
—<e= ) —
| I
k=0 kt k=0 k

Die linke Seite 1at sich als Bruch z,,/n! schreiben. Nach der vorigen Aufgabe ist

z 1 z 1
e— = < —, dh o< ntl
n! n! n! n!




e) Folgern Sie, daf} e eine irrationale Zahl ist!

f)

Losung: Wie wir gerade gesehen haben, ist fiir jedes n € N
Zn < Zn + 1

e
n! n!

Wiére e = p/q eine rationale Zahl, so gdbe es eine natiirliche Zahl n, fiir die q Teiler
von n! ist, z.B. g selbst. Damit liefle sich e als Bruch mit Nenner n! schreiben, was nach
obiger Ungleichung unmoglich ist.

Die Folge (ax)ken, sei rekursiv definiert durch die Bedingungen
ap = 0, ay; = 2 und ax = 20k71 +ax_>2.
Finden Sie eine geschlossene Formel fiir ay !

Lésung: Wir betrachten, zunachst noch ohne jede Beriicksichtigung von Konvergenzpro-
blemen, die Potenzreihe
R(x) = Z apx®.
k=0

Da a¢ verschwindet, ist

o0 o0 o0
xR(x) = Z apxt! = Z ap_1x* = Z ax_1x®
k=0 o k= W k=2
x?R(x) = Z apxkt? = Z ax_oxk.
k=0 k=2

2xR(x) + x*R(x) = Z(Zakq +ax_2)x* = Z apx®
Kk—2 K—2
und damit R(x) = ag + a;x + 2xR(x) + x?R(x) = 2x + (2x +x?)R(x) .

Dies kénnen wir nach R(x) auflésen und erhalten die Gleichung
2x
Tl 22
Die Nullstellen des Nenners sind die des Polynoms x> + 2x — 1 = (x + 1) — 2, also

X122 =—1=% V2. Da der konstante Term -1 das Produkt der beiden Nullstellen ist, folgt
x1%2 = —1. Damit ist der Nenner von R(x)

- 2x—x2 = —(x—x1)(x —x2) = 1 X~"X2 _ (l_]) <1_1)

X1 X2 X1 X2

(-2)(-2) b2 b )

=(1=(0+vV2x)(1-(1-vV2Kx).

Wir versuchen daher, R(x) darzustellen in der Form

und

Somit ist

R(x)

R(x) = 2x _ c n d
T=2x—x>  1-(1+v2)x 1-(1-V2)x
c(T—(1=v2x)+d(1—=(1++v2)x) (c+d)— (c(1—v2)+d(1+v2))x
- 1—2x —x2 - 1—2x —x? ’
Somit mufl ¢ + d = 0 sein, also d = —c und

1
c(1—v2)—c(1+v2) =—2cvV2 =2, also C:_ﬁ'

Nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe ist damit

2x _Loo kk_ioo _ kk_oo(]+\/2)k_(1_‘/z)kk
]—Zx—xz_\/z];)(]_i_\/z)x \/z];“ \/E)X —];) /2 X .




g)

Somit sollte

(0 +vV2)* - (1 -v2)*
ax =

V2
sein, und in der Tat ist dies fiir k = 0 die Null; fiir k = 1 ist
T+v2)'—(1-v2)! 2v2

= =2.
V2 V2
Da x; und x, die Gleichung x? + 2x — 1 = 0 erfiillen, gilt fiir ihre Kehrwerte
1 2
X—2—|-——1—O oder 14+2x—x*=0 oder x?>=2x+1.

Damit ist auch x* = 2x*¥~! + x*¥~2, und daraus folgt, da8 obiger Ausdruck auch die
Rekursionsformel a, = 2ax_1 + ax_» erfiillt.

Tatsachlich kann man den Ausdruck noch etwas vereinfachen, denn ‘1 — \/Z‘ =v2-1< %,
so dafl ay einfach die nichste ganze Zahl zu (1 + \/Z)k / V2 ist.

Die Folge (ax)ken, sei rekursiv definiert durch die Bedingungen

a=3 a =5 und ar=ax_1—ax_2.
Was ist a1000000 ?

Losung: Wir betrachten, zundchst noch ohne jede Beriicksichtigung von Konvergenzpro-
blemen, die Potenzreihe
= Z akxk .
k=0

Zunéchst ist

Zakx Zak 1% —3x—|—Zak 1x

und 0o k=1
Z (lkX Z Ax— 2X
Somit ist
OO o0
xR(x) — x?R(x) = 3x + Z(ak_1 — ap_2)x* =3x+ Z axxX
k=2 k=2

und damit R(x) =3 +5x + Y 17, axx® =3+ 2x + (x — x?)R(x) .
Dies kénnen wir nach R(x) auflésen und erhalten die Gleichung
2x+3

R(x) = ———.
) 1T—x+x?

Der Nenner x> —x + 1 = (x — %)2 + %, hat die Nullstellen x;,, = % + %\/—_3 Da der
konstante Term 1 das Produkt der beiden Nullstellen ist, folgt x1x2 = 1. (Studenten mit
gutem Gedachtnis erinnern sich vielleicht daran, dafl x; und x; die beiden komplexen
Losungen der Gleichung x3 = —1 sind.) Damit 148t sich der Nenner von R(x) schreiben

als
T—2x—x?=(x—x1)(x —x2) = xXTxaxTx2 <1 _1) (i _]>
X1 X2 X1 X2
(=) (-2)-(-575) (-735)
B X1 x2) 14+4/-3 1—v/-3
1-V3 14+v3
=(1- x| (11— x| .
2 2
Wir versuchen daher, R(x) darzustellen in der Form

2x+3 c d
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h)

7)

k)

)

Nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe ist dann
k

2x+3 +v-3 —v=3
e c Z ( ) +d Z < ) x.
k=0
Somit sollte
(1 +¢?3)" (1 —\/—_3)'<
ag=¢c|——— ) +d| ——
2 2
sein.
Der Inhalt der Klammern, die potenziert werden, ist in beiden Féallen eine Zahl, deren
dritte Potenz -1 ist; falls diese Formel stimmt, ist also ax+3 = —ay und axi¢ = a fiir alle
k € Ny. Dies konnen wir leicht nachpriifen, wenn wir ay fiir kleiner Werte von k nach der
Rekursionsformel berechnen: a; = a;—ap=5—-3=2,a3 =a;—a;=2—-5=-3=—qop
und a4 = a3 —a; = —3 —2 = -5 = —a;. Wegen der Linearitdt der Rekursion ist damit
ay+3 = —ay fiir alle k € Nj.

Da ] 000000 : 6 = 166 666 Rest 4 iSt, folgt a1000000 = Q4 = —Q1 = —3.

Die Funktion f erfiille die Gleichung f”(x) = —100f(x) fiir alle x € R; auflerdem sei
7(0) = 1000 und f"”'(0) = 0. Was wissen Sie iiber f(x) ?

Lésung: Wegen der Beziehung f”(x) = —100f(x) mu$B es nach dem Satz aus der Vorlesung
reelle Zahlen a,b geben, so dafl f(x) = asin 10x + b cos 10x ist. Dann ist

f'(x) = 10acos 10x — 10bsin 10x, f’(x) = —100asin 10x — 100b cos 10x

und "’ (x) = —1000a cos 10x + 1000b sin 10x .

Die Bedingungen f”(0) = 1000 und f"”/(0) = 0 bedeuten also, da8 —100b = 1000 und
—1000a = 0 sein mufl. Somit ist f(x) = —10cos 10x.

Driicken Sie sin® x und cos? x aus durch Funktionen der Form sin ax und cos bx !
Lésung: sin? x — eix — e ix Y B —2+e?™ 1 cos2x
- 2i N —4 2 2
5 et 4 e ix 2 e?iX 4 2 4 e 2ix 1  cos2x
cos“x = — = +
2 4 2 2
Driicken Sie sin 3x aus als Polynom in sinx und cosx!

Loésung: sin 3x ist der Imaginéarteil von

2 3

e3tx = (e"‘) = (cosx +isinx)? = cos® x + 3icos® x sinx — 3 cos x sin” x — isin® x .

Somit ist sin3x = 3cos? x sinx — sin® x. Mit der Beziehung cos?x = 1 — sin? x 1Bt sich

das noch vereinfachen zu sin 3x = 3(1 — sin” x) sinx — sin® x = 3sinx — 4sin3 x .

Driicken Sie cos 3x aus als Polynom nur in cosx !

Loésung: Nach der vorigen Aufgabe ist

3

cos 3x = Re e3™ = cos® x — 3cos x sin’ x = cos®

2

x —3cosx (1 —cos®x) =4cos>x —3cosx.

Zeigen Sie: Fiir jeden Winkel ¢ geniigt z = cos 4 der kubischen Gleichung

4z —3z=cos ¢!

Lésung: Mit x = % ist nach der vorigen Losung

cos @ = cos3x =4 cos>x —3cosx =4z> — 3z.



m) Zeigen Sie: Im Intervall (—75, 7) ist die Sinusfunktion streng monoton wachsend!

Losung: Ein Punkt P, dessen Radius OP mit der x-Achse einen Winkel ¢ zwischen -3
und 7 einschliefft, hat eine positive x-Koordinate, also ist cos @ > 0. Da der Kosinus die

Ableitung des Sinus ist, folgt dessen strenge Monotonie.

n) Der Arkussinus arcsinx sei die Umkehrfunktion der Einschrénkung des Sinus auf das
Intervall [-7, 7] Zeigen Sie, daf er fiir alle x € [1, 1] erklért ist und berechnen Sie seine

Ableitung im Intervall (—1, 1)!

Losung: Die Sinusfunktion bildet das Intervall [-7, 7] injektiv ab auf [-1, 1]; es gibt so-
mit eine Umkehrfunktion. Wegen der Monotonie werden auch die entsprechenden offenen
Intervalle aufeinander abgebildet, und nach der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunk-
tion ist deren Ableitung im Punkt y =sinx

1 1 1 1

L
arcsin'y = —— = = =
sinx  cosx /1 _gin?x /1-u2'

da cosx im fraglichen Intervall nicht negativ wird.




