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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 23-25. November 2009

a) Zeigen Sie, daB die Funktion f(x) = x° +x + 1 auf ganz R streng monoton wachsend ist!

Lésung: f/(x) = 5x* + 1 > 1 fiir alle x € R, und eine Funktion mit positiver erster
Ableitung ist streng monoton wachsend.

b) Welche Ableitung hat die Umkehrfunktion g von f im Punkt f(2) =357
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Losung: ¢g(35) =2 und ¢'(35) ) 52441 8

c¢) Wo hat g lokale Maxima und Minima?

Lésung: Nirgends, denn ¢’ (y) = kann nirgends verschwinden.
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d) Wo ist f konvex, wo konkav?

Losung: f”(x) = 20x3 ist negativ fiir x < 0 und positiv fiir x > 0; somit ist x konkav auf
(—00,0) und konvex auf (0, co).

e) Ist die Logarithmusfunktion konvex oder konkav auf (0, oco) ?

Losung: Die Ableitung von log x ist 1/x, die Ableitung davon —1/x?, was iiberall negativ
ist. Somit ist die Logarithmusfunktion konkav.

f) Wie sieht es aus mit der Exponentialfunktion?

Losung: Da diese auch gleich ihrer zweiten Ableitung ist und auflerdem nur positive
Werte annimmt, ist sie konvex iiber ganz R.
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9) Was ist XX x4+ —x2tx—1
Loésung: Fiir x = 1 verschwinden sowohl der Zahler als auch der Nenner des Bruchs; nach
der Regel von DE L’HOPITAL ist daher
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h) Zeigen Sie: Fiir alle n € Nist lim x™e ™ =0!
X—00
Lésung: Beweis durch vollstdndige Induktion: Fiir n = 1 ist nach der Regel von DE
L'HOPITAL 1
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denn e* wachst unbeschrankt fiir x — oo.

Ist die Behauptung fiir ein festes n bewiesen, so kénnen wir den Grenzwert fiir n+ 1 nach
DE L’HOPITAL berechnen als
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nach Induktionsannahme. Somit gilt die Behauptung fiir alle n € N.

1) Zeigen Sie: Zu jedem n € N gibt es ein M, € R, so daf e* > x™ fiir alle x > M,,.

Losung: Da lim x™e ™
X—00

x"e * < ¢ = 1 ist fiir alle x > N, also auch x™ < e*. Mit M,, = N gilt also die
Behauptung.

= 0 ist, gibt es insbesondere fiir ¢ = 1 ein N € R, so daf

j) Was ist lim /x logx ?
x\0

Losung: Nach der Regel von DE L'HOPITAL ist

. . logx 1/x o B
lim v/x logx = lim =75 = lim A/ i 2Vx=0.

k) Zeigen Sie: Die n-te Ableitung von x™ ist n!.

Losung: Beweis durch vollstdndige Induktion: Fiir n = 1 ist zu zeigen, dafl die Ableitung
von f(x) = x gleich eins ist; das stimmt offensichtlich.

Wenn wir fiir ein festes n wissen, daf3 die n-te Ableitung von x™ gleich n! ist, kénnen
wir die (n + 1)-te Ableitung von f(x) = x™*' berechnen als die n-te Ableitung von
f'(x) = (n + 1)x™, und das ist nach Induktionsannahme (n+1) -n! = (n+ 1)

1) Berechnen Sie die TAYLOR-Reihe der Funktion f(x) = x> um x = 1!

Losung: f'(x) = 3x?, f’(x) = 6x und f"’(x) = 6; alle hoheren Ableitungen verschwinden
identisch. Somit hat die TAYLOR-Reihe nur vier Summanden:
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f(14+h) =f(1)+ f](,”h+ fz(,”h2+ f 3(,X)h3 =143h+3h2+h3=(1+h)3.

m)Bestimmen Sie die TAYLOR-Reihe von f(x) = e um den Nullpunkt!
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Losung: Fiir alle u € R ist e = E i also ist
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n) Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom fiinften Grades von f(x) = /x um x = 1!

Lésung: Zunachst miissen wir die Ableitungen von f berechnen; dazu arbeiten wir am

besten mit der Darstellung f(x) = x'/?:
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An der Stelle x = 1 sind alle x-Potenzen gleich eins; aulerdem miissen die Ableitungen

noch dividiert werden durch die Fakultdten

MW=1, 20=2, 31=6, 4 =24 und 5!=120,
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f(x) = W (x) =
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