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a)

b)

d)

1)

g)

Zeigen Sie: Eine Funktion f:D — R ist genau dann stetig im Punkt xg € D, wenn
lim f(x) = f(xo) ist.

X—>Xo

Losung: f ist genau dann stetig in xo, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so dafl
If(x) — f(xo)| < € ist fiir alle x € D mit |[x —x¢| < §. Das ist aber genau die Bedingung
aus der Grenzwertdefinition, die sagt, da§ lim f(x) = f(xo) ist.

X—>Xo

Richtig oder falsch: Wenn die stetige Funktion f:R — R beschrankt ist, gibt es Punkte
Xm,Xm € R, so dafl f(x,,) das Infimum und f(xpm ) das Supremum der Funktionswerte ist.

Loésung: Falsch; beispielsweise ist das Infimum der Funktionswerte von

1
flx) = 1+x2

die Null, aber es gibt kein x,, € R mit f(x,) =0.
Die stetige Funktionn f: D — R bilde das abgeschlossene Intervall [a, b] auf sich selbst ab.
Zeigen Sie, daf es mindestens einen Punkt x € [a, b] gibt mit f(x) = x.

Losung: Ist f(a) = a oder f(b) = b, haben wir einen Fixpunkt gefunden. Andernfalls ist
f(a) > a und f(b) < b, die Funktion g(x) = f(x) —x ist also positiv fiir x = a und negativ
fiir x = b. Dazwischen gibt es eine Nullstelle, d.h. einen Punkt x mit f(x) = x.

Zeigen Sie: Jedes Polynom ungeraden Grades hat mindestens eine reelle Nullstelle.

Lésung: Wenn wir das Polynom f ersetzen durch —f, dndert sich nichts an den Nullstellen;
wir konnen uns daher beschranken auf den Fall, dal der Koeffizient des héchsten Terms
positiv ist. Dann wachst f(x) fiir x — oo unbeschrankt; es gibt also insbesondere ein
b € R mit f(b) > 1. Fiir x — —oo geht auch f(x) — —oo, es gibt also auch ein a € R mit
f(a) < —1. Im Intervall zwischen a und b hat f dann mindestens eine Nullstelle.

Geben Sie ein Polynom vom Grad vier an, das keine reelle Nullstellen hat!
Losung: x* +1, (x> +x+1)2+1, ...

Zeigen Sie: Die Gleichung e* = x? hat mindestens eine reelle Losung x mit |x| < 1.

Lésung: Fiir x = Tist e¥X —x? =e—1> 0, fiir x = —1 ist e¥ —x? = % —1<0. Also muf
es dazwischen mindestens eine Nullstelle geben.

Richtig oder falsch: Die Reihe )_ L konvergiert.
i 1T+Hk2

= 1
L('js.ung: Richtig, denn die laut Vorlesung konvergente Reihe Z %3 ist eine konvergente
Majorante. k=1



h) Berechnen Sie den Grenzwert der Reihe

= 12
Zk2—4l
k=3

Loésung:
12 12 3 3

K—4 x+2)x—2) k-2 k+2’

deshalb ist
n n+ 2

kZ3 Zk 2 Zk+2 Z__Zk'
Hier heben sich die mlttleren Summanden Weg, iibrig blelbt

3 3 3 3_““3

Die letzte Summe geht gegen Null fiir n — oo, denn wir kdnnen sie fiir n > 2 beispielsweise
durch 12/(n — 1) nach oben abschédtzen. Somit ist der Grenzwert die Summe der ersten
vier Summanden, also 6%.

— k
1) Konvergiert die Reihe 7 ?
k=1
Loésung: Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Summanden ist
(k+1)/2k+T Ck+1T 1 1
k/2k 2k 20 2k
Die Folge dieser Zahlen konvergiert gegen 1/2, also konvergiert die betrachtete Summe
nach dem Quotientenkriterium.
n
j) Hn= Y 1 seidie n-te Teilsumme der harmonischen Reihe. Zeigen Sie, da8 die Reihe
=1
[e.o]
2 =
= 2n

konvergiert!

Ldsung: Natiirlich ist H,, < n; daher ist Z L (siehe vorige Aufgabe) eine konvergente

Majorante.

o] (_ k

k) Richtig oder falsch: Die Reihe konvergiert.
) g oder f ]; % g

Lésung: Richtig, denn die Folge der Zahlen 1/v/k ist eine momoton fallende Nullfolge,
so dafl wir das LEIBNIZ-Kriterium fiir alternierende Reihen anwenden konnen.



