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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 2-4. November 2009

a) Richtig oder falsch: Die Menge aller streng monoton wachsender Funktionen f:R — R
ist eine Teilmenge der Menge alle stetiger Funktionen f: R — R.
Loésung: Falsch,; beispielsweise ist die Funktion
R—-R
f: « x—1 fallsx <0
x+1 fallsx >0

zwar streng monoton wachsend auf ganz R, ist aber bei x = 0 nicht stetig.

b) Die Folge (xn)nen sei definiert durch
x1=2 und xp=%n_1+3n—-1 firn>2.
Zeigen Sie: x, = %nz + %n!

Lo6sung: Das kann man beispielsweise durch vollstdndige Induktion zeigen: Fiir n =1 ist
3 1
=2=C.124_.1
X1 7 + 7 )

womit der Induktionsanfang gezeigt wére.

Nehmen wir an, dafl die Behauptung bereits fiir ein festes n € N bewiesen sei, so erhalten
wir fiir x,,+1 den Ausdruck

2 2

g §n2+2+3n+2: n“+n+eén+4 _ 3n +7n+4.
1A 2 2 2 2

Im Induktionsschlufl miissen wir zeigen, dafl dies iibereinstimmt mit

3 n+1 3n+6n+3+n+1 3n’4+7n+4

und das ist offensichtlich der Fall. Damit gilt die Formel nach dem Prinzip der vollstandi-
gen Induktion fiir alle n € N.

Xnil =Xn +3(n+1)

Alternativ kénnte man das auch direkt ausrechnen: x, ist die Summe aller Zahlen der
Form 3i—1firi=1,...,n,d.h

n

n 5 B
XnZZ(3i—1):3Zi—n-1zs.w_n:W:%nZ_F%.

i=1 i=1

c) Losen Sie die quadratische Gleichung x? — 6ix +7 = 0!

Losung: x2—6ix+7 = (x—31)%>+9+7 verschwindet genau dann, wenn (x—3i)? = —16, also
x —31 = £4i ist. Die beiden Losungen sind daher x1 = 3i+4i =71 und x; =3i—4i=—i.
d) Stellen Sie die reelle Zahl M moglichst einfach dar!
V5 + V7
Loésung: Erweiterung mit v/5 — /7 fiihrt nach der dritten binomischen Formel auf
5—1/7 5—1/7)? 12 —-24/35
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1)

g)

h)

7)

Was ist (1 —1)2907 ?

Losung: (1 —1)2 =1—-2i—1 = —2i, also ist (1 —1)8 = (-21)* = 2*.i* = 2% Da
2008 = 8 - 251 + 1 ist, folgt
(] _1)2009 _ (] _1)8-251 . (] —'L) :24-251 . (1 —'L) :21004 . (] _1) .

Zeigen Sie: Fiir jede komplexe Zahl z € C ist 22 + Z* reell.

L6sung: Da die komplexe Konjugation mit der Multiplikation vertauschbar ist, kénnen
wir das auch schreiben als z2 +z2. Die Summe der komplexen Zahl z? mit ihrer konjugiert
komplexen ist einfach das Doppelte des Realteils, also insbesondere reell.

(Wer gerne rechnet, findet natiirlich auch schnell heraus, da8 der gesuchte Ausdruck fiir
z = x + iy einfach 2(x? —y?) ist.)

n+2

Ist die Fol n it xp = ——
st die Folge (xn)nen mit x i3

beschrankt? monoton? konvergent?

Losung: Wir schreiben
L _3n+2 J2n+3)-7+2 3 5 1
" 2m+3 2n+3 T2 22m+3°

Damit ist klar, dal die Folge durch 3/2 nach oben beschrankt ist; eine untere Schranke
ist z.B. die Null, denn natiirlich sind alle Folgenglieder positiv. Da die Folge der Zahlen
2n + 3 streng monoton ansteigt, ist die Folge der Kehrwerte 1/(2n + 3) streng monoton
fallend; Multiplikation mit —% macht daraus eine streng monoton steigende Folge, und
die Addition von % andert daran auch nichts mehr. Also ist die Folge streng monoton
wachsend (und wir bekommen x; = 1 als grofite untere Schranke). Da die Folge der
Zahlen 1/(2n + 3) eine Nullfolge ist, folgt sofort aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte,

daf} die Folge der x,, gegen % konvergiert.

3 2
Ist die Folge (Yn)neny mit yn = (—1)" 22 + 3 beschréankt? monoton? konvergent?
Lésung: Fiir gerade n ist yn = xn, fiir ungerade n ist yn, = —xn. Da (Xn)nen eine

beschrankte Folge ist, gilt das gleiche auch fiir (—xn Jnen, also auch fiir (Yn )nen. Wegen
der Monotonie der Folge (x )nen gilt fiir gerade n < m aus N die Ungleichung yn < ym,
fiir ungerade aber y,, > yYm. Damit kann die Folge nicht monoton sein. Sie kann auch
nicht konvergieren, denn offensichtlich konvergiert die Teilfolge der y,, mit geraden Indizes

gegen %, die Teilfolge mit ungeraden Indizes aber gegen —%.

Finden Sie eine konvergente, aber nicht monotone Teilfolge von (yn)nen !

Loésung: Wir kénnen zum Beispiel die Folge (v )nen der Indizes

:{n falls n < 1000
" 2n  falls n > 1000

betrachten. Die Teilfolge (zn )nen mit z,, =y, ist nicht monoton, da die ersten Tausend

Glieder stédndig das Vorzeichen wechseln. Sie konvergiert aber gegen %, denn fiir die Kon-
vergenz sind nur Folgenglieder mit groffem Index relevant, und fiir n > 1000 ndhern sich

die Yy, immer mehr diesem Grenzwert.

Bestimmen Sie, sofern es existiert, das Infimum sowie das Supremum der Menge
A={xeR|x*-5<0}!

Lésung: x> — 5 ist genau dann negativ, wenn |x| < /5 ist. Somit ist —sqrt5 eine untere
und /5 eine obere Schranke von A. Ist M eine andere obere Schranke, so ist M > 0,



k)

)

da z.B. 1 € A, und wire M < +/5, so hitten wir fiir die Zahl x = (M + V/5) die
Ungleichungen 0 < M < x < /5. Damit wire x € A, aber x > M, im Widerspruch zur
Schrankeneigenschaft. Somit ist V5 das Supremum von A. Genauso folgt, dafl —+/5 das
Infimum ist, denn eine untere Schranke mufl negativ sein, und ware M eine groflere untere
Schranke als —v/5, so wire —/5 < %(M —/5) < M, d.h. wir hitten ein Element von A,
das grofler als M ist.

.. .- . R.o 2R .
Driicken Sie die Funktion f: 1 einfacher aus! (R.o = {x e R | x > 0})
X e2 98X def
Lésung: Da die Exponentialfunktion nur positive Werte annimmt, ist f(x) > O fiir alle x €

R. Auflerdem ist
f(x)? = f(x) - f(x) = e7198% . g3 logx _ glogx _

fiir alle x. Somit ist f(x) = /.

Finden Sie fiir die Funktion f(x) = (100x)? fiir x = 0 und ein beliebiges ¢ > 0 ein & > 0,
so daB [f(y) — f(x)| < € ist, falls [y — x| < &!
Lésung: |f(y) — f(x)| = |f(y) — f(0)| = [f(y)| = (100y)? < & genau dann, wenn
Ve
Y= 900
ist. Also kénnen wir § = 1/¢/100 setzen.

m ) Zeigen Sie durch direkte Rechnung: Ist f: D — R eine stetige Funktion, so auch g:D — R

mit g(x) = 3f(x).

Losung: x € D und ¢ > 0 seien vorgegeben. Wir miissen ein § > O finden, so dafl

lg(x) — g(y)| = [3f(x) — 3f(y)| =3 [f(x) — f(y)| < e
ist, falls |x —y| < 6. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f gibt es ein & > 0, so
da88 |f(x) —f(y)| < ¢/3 falls |[x —y| < &. Wie die obige Gleichung zeigt, ist dann auch
lg(x) —gly) <e.

n) Richtig oder falsch: Die Funktion f: R — R mit f(x) = e® ist stetig

p)

Loésung: Richtig, denn wie aus der Vorlesung bekannt, ist die Exponentialfunktion stetig
auf ganz R, und setzt man eine stetige Funktion in eine andere sein, so ist auch diese
Hintereinanderausfithrung stetig.

x—1 fallsx <0

x+1 fallsx >0 ist stetig.

Richtig oder falsch: Die Funktion f:R — R mit f(x) = {
Losung: Sie ist offensichtlich stetig an allen Punkten x < 0, denn dort stimmt sie auch
ein einer gewissen Umgebung iiberein mit der stetigen Funktion x — x — 1; entsprechend
ist sie stetig in allen Punkten x > 0, denn dort stimmt sie iiberein mit x — x 4 1. Bleibt
der Nullpunkt, wo sie offensichtlich einen Sprung macht. Dort ist sie nicht stetig, denn
betrachten wir die Folge (1/M)nen, so ist f(1/n) = 1/n+1 fiir alle n, und die Folge dieser
Funktionswerte konvergiert gegen eins. Die Folge (1/n)ncn konvergiert aber gegen Null,
und f(0) = —1. Somit kann f dort nicht stetig sein.

(Man kann das natiirlich auch mit der ¢-3-Definition untersuchen; siehe dazu die Lésung
der folgenden Aufgabe.)

Richtig oder falsch: Die Funktion f:R — R mit f(x) =
stetig.

2(x+1) falls -1 <x< 1 ist

{x—H falls x < —1
3x+1 falls x > 1



q)

t)

Lésung: Fiir x # +1 ist das sicherlich richtig, denn in der Umgebung eines solchen
Punkts stimmt die Funktion mit einer linearen Funktion iiberein, und wir wissen aus der
Vorlesung, dafl sogar alle Polynomfunktionen stetig auf ganz R sind. An der Stelle x = —1
ist f(x) = x4+ 1 = 0, wir miissen also zeigen, dafl es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so
dafl |[f(y)| < eist fir [y—(—1)| =|y+ 1] < 6. Firy < —1ist f(y) =y + 1; hier ist die
Bedingung also erfiillt mit 6 = ¢. Im Falle y > —1 reicht es, wenn wir Werte mit y < 1
betrachten: Wenn wir stets fordern, dafi 6 < 2 sein soll, ist dies automatisch erfiillt. Dann
ist f(y) = 2(y + 1), das hat einen Betrag kleiner ¢ genau dann, wenn |y + 1| < ¢/2 ist.
Mit & = min(e/2,2) ist also die Stetigkeitsbedingung in allen Féllen erfiillt.

Am Punkt x = 1 kénnen wir genauso vorgehen: Ist y > 1, so ist f(y) = 3y + 1 und
If(x) —f(y)| = 4—By+1)| =3y —3; ist [y—x| = |y—1| < /3, ist dies kleiner als «.
Firy < 1, aber y > —1, was wir wieder durch § < 2 erzwingen kdnnen, ist |f(x) — f(y)| =
|4 —2(y + 1)| = 2 — 2y; das ist kleiner als ¢, wenn |y — 1| < /2 ist. Fiir § = min(e/3,2)
ist also auch hier die Stetigkeitsbedingung erfiillt, und damit ist f stetig auf ganz R.

Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum der Funktion f(x) = x% 4+ 2x + 3 auf dem
Intervall [-10, 10]!

Losung: f(x) = x? +2x + 3 = (x + 1)? 4 2 kann offensichtlich keine kleineren Werte
als zwei annehmen; wegen f(—1) = 2 wird dieser Wert angenommen und ist somit das
Minimum. Da der Graph von f eine Parabel ist, wachst die Funktion monoton, wenn
man sich vom Punkt x = —1 entfernt; das Maximum wird daher an einem der beiden
Intervallrinder angenommen. Da f(—10) = 9% + 2 und f(10) = 112 + 2, ist das Maximum
somit 112 4 2 = 123.

31
Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (xn )neny mit x,, = exp <23 T ) !
Loésung: Die Folge der Terme
n—-1 m3+1)-2 2
n+1 nd4+1 0 n3+4]

konvergiert gegen eins; wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion konvergiert die Folge
der x,, daher gegen e' =e.

Richtig oder falsch: Die Folge (xn)nen mit x,, = log(n + 1) —logn ist eine Nullfolge.

Losung: Richtig, denn
n+1 1
n=1 1)—1 =1 — ] =1 1+ —
X og(n+1)—logn og< o ) og( +n>

und die Folge der Terme 1+ % konvergiert gegen eins. Wegen der Stetigkeit der Logarith-
musfunktion konvergiert daher die Folge der Logarithmen gegen log1 = 0.

Zeigen Sie: Es gibt eine reelle Zahl x € [—1, 1] mit der Eigenschaft e* = x?

Losung: Wir betrachten die Funktion f(x) = €* — x?. Am linken Intervallende f(—1) =
e ' —1 < 0, am rechten ist f(x) = e —1 > 0, da e > 1 ist. Wegen der Stetigkeit der
von f (Summe der Exponentialfunktion und eines Polynoms) gibt es ein x € [—1, 1] mit

f(x) = 0, und dafiir gilt die Gleichung e* = x.



