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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 26-28. Oktober 2009

a) Am ersten Januar 2010 werden 1000 Euro angelegt zu einem Zinssatz von 2%. Welches
Kapital ist am Jahresende vorhanden, wenn nur einmal jahrlich, einmal monatlich bzw.
kontinuierlich verzinst wird?

L6sung: Bei einmal jahrlicher Verzinsung kommen 2% dazu, am Jahresende sind also
1020 Euro vorhanden. Bei monatlicher Verzinsung wird das Kapital mit (1+0.02/12)'? ~
1,020184360 multipliziert und damit zu 1020 Euro und 18 Cent. Bei kontinuierlicher Ver-
zinsung ist der Multiplikator e°-%2 ~ 1,020201340, am Jahresende gibt es also 1020 Euto
und 20 Cent.

b) Konvergieren die Folgen (e™)nen und (€™ ™ )nen? Wenn ja, wohin?

Losung: Da e > 1 ist, divergiert die Folge der Zahlen e™ bestimmt gegen co. Dae ™ =
1/e™ ist, folgt daraus, daf die Folge der e ™ eine Nullfolge ist.

c¢) Der bindre Logarithmus y = lbx einer positiven reellen Zahl x ist jene reelle Zahl, fiir die
2Y = x ist. Er spielt in der Informationstheorie eine grofie Rolle. Zeigen Sie: Die Anzahl
der Bits (= binary digits) zur Darstellung einer natiirlichen Zahl n im Zweiersystem ist
die kleinste natiirliche Zahl r, die gréfer ist als lbn.

Losung: Ist 1 € N so gewdhlt, dal r— 1 < lbn = ll%g—g < 1, s0ist auch (r—1)log2 <
logn < rlog2. Nach unseren Rechenregeln fiir die ngponentialfunktion ist dann auch
e(r—1)log2  elogn < erlog2 dh 27T < n < 27, Diese beiden Ungleichungen werden
genau von den natiirlichen Zahlen n erfiillt, die r Bin&rziffern haben.

d) a,b > 1 seien zwei reelle Zahlen. Zeigen Sie: Es gibt eine reelle Zahl c, so dafl
logy, x = clog, x
fiir alle x > 0!

Losung: Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, ist fiir eine positive reelle Zahl x
logx logx

log, x = oga und log,x = logh ’

also ist log, x = i%g—g log, x.
e) Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips der vollstdndigen Induktion, da8 fiir jede ganze Zahl n
und jede positive reelle Zahl x gilt: log(x™) = nlogx.

Losung: Fiir n = 1 ist natiirlich logx' = 1-logn. Angenommen, die Behauptung ist
bereits bewiesen fiir eine feste natiirliche Zahl n. Dann ist

n+1

log x =log(x™ - x) =logx™ + logx .

Nach Induktionsannahme ist log x™ = nlogx, also

n+1

log x =nlogx+logx=(n+1)logx,

wie im Induktionsschlufl zu zeigen ist. Somit ist nach dem Prinzip der vollstdndigen
Induktion logx™ = nlogx fiir alle n € N. Zu zeigen war das aber fiir alle n € Z.
Fir n = 0 ist logx® = log1 = 0. Fiir negative ganze Zahlen —m mit n € N ist
x " -x™ =1, also logx™™ + logx™ = log 1 = 0. Wie bereits gezeigt, ist logx™ = nlogx,

also logx™™ = —n log x, wie behauptet.
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Zeigen Sie: Fiir jede reelle Zahl x > 1 ist logx <x —1!

Loésung: Nach einer der beiden definierenden Eigenschaften der Exponentialfunktion ist
eY > 14y fiir alle y € R. Damit ist auch e~ ! > x fiir alle x € R: Man setze einfach
y = x— 1. Wenn die in der Aufgabe aufgestellte Behauptung falsch waire, kénnten wir aus
der Ungleichung logx > x — 1 folgern, da8 x = e!°8* > ¢*~! wire, im Widerspruch zur
gerade gezeigten Ungleichung. Somit ist die Behauptung richtig.

Zeigen Sie: Der Durchschnitt zweier offener Teilmengen eines metrischen Raums ist selbst
offen.

Losung: D und D, seien die beiden offenen Teilmengen des metrischen Raums X, d sei
die Metrik und x € D7 N D3 sei ein Punkt aus dem Durchschnitt. Da Dy offen ist, gibt
es ein €1 > 0, so daB alle y € X mit d(x,y) < €1 in Dy liegen; entsprechend gibt es ein
€2 > 0, so dafl alle y € X mit d(x,y) < &7 in Dy liegen. Ist d(x,y) < ¢ = min(eq,€2),
liegt y daher sowohl in Dy als auch in D;, also im Durchschnitt Dy N D;. Dies zeigt, dal
D1 N D3 eine offene Menge ist.

Richtig oder falsch: R ist eine offene Teilmenge von C.

Losung: Falsch; beispielsweise ist 0 € R, aber unter den z € C mit d(0,z) = |z| < ¢ ist
fiir jedes ¢ > 0 auch die komplexe Zahl ie/2, die nicht in R liegt. Somit kann R in C nicht
offen sein.

Richtig oder falsch: D = {Z eC ‘ |z| < 1} ist eine offene Teilmenge von C.

Losung: Richtig, denn ist z € D, so ist |z| < 1, es gibt also ein € > 0, so da8 |z] =1 —¢
ist. Fiir eine komplexe Zahl w mit |z —W| < ¢ ist dann nach der Dreiecksungleichung

W =lz+w—2)|< |zl +]z—w|<T—e+e=1,

also liegt auch w in der Menge D.

Richtig oder falsch: D = {Z eC ‘ |z| < 1} ist eine offene Teilmenge von C.

Loésung: Falsch, beispielsweise liegt die Eins in D. Gabe es aber eine reelle Zahl ¢ > 0,
so dafl alle w € C mit |z— w| < € in D l4gen, so miifite insbesondere 1+ ¢/2 dort liegen,
was nicht der Fall ist.

Die Gauss-Klammer [x] einer reellen Zahl x bezeichnet die gréfite ganze Zahl z < x. An
welchen Stellen x € R ist die Funktion f(x) = [x] stetig, an welchen nicht?

Losung: Ist x eine ganze Zahl, so ist f(x) = [x] = x. Fiir eine reelle Zahly mit x—1 <y < x
ist f(y) =x—1, fiir y mit x <y < x+ 1 aber ist f(y) = x. Damit kann die Funktion an
diesen Stellen nicht stetig sein: Sonst miifite es beispielsweise fiir ¢ = % ein > 0 geben, so
daB |f(x) — f(y)| < % wére fiir alle y mit |[x —y| < 8. Ist aber 1 irgendeine positive reelle
Zahl, die echt kleiner als § ist, so erfiillt y = x —n zwar sicherlich die letztere Ungleichung,
aber f(y) < x — 1 hat gréfleren Abstand von f(x) = x als % Also ist f fiir jedes x € Z
unstetig. Ist x # Z und 6 = min(x— [x], [x] + 1—x) der Abstand zur nichsten ganzen Zahl,
so ist f(y) = f(x) fiir alle y € R mit |y — x| < §, fiir jedes ¢ > 0 ist also mit diesem 6 die
Forderung aus der Definition der Stetigkeit erfiillt.



) Zeigen Sie: Die Funktion
{{XGR‘X>O}—)R

X /X
ist stetig!
Losung: Fiir x,y > 0 ist nach der dritten binomischen Formel
. XI - XI
(VI — VX (VI +VX) =y —x, alsoist |/ — x| =
Setzen wir daher fiir vorgegebenes x > Ounde>086=c¢- \/_ so ist

— x| Iy —XI

V- VEl = < MR <R

m)Zeigen Sie: Konvergiert die Folge (xn)nen positiver reeller Zahlen x,, gegen x € R, so
konvergiert die Folge (« /xn) nen 8egen Vx!

Losung: Dies folgt sofort aus der in der vorigen Aufgabe bewiesenen Stetigkeit der Wur-
zelfunktion und dem entsprechenden Satz aus der Vorlesung.

n) Richtig oder falsch: Ist fiir die Funktion f: R — R die Funktion g: R — R mit g(x) = |f(x)|
stetig, so auch f.

Loésung: Falsch: Definieren wir etwa

41 firxeQ
fm_{—] fiir x E R~ Q °

so ist f in jedem Punkt unstetig, aber g(x) = |f(x)| = 1 ist eine konstante Funktion und
somit iiberall stetig.



