WoLrFcaNG K. SEILER A5, ZiMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 19-21. Oktober 2009

a) Welche der folgenden Teilmenge von R sind nach oben, welche nach unten beschrankt?

b)

c)

Bestimmen Sie, sofern es existiert, auch Infimum und Supremum der Menge!

A =1{2,3,5,7,11,13,17,19}, B:{l—Tll|neN}, C:{1—Tll|neZ\{O}},
D={xeQ|x*<5}, E={xeQ|x*>5}, F=(0,1)U(2,3)U(4,5), G=N,

Losung: Die endliche Menge A ist natiirlich sowohl nach oben als auch nach unten be-
schrénkt; ihr kleinstes Element 2 ist gleichzeitig Infimum, ihr grétes Element 19 Supre-
mum.

Da 0 < 1/n <1 fiir alle n € N, liegen alle Elemente von B zwischen null und eins. Fiir
n = 1 erhalten wir die Null; damit kann es keine grofiere untere Schranke geben, und die
Null ist das Infimum. Auch die obere Schranke 1 ist optimal, denn zwar gibt es keinn € N,
sodaBB 1 — 1/n = 1 wire, aber jede obere Schranke M muf} grofler oder gleich eins sein,
denn fiir jede reelle Zahl M < 1ist 1—M > 0, es gibt also eine natiirliche Zahl M, so daf3
1—M>1/nist,dh. 1 —1/n > M. Somit ist die Eins das Supremum von B.

Bei C kommen zu den Elementen von B noch die Zahlen 1 + 1/n mit n € N dazu; die
grofite unter diesen ist 2 = 1+ % das grofite. Da alle Elemente von B kleiner eins sind,
ist die Zwei somit eine obere Schranke und gleichzeitig das Supremum von C. Die Zahlen
1+ 1/n sind allesamt gréfler als eins; Infimum und insbesondere untere Schranke ist daher
das Infimum von B, also die Null.

Fiir eine reelle Zahl x ist x2 < /5 genau dann, wenn —v/5 < x < +/5 ist. Das gilt
insbesondere auch fiir rationale Zahlen; also sind ++/5 obere und untere Schranken von D.
Da wir D als Teilmenge von R betrachten, sind das auch Infimum und Supremum.

Die Relation x? > /5 gilt genau dann, wenn x < —v/5 oder x > /5 ist. Da es sowohl
beliebig kleine als auch beliebig grofie rationale Zahlen gibt, die eine dieser Ungleichungen
erfiillen, ist E weder nach oben noch nach unten beschrankt; insbesondere existieren weder
Infimum noch Supremum.

F dagegen ist beschrankt: Alle Elemente x € F erfiillen die Ungleichung 0 < x < 5. Die
Schranken 0 und 5 sind auch Infimum und Supremum, denn natiirlich gibt es zu jedem
M > 0 ein Element aus (0, 1), das kleiner ist, z.B. x = M /(M + 1). Entsprechend gibt es
fiir jedes M < 5 ein Element aus (4, 5), das grofier ist.

G = Ny hat natiirlich die Null als untere Grenze und damit, da 0 € Ny auch als Infimum.
Obere Schranken gibt es nicht, denn fiir jede reelle Zahl M gibt es eine natiirliche Zahl
n> M.

Die quadratischen Gleichung x? + px + q = 0 mit p,q € R habe zwei reelle Losungen.
Zeigen Sie: Diese Losungen sind das Infimum und das Supremum der Menge

A={xeR|x*+px+q<0}!
Losung: Sind a < b die beiden Nullstellen, so ist x> + px + q = (x — a)(x — b); das ist
negativ fiir a < x < b. Die angegebene Menge ist also gerade das offene Intervall (a, b),

und dessen Infimum und Supremum sind natiirlich a und b.

Sind sie auch Infimum und Supremum der Menge B ={x € R | x> + px +q > 0}?



d)

1)

Losung: Schreiben wir wieder x* +px 4+ q = (x — a)(x — b), sehen wir, daB dies positiv
ist fiir x < a und fiir x > b. Die Menge aller reeller Zahlen, die kleiner als a oder grofier
als b sind, ist weder nach oben noch nach unten beschrankt; es gibt also weder Infilumum
noch Supremum.

Was passiert, wenn die Gleichung nur eine reelle Losung hat?

Losung: Bezeichnet ¢ die Nullstelle, ist x? + pq + q = (x — ¢)? > 0 fiir alle x. Somit ist
xeR|x*+px+q<0=0 und {xeR|x*+px+q>0}=R.

Beide Mengen haben weder Infimum noch Supremum und haben im iibrigen auch nichts
mit ¢ zu tun.

Richtig oder falsch: Konvergiert die reelle Folge (xn)nen gegen x € R, so konvergiert
auch jede ihrer Teilfolgen gegen x.

Losung: Richtig, denn fiir die Teilfolge (Yn)nen mit yn = xy,, ist v, > n fiir alle n,
da v, als natiirliche Zahl mindestens eins sein mufl und die Folge der v,, streng monoton
wachst. Fiir ¢ > 0 gibt es ein ng, so dal [x — xn| < € ist fiir alle n > ny; fiir n > ng ist
auch v,, > n > no, also ist auch |y, — x| =[xy, — x| < €.

Richtig oder falsch: Die reelle Folge (xn)nen ist genau dann konvergent, wenn die drei
Teilfolgen (Un)neN, (Vn)neny und (Wn)neny mit Un = Xon, Vn = X2n41 und W, = X3n
konvergent sind.

Losung: Wie wir gerade gesehen haben, miissen auch alle Teilfolgen einer konvergenten
Folge konvergieren; wenn (x,, )necn konvergiert, konvergieren also auch die drei Teilfolgen.
Problematischer ist die Umkehrung:

Wenn wir nur wiiiten, daf} die Folgen der u,, und der v,, konvergieren, konnten wir nicht
ausschlieflen, dafl beide gegen verschiedene Grenzwerte konvergieren und (X, )nen somit
unbestimmt divergiert; schlielich haben die beiden Teilfolgen nichts miteinander zu tun.
Bei der dritten Folge allerdings sind die Indizes die Dreierzahlen, und die sind abwechselnd
gerade und ungerade. Das sollte einen Zusammenhang zwischen den drei Folgen herstellen.
Seien u, v, w die Grenwerte der drei Folgen. Dann gibt es fiir jedes € > 0 natiirliche Zahlen
ni,ny und n3, so daf

lu—un| <e/2 firallen >ny,
|[v—vn|<e/2 fiirallen>n; und
|[w—wn| <e/2 fiirallen >nj.

Fiir ng = max(2n;,2n;,3n3) ist daher

|[u—xn| <¢e/2 fir alle geraden n > ng,
|[v—xn| < €/2 fiir alle ungeraden n > ny und
W —xn| < e/2 fiir alle durch drei teilbaren n > ny .

Fiir eine durch sechs teilbare natiirliche Zahl n > n, ist somit
e ¢
lu—w| < |[u—xn|+ [xn —W| < 5t 5=¢,

und fiir eine ungerade Dreierzahl n > no haben wir die Abschétzung

e €
|v—w|§|v—xn|+|xn—w|<§+§:s.

Da wir diese Abschitzungen fiir jedes ¢ > 0 beweisen kénnen, mufl u = w und v = w
sein, also u = v = w. Bezeichnen wir diesen gemeinsamen Wert als x, so ist |[x —xn| < €
fiir jedes n > ng, denn n mufl entweder gerade oder ungerade sein (und ist eventuell
zusatzlich auch noch durch drei teilbar).



g)

h)

7)

)

D)

m)Die Folge (xn)nen sei rekursiv definiert durch x; = % und X, =Xn_1 +

Richtig oder falsch: Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Loésung: Richtig: Die minimalistische Losung bestiinde darin zu sagen, dafl wir aus der
Vorlesung wissen, daf jede konvergente Folge eine CAUCHY-Folge ist und beim Beweis des
CaucHyschen Konvergenzkriteriums gezeigt haben, dafl jede CAucHY-Folge beschrankt
ist.

Ein direkter Beweis ist allerdings auch nicht viel aufwendiger: Konvergiert die Folge
(Xxn)nen gegen x, so gibt es insbesondere fiir ¢ = 1 ein ng € N, so dafl [x —xn| < 1
fiir alle n > ng. Fir n > ng ist daher

Xn| =[x+ (xn —%)| < x|+ [x —xn| < x| + 1.

Bezeichnet M das Maximum der ng Zahlen |x1], ..., |Xn,—1| und |x|+1, ist daher |x,| <M
fiir allen € N.

Finden Sie in der Folge (Xn )ney mit xn = (—2)™ + (—1)™*'/2n eine monoton wachsende
und eine monoton fallende Teilfolge!

Lésung: Der erste Term (—2)™ ist positiv und monoton wachsend, wenn wir uns auf
gerade n beschranken, aber negativ und monoton fallend, wenn wir uns auf ungerade n
beschranken. Der zweite Term ist negativ und monoton wachsend fiir gerade n, aber
positiv und monoton fallend fiir ungerade n. Damit ist die Teilfolge der geraden Terme
monoton wachsend, die der ungeraden monoton fallend.

Finden Sie in der Folge (xn)neny mit xn = (—2)™ + (—1)™/2n eine monoton wachsende
und eine monoton fallende Teilfolge!

Losung: Wenn wir uns wieder zunéchst auf die geraden Indizes beschrénken, ist nun der
erste Term monoton wachsend und positiv, der zweite positiv und monoton fallend. Da
die Folge der (—2)?™ = 4™ aber eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen
ist, wéhrend der zweite Term stets einen Betrag von hochstens 1/2 hat, bleibt die Folge
trotzdem monoton wachsend. Aus dem gleichen Grund bleibt die Folge der ungeraden
Terme monoton fallend.

Richtig oder falsch: Jede nach oben beschrénkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente
Teilfolge.

Lésung: Falsch, die Folge (xn)nen mit x,, = —n ist offensichtlich nach oben beschrénkt,
hat aber keine konvergente Teilfolge.

Richtig oder falsch: Ist (x)nen eine CAUCHY-Folge, so auch (|an)n N’

Lésung: Richtig, denn ist |x,, — x| < ¢ fiir alle n, m > ny, so ist auch ||xn| — |xm|| < €
Wenn wir in der verschédrften Dreiecksungleichung

Ix—yl—ly—zl <x—z| < [x—yl+ [y —2|

X =Xn,Y = 0 und z = xy,, setzen, erhalten wir die Ungleichung ||xn| — |xm|| < [Xn — Xm|.

Richtig oder falsch: Ist (|X“|)n cn €ine CAUCHY-Folge, so auch (Xn)nen-

Losung: Das ist natiirlich falsch: Beispielsweise ist die Folge (Xn)neny mit x, = (—1)™
sicherlich keine CAUCHY-Folge (sonst ware sie schlielich konvergent), aber die Folge der
Betrage ist die konstante Folge aus lauter Einsen, und die ist natiirlich eine CAUCHY-
Folge.

i . Zeigen
Sie: Das ist eine CAUCHY-Folge! n( )



n) Die Folge (xn)nen sei rekursiv definiert durch x; = 5 und xn =% 1 +

Lésung: Wir miissen zeigen, dafl es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt, so dal [xn —xm| < €
fiir alle n,m > ng. Fiir n > m ist

L LA L I
wexm= ) s 2 <€_1+1>: DI M

i=m+1 i=m+1 i=m-+1 i=m+1
L I 1 1 1
= E T — E T = - < .
) i i m+1 n+1 m+ 1
i=m+1 i=m+2

Ist ng groBer als 1/¢, ist dies fiir alle n, m > ny kleiner als ¢.

n

+1)

! . Zeigen

Sie: Das ist eine CAUCHY-Folge!

Losung: Wieder miissen wir zeigen, dafl es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt, so daf
|Xn — xm| < € fiir alle n, m > ng. Fiir n > m ist

e 3O

Mo i(i+1)

aber wenn wir das wie oben auflésen, erhalten wir nichts niitzliches. Nach der Dreiecks-
ungleichung ist aber

n (_1] n 1
_ < —
pn—xml < D |- 2 G
i=m-+1 i=m+1

und wie wir oben nachgerechnet haben, wird das kleiner ¢, sobald n, m iiber einer Schranke
no > 1/¢ liegen.

Zeigen Sie: Zu jeder irrationalen Zahl x € (0, 1) gibt es eine streng mononoton wachsende
Folge (vn)nen natiirlicher Zahlen, so dafl x Grenzwert der rekursiv durch x; =27V und
Xn = Xn_1 + 2 V" definierten Folge ist!

Lésung: Fiir jedes x > 0 gibt es eine kleinste natiirliche Zahl v¢, so dafl x > 27" ist.
Diese nehmen wir, setzen x; = 27" und y; = x — x1. Da vy kleinstméglich gewahlt
wurde, ist y; < 27V'; sonst ware schlieBlich x > 2~V +2V1 = 2-(1—1 AyBerdem ist
y1 > 0, da x sonst rational ware.

Zur rekursiven Konstruktion der weiteren v,, nehmen wir an, v, sei bereits konstruiert
und damit auch reelle Zahlen x,, = 27V und y,, mit x = x, + yn und 0 < y,, < 27 Vr.
Dann sei v, 1 die kleineste natiirliche Zahl mit x > 27Vn+1, Wir setzen xny1 = Xn +
27Vn+1; wie oben folgt, daB yn+1 = x — X, positiv und kleiner als 2~ V~+' ist. Die Folge
der x,, konvergiert gegen x, da yn = x —x,, stets kleiner ist als 27V~ und die Folge der v,,
monoton wachst.



