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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 12-14. Oktober 2009

a) Zeigen Sie, daf in jedem metrischen Raum die folgende Vierecksungleichung gilt: Fiir
vier Elemente x,y,z,w € X ist stets: |d(x,y) — d(z,w)| < d(x,z) + d(y,w)

Loésung: Y-

—Z

X W

Nach der verschérften Dreiecksungleichung ist
|d(x,y)—d(y,Z)| S d(X,Z) und |d(y,z)—d(z,w)| S d(va)

Wie wir bereits wissen, ist der Betrag einer Summe kleiner oder gleich der Summe der
Betrage; daher ist

|d(X,y) - d(Z,W)|
wie behauptet.

b) Was besagt diese Ungleichung fiir die Standardmetrik auf R ?

Lésung: Fiir vier reelle Zahlen x,y,z,wist |[[x —y| —[z—w|| < [x —z| + [y —w] .
c) Die Folge (xn,Yn)nen sei ausgehend von (xo,yo) = (0, 1) rekursiv definiert durch
V2 V2 )
(Xn,Yn) = <7(Xn—1 —Yn-1), T(Xn—l +Yn—1) fir allen € N.

Berechnen Sie die ersten Folgenglieder, stellen Sie eine Vermutung iiber Konvergenz oder
Nichtkonvergenz der Folge auf und beweisen Sie diese!

Losung:
v = (Lo, L) = (-2, 2
b2 v2) = (? (‘g - ?) ) ? (—g + %)) = (-1,0)

Ersetzt man in der Rekursionsformel fiir die Folge x,,_1 und y,_1 durch ihre negativen
Werte, so dndert sich auch das Vorzeichen von x,, und y,; daher ist

(XS)y5) = (—Xh—U]) = <§) _§) ’ (X6>y6) = (_XZ)_yZ) = (],O)



V2 v2

(x7,Y7) = (—x3,—Yy3) = < 7 2 ) , (x8,Ys) = (—x4,—y4) = (0,1) = (x0,Yo) -

Ab hier wiederholt sich dann alles; die Folge ist periodisch mit Periode acht, d.h. fiir alle n
ist (Xn+8>yn+8) = (Xn’yn)-

(XO)UO) = (XS)yS) = (X16yy16) = ...

(x1,Y1) = (x9,y9) = - -~ (x7,97) = (x15,Y15) = - - -

(x2,Y2) = (x10,Y10) = - (x6,Us) = (X14,Y14) =+ -+

(x3,Y3) = (x11,Y11) = -+~ (x5,Ys5) = (x13,Y13) =" -

(x4,Y4) = (x12,Y12) = -~

Das spricht sehr gegen Konvergenz; wir vermuten also, dafl die Folge unbestimmt diver-
giert. Diese Vermutung 1&8t sich leicht beweisen: Wiirde die Folge nédmlich gegen einen
Punkt (x,y) konvergieren, so gidbe es insbesondere fiir ¢ = % ein ng € N, so daf} fiir alle
n > ng der Abstand zwischen (xn,yn) und (x,y) kleiner wére als ¢. Unter diesen Punkten
kommen sowohl welche vor mit (xn,yn) = (1,0), als auch welche mit (x,,yn) = (—1,0).
Damit ware nach der Dreiecksungleichung

1

2=a((1,0), (-1,0)) < d((1,0), (x,v) +d((x,v), (1,0) <3 +3 =1,

was absurd ist. Also ist die Folge nicht konvergent.

d) (Xn)nen, (Un)nen und (zn)nen seien drei Folgen reeller Zahlen derart, da8 fiir alle n € N

gilt xn < yn < z,. Zeigen Sie: Falls die Folgen (xn)nen und (zn)nen beide konvergent
sind und denselben Grenzwert x haben, so ist auch (yn)nen eine konvergente Folge mit
Grenzwert x !

Lésung: Wir miissen zeigen, dafl es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N gibt, so daf |[x —yn| < ¢
fiir alle n > ny. Dies 1a8t sich auch umschreiben in die Ungleichungskette

X—e<Yn <X+ E€.

Da die Folgen (xn)nen und (zn)nen beide gegen x konvergieren, gibt es fiir jedes ¢ > 0
ein n; € N, so dal |[x —xn| < ¢ fiir alle n > n; sowie ein ny; € N, so da8 [x —z,| < ¢
fiir alle n > n,. Fiir n > ny = max(nj,n,) gelten beide Ungleichungen; wenn wir sie wie
oben umschreiben, haben wir also die Ungleichungskette

X—e<Xn <Yn<zp<x+e¢ fiirallen>ng.

Damit ist gezeigt, dafl auch die Folge (yn)nen gegen x konvergiert.

Gilt auch die folgende Verallgemeinerung: (Xn )nen, (Un )nen und (2, )nen seien drei Folgen
reeller Zahlen derart, dafl fiir alle n € N gilt x,, < yn < z,. Auflerdem seien die Folgen
(xn)nen und (zn)nen beide konvergent. Dann ist auch (yn)nen eine konvergente Folge
und

lim x, < lim yn, < lim z,.

n—o00 n—o00 n—oo
Lésung: Wenn die beiden Folgen (xy, )nen und (zn )nen verschiedene Grenzwerte haben,
spricht offenbar nichts dagegen, dafl sich die Folge (Yn)nen im Bereich zwischen diesen
Grenzwerten hin- und herbewegt ohne gegen einen Punkt zu bieten; die Behauptung sollte



1)

g)

also falsch sein. Dies k6nnen wir am einfachsten dadurch zeigen, dafl wir ein Gegenbeispiel
konstruieren: Sei etwa

xn=1-1, 2 fiir gerade n und Z“:2+T_L'

1 { 1 fiir ungerade n 1
n Yn =

Offensichtlich ist x.yn < z,, fiir alle n € N, die Folge der x,, konvergiert gegen eins und
die der y.,, gegen zwei, aber die Folge (Yn )nen ist unbestimmt divergent.

Entscheiden Sie fiir jede der hier definierten reellen Zahlenfolgen (X )nen, (Un)nen und so
weiter, ob sie konvergent, bestimmt divergent oder unbestimmt divergent ist! Was kénnen
Sie im konvergenten Fall iiber den Grenzwert sagen?

B - n—1 ~3(n+2) B n B n
Xn =V, Un—n+]) Zn—(n+1)2» un =1+ (1" va=(=1)"(2n+1)

Lésung: Die Folge mit x,, = y/n wachst offensichtlich unbegrenzt und divergiert daher
bestimmt gegen co. Um das exakt zu beweisen, wéahlen wir eine reelle Zahl M und miissen
zeigen, dafl es dazu ein ng € N gibt, so da /n > M ist fiir alle n > ng. Definieren wir
Ny als die kleinste natiirliche Zahl gréfier M?, gilt diese Ungleichung fiir alle n > .

Yn kénnen wir umschreiben als

- n+l n+1)-2 2

Tn-1  n+l 0 ntl1

Da die Folge der Zahlen 1/n eine Nullfolge ist, gilt dasselbe auch fiir die um eins verscho-
bene Folge mit Gliedern 1/(n+1) sowie deren Doppeltes (2/(n+1 ))n ¢ Subtrahieren wir
diese Folge von der konstanten Folge aus lauter Einsen, erhalten wir die Folge (Yn)nen,

die somit gegen eins konvergiert.
Auch bei der Folge (zn)nen wird die Situation klarer durch Umschreiben:
3n+2) 3n+1)+3 3 3
A2 mi1Z  ndl T mt2
Die Folge ist also die Summe zweier Nullfolgen und damit selbst eine Nullfolge.
= ey < {§ e
namlich gegen x € R konvergieren, gébe es zu ¢ = % ein ng € N, so daf8 [x — u,| fiir alle

n > ng kleiner ware als ¢. Unter den n > n gibt es aber sowohl gerade als auch ungerade,
also ware

Yn

definiert keine konvergente Folge: Wiirde sie

1 1 1 1 3 5
|x|<§ d.h.—z<x<§ und |x—2|<§ d.h. 7 <x<5.

Diese beiden Ungleichungen kann aber keine reelle Zahl gleichzeitig erfiillen. Somit ist die
Folge nicht konvergent, und da sie nur die Werte 0 und 2 annimmt, kann sie auch nicht
bestimmt divergent sein. Also ist sie unbestimmt divergent.

Auch die Folge (vn)nen ist unbestimmt divergent: Sie kann nicht gegen ein x € R kon-
vergieren, weil sonst z.B. ein ng geben miifite, so dal im offenen Intervall (x — 1,x + 1)
alle Zahlen der Form (—1)™(2n + 1) mit n > n( liegen miifiten, und sie ist auch nicht
bestimmt divergent gegen oo oder —oo, da es auch nur fiir beliebig grofie Indizes sowohl
positive als auch negative Folgenglieder gibt.

Welche der hier definierten komplexen Zahlenfolgen ist konvergent, und wohin konvergiert
sie gegebenenfalls?

1=t (1Y C1ain o (31Y

Loésung: x,, ist aus zwei Termen zusammengesetzt, die wir am besten zunichst getrennt
betrachten. Der erste Summand (1 —1i)/n definiert offensichtlich eine Nullfolge, denn das




h)

ist ja einfach unser Standardbeispiel 1/n multipliziert mit der Konstanten 1 —i. Fiir den
zweiten Term berechnen wir zundchst den Betrag der Basis:

1_\/1 1_\/1_\ﬁ]
Vi T T Vi V2T

1+i
Somit ist die Folge der Potenzen von 1/(1+1) eine Nullfolge, (xn)nen ist also eine Summe
zweier Nullfolgen und damit selbst eine Nullfolge.

Da i™ abwechselnd die Werte i,—1,—1 und 1 annimmt, ist auch die Folge (Yn)nen peri-
odisch mit Periode vier; sie nimmt nacheinander jeweils die Werte 1 +1,0,1 — 1 und 2
an. Daf} sie unbestimmt divergent ist, folgt genauso wie im Falle der Folge (U, )nen der
vorigen Aufgabe.

Die Folge (zn)nen schliefllich ist eine Folge von Potenzen einer festen Zahl; wir miissen

also deren Betrag berechnen:
3—1i 341 9+1
\/2+1 2-1 \/4+1 Va1

3—-1i
241
Damit divergiert die Folge.

Welche der Folgen aus den beiden vorigen Aufgaben sind beschrankt? Welche der reellen
Folgen sind monoton wachsend, welche monoton fallend?

Losung: Beginnen wir mit den reellen Folgen! Wie wir gesehen haben divergiert die Folge
(v/M)nen gegen oo, ist also nicht beschrankt. Sie ist allerdings (sogar streng) monoton
wachsend, denn ist n > m, so ist auch /n > sqrtm.

Yn hatten wir geschrieben als 1—1/(n-+2); auch diese Folge ist streng monoton wachsend,
dennist n > m,soist 1/(n+2) < 1/(m+2),also1—1/(n+2)>1/(m+2). Somit ist

y1 = % eine untere Schranke und der Grenzwert eins eine obere.

(zn )nen ist die Summe zweier monoton fallender Nullfolgen, also selbst monoton fallend.

Die Folge ist auch beschrankt mit z; = % als oberer und der Null als unterer Schranke.

(Un )nen pendelt stdndig zwischen 0 und 2 hin- und her; damit ist O eine untere und 2 eine
obere Schranke. Monotonie haben wir hier natiirlich keine.

Auch die Folge (vn)nen ist nicht monoton, da sie ja stédndig zwischen positiven und ne-
gativen Zahlen hin- und herspringt; sie ist auch offensichtlich nicht beschréankt.

Bei den komplexen Folgen ist (xn)nen als Nullfolge natiirlich beschrénkt; da |1 —i] =
v2 < 2 und [1/(1 —1|] < 1 ist, wire um Beispiel drei eine Schranke fiir den Betrag.
Yn kann nur vier Werte annehmen, also ist die Folge beschrankt mit z.B. der Zwei als
Schranke. Die Folge (zn )nen schliellich ist unbeschrankt.

(xn)nen sei eine konvergente Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit Grenzwert x. Zeigen
Sie, dafl dann die Folge (yn)nen mit yn = /xn gegen /x konvergiert!

Loésung: Wir betrachten zunéchst den Fall x = 0. Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 einng € N.
so dafl |xn| < €? fiir alle n > ny. Damit ist auch |[yn| = |/Xn| = v/Xn < ¢ fiir alle n > nyo,
also konvergiert auch die Folge der Wurzeln gegen Null.
Um die beiden Folgen auch fiir x > 0 miteinander in Zusammenhang zu bringen, verwen-
den wir — wie so oft bei Wurzeln — die dritte binomische Formel:
(Vx = vxn) (VX + V/Xn) =% — Xn .

Damit ist | | | |
X—X X —X
VX—Yn| = [Vx—vXn| = < =

Vx—unl =] = el S
Fiir ein vorgegebenes ¢ > (0 verwenden wir nun zundchst die vorausgesetzte Konvergenz
der Folge (xn)nen; danach gibt es ein ng € N, so daB [x — x| < v/x - ¢ fiir alle n > ny.
Damit ist nach obiger Formel fiir diese n auch |ﬁ — yn‘ < e




j) Zeigen Sie: Ist (zn)nen eine konvergente Folge komplexer Zahlen z, = xn + iy, mit

Xn,Yn € R, so konvergieren auch die reellen Folgen (xn)neny und (Yn)nen! Ist
lim z, = lim x,, +1 lim y, ?
n—oo n—oo n—oo

Losung: Das sollte eigentlich so sein, also versuchen wir, es zu beweisen. Der Grenzwert
der Folge (zn )nen Sl z = x + 1y; es gibt also zu jedem ¢ > 0 ein ng € N, so dafl

|z—zn| = \/(x—xn)z—i- (y—yn)? <e firallen>ng.

Da (x —xn)? und (y —y™)? beide groBer oder gleich null sind, folgt dann auch
X —xn| = \/(x—xn)z < \/(x—xn)z +(y—yn)?<e und
lv—unl = \/(y —yn)? < \/(X_Xn)2+ (y—yn)? <e

fiir alle n > ng. Also konvergiert die Folge der Realteile gegen den Realteil von z und die
der Imaginéarteile gegen den Imaginarteil.




