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a) Zeigen Sie: Ist (an)nen eine Nullfolge, so auch (b )neny mit by = an + an41!

b)

Losung: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir miissen zeigen, dafl es dazu ein ng € N gibt, so daf
|bn| < € ist fiir alle n > ny.

Da (an)nen eine Nullfolge ist, gibt es auf jeden Fall eine natiirliche Zahl ny, so daf
|an| < €/2 ist fiir alle n > ng. Insbesondere ist also fiir n > ngy auch |an+1| < €/2, denn
natiirlich ist auch n + 1 > ng. Somit ist fiir n > ngy auch

£ £
|bn|:|an+an+1lg |an|+|an+1|<z+§:5

Dies zeigt, daB (b, )nen eine Nullfolge ist.

Zeigen Sie: Ist (an)nen eine Nullfolge, so auch (¢ )neny mit cn = 2an + 3an41!

Losung: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir miissen zeigen, dafl es dazu ein ng € N gibt, so dafl
lcn| < € ist fiir alle n > ny.
Ist [an| < e und |an41| < ¢, so ist
len] = |2an + 3an+1| < 2an| 4 |3an+1] = 2]an| + 3 |ant1] < 2e + 3¢ = 5¢.
Daher nutzen wir die Nullfolgeneigenschaft von (a,)nen so aus, dal wir folgern: Es gibt
ein ng € N, so dafl |an| < €/5 fiir alle n > ng. Fiir diese n ist dann auch |an+1| < €/5,
also ist 5 3
€ €
lcn| = |2an + 3an+1] < 2]an| +3|ant+1| < 5 + 5 ¢
Dies zeigt, da8 (¢ )nen €ine Nullfolge ist.

Zeigen Sie: Ist ([an, bnl)nen eine Intervallschachtelung iiber R mit a; > 0, so ist auch
([1/ an, ‘/b"])n N eine Intervallschachtelung.

Loésung: Wir miissen zwei Dinge zeigen: Als erstes muf fiir jedes n € N das Intervall

[1/(1114_], \/bn+1] im Intervall [w/anjq, \/bn+1] liegen, d.h. die Ungleichung
vV an < VvV an+1 < V bn+1 < V bn

muf erfiillt sein. Da ([an, bnl)nen eine Intervallschachtelung ist, wissen wir jedenfalls,
dafl an < any1 < bns1 < by ist; auBerdem ist a; > 0, also erst recht a,, > 0. Daher
reicht es zu zeigen, daf fiir zwei reelle Zahlen x,y mit 0 < x <y auch /x < ,/y ist. Ware

VX > /Y, so wére auch
x=VX- Vx>V U > VUV =,

im Widerspruch zur Annahme.

Als zweites miissen wir zeigen, daf3 die Folge der /b, —/a, eine Nullfolge ist. Wir wissen,
daf} die Folge der b,, — a,, eine Nullfolge ist, und nach der dritten binomischen Formel ist

b — an = (Vb + van) (Vbn = Van)

n— Qn bn—an bn —an
(Vbon — Van) = \/_+m< e ST
denn /a7 < \/Gn < \/Gn + vbn.

also ist




d)

1)

g)

Zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 gibt es ein ny, so da8 |b,, — an| < {/aje¢ ist fiir alle n > n,.
Fiir diese n ist daher auch

(Vo —va) < 2t < YL

die Folge (v/bn «/an) y ist also eine Nullfolge.

Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen:
z1 =i1-1), z22=0CB+YB-1), zz=({+1{i-1),
S5+ 21 4+1i
_ 32009 _ _
MEU BT OEe T

Lésung:
21 =i(1—=i)=1-T—i-i=i—(=1)=1+1
zz:(3+i)(3—i):32—12:9—(—1):10
={i+Ni-N=¥*=-1?=-1-1==2

Z4—12009—1 12008 i-(iz)1004:i~(—1)]004:i

L, _5F2_ (5+42)(2-3) 10-2-(-3)-15i+4i 16 11,
>T 2431 2+302-31) 22432 T13 13
L At @HUR2+Y _8-144i420 7 6.

T 21 2192+ 22 412 55

Zeigen Sie: Fiir zwei komplexe Zahlen z,w ist zw =z - w!

Losung: Wir schreiben z = x+1iy und w = u+1iv. Dann ist zw = (ux —vy) + (vx + uy)i,
also Zw = (ux —vy) — (vx + uy)i. F'ur die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung
erhalten wir z - W = (x — iy)(u — iv) = (ux — vy) — (vx + uy)i, also dasselbe Ergebnis.
Damit ist die Formel bewiesen.

Zeigen Sie: Fiir zwei komplexe Zahlen z,w € C ist |zw| = |z| |[w| !

Losung: Wir konnen den Betrag einer komplexen Zahl schreiben als Wurzel aus dem
Produkt der Zahl mit ihrer konjugiert komplexen Zahl. Somit ist

lzw| =Vzw-zZw =Vz-w-z-w=Vz-z-w-w=Vz-Z- Vw-w = [z - |w| ,
wobei wir das Ergebnis der vorigen Aufgabe sowie das Kommutativgesetz der Multiplika-

tion benutzt haben.
Alternativ 148t sich das auch direkt nachrechen: Da Betridge immer grofler oder gleich Null
sind, geniigt es zu zeigen, daf} die Quadrate der beiden Seiten gleich sind. Fiir z = x + iy
und w =u +1iv ist zw = (xu —yv) + (xv +yu)i, also

|zw| xu yv) + (xv +yu)? =x*u? 2xyuv + y2v? + x*v? 4 2xyuv + y2u?
=xMu? +y?v? 33 Hyu? =P (2 ) +y? (v +u?) = (6 +y?) (P +v2) =[] w]

Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen z € C mit z3 = —1!
Losung: Wir wissen, dafl z = —1 eine Losung ist, also kénnen wir die abdividieren:
Z2+1) : (z41)=22—2z+1
z3 + 22
—2z2 + 1
2

—zf —z
z +1



h)

Somit ist (z3> +1) = (z+ 1)(z? —z + 1), und wir miissen noch die Nullstellen des zweiten
Faktors bestimmen. Das ist eine quadratische Gleichung, die sich in der iiblichen Weise

2 4

gilt genau dann, wenn

1 V31

Z=zF—.
Zusammen mit z = —1 sind das die samtlichen Losungen.
Alternative: Wir konnen auch genauso vorgehen wie in der Vorlesung bei der Losung der
Gleichung z3> = 1: Wir machen den Ansatz z = x + yi; dann ist
23 (x +yi)® =x3 +3x? - yi+3x - (Yi)? + (yi)® = x> — 3xy? + 3x*y — )i
genau dann gleich eins, wenn
x3—=3xy?=—1 und 3x*y—y>=yBx>*—y?) =0

ist. Die zweite Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn y = 0 oder y? = 3x? ist.

y = 0 in die erste Gleichung eingesetzt fiihrt auf x> = —1, also (da x eine reelle Zahl ist)
x = —1. Die Wurzel x + iy = 1 ist in diesem Fall also einfach die wohlbekannte reelle
Kubikwurzel.

Setzen wir y? = 3x3 in die erste Gleichung ein, erhalten wir die Gleichung —8x3 = —1 mit
der Losung x = % Wegen y? = 3x? gibt es fiir y somit die beiden Mdglichkeiten i%\/g,
die dritten Wurzeln von -1 sind also

1 1 . 1 1 .
R A S 13

2
weitere Alternative: Wir hatten uns die ganze Rechnung sparen kdnnen, indem wir das
Ergebnis aus der Vorlesung benutzen: Die Gleichung z3 = 1 ist dquivalent zu (—z)3 = —1.
Sie hat die drei Losungen
1T 1 ~, _ 11 .
z=1, z—p——z—kzx/gl und z=p=—5-5 31.
Daher hat die Gleichung z*> = —1 die drei Lésungen
1 1 . N B
z=—-1, z=—p= E—Z\/gl und z=-p= z—}-z\/gl.

Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen z € C mit z° = 1!

Losung: Nach der dritten binomischen Formel ist (z® — 1) = (z3 4 1)(z® — 1). Fiir eine
komplexe Zahl z mit z® = 1 ist also entweder z3 = 1 oder z3 = —1 (was natiirlich auch
so klar ist). Die Losungen der Gleichung z*> = 1 kennen wir aus der Vorlesung, die von
z3 = —1 aus der vorigen Aufgabe. Somit haben wir die sechs Losungen

1 1 ~.
+1 und :I:zizx/gt.

Finden Sie alle komplexen Zahlen z mit z? = 3 4 4i!
Lésung: Wir schreiben z = x+1iy mit x,y € R; laut Vorlesung ist dann im Falle zZ = a+ib

x:ig\/\/az—FbZ%—a und y:ig\/\/az—kbz—a,

wobei die beiden Vorzeichen so gewdhlt werden miissen, dafl xy dasselbe Vorzeichen wie b
hat.



7)

k)

)

Hier ist a = 3 und b =4, also miissen x und y dasselbe Vorzeichen haben. Weiter ist

V2 / /
+ 1= 2 42 — j:_
> V34 +4c+ V2543
2 2
::I:§\/§::I:§ 2V2=4V2-V2=42.

Da 2xy = b = 4 sein muf, also xy = 2, ist somit y = £1. Die beiden Lésungen sind also
z=24+1iund z=-2—1.
Losen Sie die quadratische Gleichung x> — 6x +25 = 0!

Losung: Durch quadratische Erginzung wird die Gleichung zu (x—3)? = —16, die Losun-
gen sind also x = 3 + 4i.

(Wer die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen auswendig kennt, kann natiirlich
auch da einsetzen.)

Losen Sie die quadratische Gleichung x*> +x+1=0!

Losung: Quadratische Erganzung fiihrt auf die Gleichung

+12_3
*T3) Ty

also ist

Losen Sie die quadratische Gleichung x? + 3ix +4 = 0!

Losung: Verwenden wir hier zur Abwechslung einmal die Lésungsformel: Mit p = 31 und

q=4%ist
b3 1/ _3 ‘/ R O . L.
X = Zi 7 9= i :I: = 2:I: 7= 2i2'

Somit ist x =1 oder x = —4




