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Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion die folgende Abschwachung der BERNOUL-
Lischen Ungleichung:

(T+x)">1+nx fir allen € N und alle x > —1.

Losung: Induktionsanfang: Fiir n = 1 miissen wir die Ungleichung (1 +x)' > 1+1-x
beweisen,; sie ist trivialerweise richtig, denn auf beiden Seiten steht einfach 1+ x.
Induktionsschritt: Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir ein festes n € N bewiesen.
Wir miissen zeigen, daB8 dann auch gilt (1 +x)™*!" > 14 (n + 1)x fiir alle x > —1.

Wir schreiben (14 x)™*' = (1 +x)™ - (1 +x). Nach der Induktionsannahme ist der erste
Faktor (1 +x)™ > (1 + nx). Der zweite Faktor 1+ x ist fiir x > —1 positiv; daher kénnen
wir in diesem Fall die Ungleichung damit multiplizieren und erhalten

T+ =T+ (1+%) > (T+nx) - (1+x).

Diese Ungleichung gilt auch fiir x = —1, denn dann steht auf beiden Seiten die Null.
Weiter ist

T+mx)(T4+x)=T+nm+Dx+nx? > 14+ (n+1)x,
denn x? > 0 fiir alle x. Somit ist (14 x)""' > 1+ (n + 1)x fiir alle x > —1.
Dieser Schlufl funktioniert fiir alle n € N; nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion
ist daher (1+x)™ > 1+ nx fiir alle x > —1 und alle n € N.

Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt
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Losung: Wir konnen die Behauptung zum Beispiel durch vollstdndige Induktion bewei-
sen: Als Induktionsanfang haben wir fiir n = 1 die Behauptung
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Zum Induktionsschritt nehmen wir an, die Behauptung sei fiir ein festes n € N richtig
und versuchen, sie auch fiir n + 1 zu beweisen:
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wobei das Gleichheitszeichen mit [A darunter bedeuten soll, dal wir hier die Induktions-
annahme benutzt haben.

Somit haben wir aus der Richtigkeit der Behauptung fiir ein festes n auf die Richtigkeit
auch fiir n + 1 geschlossen, und damit ist die Behauptung bewiesen fiir alle n € N.
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Alternativ liele sich diese Behauptung auch direkt beweisen: Wir betrachten i(i+ 1) als
Hauptnenner eines Bruchs mit Nenner i und eines Bruchs mit Nenner i+ 1; nach kurzem
Probieren kommt man auf die Formel
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da sich alle anderen Summanden gegenseitig wegheben.

Zeigen Sie: Fiir alle n # 3 gilt: n? < 2™!

Lésung: Fiir n = 3 ist 32 > 23, die Behauptung also definitiv falsch. Ein Induktionsbeweis
kann daher héchstens ab n = 4 funktionieren; die Falle n = 1 und n = 2 miissen separat
iiberpriift werden.

Fiir n = 1 haben wir die offensichtlich korrekte Behauptung 1% < 2'; mit n = 2 und der
Behauptung 22 < 22 gibt es auch keine Probleme.

Zum Beweis der Formel fiir n > 4 starten wir mit dem Induktionsanfang n = 4. Hier
haben wir die Ungleichung 4% < 24, bei der auf beiden Seiten 16 steht; die Behauptung
ist also richtig.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, sie sei bewiesen fiir irgendein n > 4; wir miissen
zeigen, daf sie auch fiir n + 1 gilt. Nach Induktionsannahme ist

Mm+1)2=n’4+2+1<2"+2n+1.

Wenn wir wiiiten, daBl 2n + 1 < 2™ ist, konnten wir rechts weiter abschdtzen durch
2" 4 2™ =2.2™ =21 Leider sagt uns unsere Induktionsannahme aber nur etwas iiber
die GroBenverhiltnisse zwischen n? und 2™. Wir kénnen aber n mit n? in Verbindung
bringen: Fiir jede natiirliche Zahl n ist n < n?. Das reicht nicht; miissen also etwas schirfer
abschitzen. Da n > 4 vorausgesetzt war, ist sogar 4n < n?, alson < %nz. Somit ist, wenn
wir noch einmal die Induktionsannahme ausnutzen,
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Genau das wollten wir zeigen; also gilt die Behauptung auch fiir n + 1.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion haben wir sie daher fiir alle n > 4 bewiesen;
da sie fiir n = 1 und n = 2 richtig ist, gilt sie fiir alle n # 3.

Zeigen Sie: Ist beim Algorithmus von HERON x2 = a fiir irgendein n > 1, so war bereits
2
X5 = a.

Losung: Falls
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verschwindet, muf} auch der Inhalt der letzten Klammer verschwinden, d.h. x,, 1 =

a

Xn—1

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit x,, 1 folgt, da8 bereits Xiq = a ist.
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Nun ist im Prinzip klar, wie es weitergeht: Falls n—1 > 1 ist, kénnen wir nach dem gleichen
Schema zeigen, dafl auch X%«wz = a ist und so weiter, bis wir bei x% = a angelangt sind.
Um daraus einen exakten Beweis zu machen, konnen wir beispielsweise folgendermafien
vorgehen: Wir definieren m € N als die kleinste Zahl, fiir die x2, = a ist. Da x2 = a
vorausgesetzt war, gibt es auf jeden Fall so eine Zahl; wir miissen zeigen, dafl sie gleich
Null ist.

Angenommen, m > 0. Dann konnen wir die obige Rechnung mit m an Stelle von n
durchfiihren und erhalten die Gleichung x2, ; = @, im Widerspruch zur vorausgesetzten
Minimalitdt von m. Somit muf8 m = 0 sein.

Berechnen Sie nach dem Verfahren von HERON einen Ndherungswert fiir 1/10, indem Sie
ausgehend vom Startwert xo = 3 zwei Iterationen durchfiihren! Wie genau kennen Sie nun
den Wert von /107

Loésung: Mit xo = 3 ist
1 10 19 -
X]_§<3+?)_E_3)16 und
1 (19 10-6) 1 192 +10- 62 721
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X2 5 = 7o 555 ~ 3,16228070175

26" 19
Wir wissen, da8 /10 zwischen 10/x, und x, liegen mu8, d.h.
2280 721

771 < V10<33

Wir kennen die Zahl also mit einem Fehler von weniger als 10>.

oder 3,162274618585 < V10 < 3,162280701755 .

Richtig oder falsch: Die Folge (an)neny mit a, = Tll - ] ist eine Nullfolge.

+1
Losung: Richtig, denn fiir alle n ist 0 < a, < %; wenn wir uns ein ¢ > 0 vorgeben,
ist also a,, < ¢ fiir alle n > 1/¢. Ist ny die kleinste natiirliche Zahl gréfier 1/¢, ist also
|an| < ¢ fiir alle n > ny.

(Das ist natiirlich eine sehr grobe Abschatzung; da wir nur zeigen miissen, da8 es zu jedem
¢ irgendein ny gibt, lohnt es sich nicht, mehr Aufwand zu betreiben.)

Richtig oder falsch: Die Folge (by)nen mit by, = v/n+ 1 —4/n ist eine Nullfolge.

Losung: Hier 143t sich direkt nichts sehen; wir miissen b;,, zundchst geeignet umformen.
Da sich nichts anderes anbietet, versuchen wir es mit der dritten binomischen Formel:
v 1— vV 1 1— 1
b= VAT Ty IVt THv  nbion 1
vn+1+4+4yn Vn+Tl+yn = yn
und das ist offensichtlich kleiner als eine vorgegebene Schranke ¢ > 0, wenn n > 1/¢2. Ist
N die kleinste natiirliche Zahl, die gréfler ist als 1/¢2, ist also |b,| < e fiir alle n > no.

Richtig oder falsch: Die Folge (Cn)nen mit cn = (n+ 1)2 —n? ist eine Nullfolge.

Losung: Das ist offensichtlich falsch, denn ¢, = (n + 1)2 —n? = 2n + 1 ist die Folge
der ungeraden Zahlen. Deren Glieder mit wachsendem n immer grofler; es kann sich also
unmoglich um eine Nullfolge handeln.

Berechnen Sie die Intervalle [1, 2] + [-2, —1], [1, 2] — [-2, —1] und [1, 2] - [-2, —1]!

Losung: Bei der Addition von Intervallen konnen wir einfach die Schranken addieren;
daher ist [1, 2] + [-2, —1] = [-1, 1].
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Die Subtraktion kénnen wir auf eine Addition zuriickfiithren, denn fiir alle x € [-2, —1]
ist —x € [1, 2] und umgekehrt. Somit ist

1,21 —[=2,-1]=0,2+ 0,2 =[2,4].

Fiir die Multiplikation schliellich miissen wie die vier Produkte aus Schranken verschie-
dener Intervalle betrachten:

1-(-2)=-2, 1-(-1)=-1, 2:-(-2)=-—4 und 2-(—1)=-2.
Das kleinste dieser Produkte ist —4, das gréfite —1, also ist
[1,2]-[-2, =11 = [-4, —1].

Geben Sie eine Intervallschachtelung an fiir die reelle Zahl V2 +4/31

Losung: Mit dem Algorithmus von HERON konnen wir uns leicht Intervallschachtelungen
([an, bnl)nen 2u V2 und ([cn, dnl)nen zu V3 verschaffen. Konkret kénnen wir nach
HERON etwa von zwei Zahlen by = dyp = 1 ausgehen und fiir n > 1 definieren

1 2 2 1 3 3
bn—§<bn+a)) an—ay dn—2<dn+d_n)) Cn—d_n-

Dann ist ([an + cn, bn + dnl)nen eine Intervallschachtelung fiir v/2 + /3.

Finden Sie eine Intervallschachtelung mit endlichen Dezimalbriichen als Grenzen fiir die

1
Zahl — !
R ¥

Lésung: Die Dezimaldarstellung von 1/11 ist periodisch und gleich 0,09. Eine Intervall-
schachtelung erhalten wir dadurch, dafl wir fiir die untere Schranke einfach nach einer
gewissen Anzahl von Ziffern abbrechen und fiir die obere eine Einheit der letzten Dezi-
malstelle addieren. Konkret konnten wir zum Beispiel die Intervalle

0,09,0,11, [0,0909, 0,091], [0,090909, 0,09091],  [0,09090909, 0,0909091],

betrachten. Formal 148t sich dies definieren als die Folge von Intervallen [a;,, b;] mit

o9 1Y 9 1
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Wie konnen Sie eine Intervallschachtelung finden fiir die beiden Lésungen
P p? —4q
S S S |

X1/2= 77 2
der quadratischen Gleichung x?> +px+q=07?

Losung: Falls p? — 4q negativ ist, gibt es keine Losungen und wir kénnen daher auch
keine Intervallschachtelung dafiir finden.

Falls p? — 4q verschwindet, gibt es nur die eine Losung —p/2; eine Intervallschachtelung
dafiir wére etwa die Folge der Intervalle

[—‘E’ 10, —g + 10*“] fiir allen € N

Falls p2 —4q positiv ist, konnen wir uns zunéchst nach HERON eine Intervallschachtelung
([an, bnl)nen fir die Wurzel aus dieser Zahl verschaffen. Die Intervallschachtelung fiir
die negative Wurzel ist dann ([—b,, —an])nen und fiir die beiden Losungen haben wir
entsprechend die Folge der Intervalle

m) Zeigen Sie: V2 ++/3=1/5+2V6!



Lésung: Nach der ersten binomischen Formel ist (v2++/3)2 = 2+2v2v3+3 =5+2V6.
Da /2 + /3 positiv ist, folgt die Behauptung.

n) Richtig oder falsch: V2 —+/3 =1+/5—2v6

p)

q)

Losung: Hier ist (v2 —v3)? = 2 —2v2v3+3 = 5—2v6. Da v2 — /3 negativ ist,
V/5 — 21/6 aber positiv, ist die Gleichung trotzdem falsch; tatséchlich ist

V2—V3=-4/5-2v6 und Vv3—-v2=1/5-26.

Zeigen Sie: \/5—1—2\/3—1— \/5—2\/322\/3!
Losung: Mit den Formeln aus den letzten beiden Aufgaben folgt das natiirlich sofort:

V5 2v8+ /5 2B = (V2 + V3) + (V3 —v2) = 2V3.

Will man die Formel direkt beweisen, mufl man zuné&chst die linke Seite quadrieren:

(\/5+2x/€+\/5—2\/€)2:5+2\@+2.\/5+2\/E-\/5—2\/8+5—2\@

—10+2y/(5+2v6)(5-2v6) =10+ 25— 4 6= 12.
Da \/5 +2V6+ \/5 — 24/6 positiv ist, folgt

V5+2v6+ /526 = VI = VA 3=2V3.
1+v5  V5+v2,
TV RV, S, &

Loésung: Im ersten Fall erweitern wir den Bruch mit v/2 — 1 und erhalten

1+V5 (V54 1(W2—1)  VI04+V2-V5-1  m0 5 e o

Vereinfachen Sie die Ausdrﬁcke

1+v2  (V2+1)(W2-1) 2-1
Beim zweiten Ausdruck erweitern wir entsprechend mit v/5 + v/2:
VE+v2 (V5 +v2)? :5+2x/ﬁ+2zz+gm
V5-v2  (V5-V2)(V5+V2) 5-2 3

Zeigen Sie mit Hilfe der zweiten binomischen Formel, daf fiir zwei positive Zahlen a,b
das geometrische Mittel /ab nicht gréfer als das arithmetische Mittel%(a + b) sein kann
und daB die beiden nur im Fall a = b gleich sind!

L&sung: Die zweite binomische Formel fiir a und b bringt offensichtlich nichts; irgendwie
miissen auch Wurzeln ins Spiel kommen. Probieren wir es mit

(Va—vb)?=a-2y/avb+b.
Als Quadrat muf} dies gréfler oder gleich Null sein, also ist
a—2vab+b>0 oder a+b>2vab.

Dividieren wir diese Ungleichung noch durch zwei, haben wir die gewiinschte Relation

a—;b >+ab.

Falls hier ein Gleichheitszeichen steht, mufl auch (\/_ — \/t_))z = 0 sein, also /a = v/b
und damit a = b. Umgekehrt ist im Falle a =b

\/ab:vazza:a—;b,

das geometrische Mittel ist also gleich dem arithmetischen.




