Kapitel 3
Differenzierbare Funktionen

Wie zu Beginn der Vorlesung edhnt, ist das Wornalysisabgeleitet
vom griechischerdvaAlelv = auflosen, zerlegen; in diesem Kapitel
werden wir nun endlich Funktionen untersuchen, indem waiirsihre
kleinsten Bestandteile zerlegen, d.h. indem wir ihr Vasdralin der
unmittelbaren Umgebung eines Punktes untersuchen. lardigspitel
geht es um Funktionen, die sich dqfast wie lineare Funktionen
verhalten, die sogenannten differenzierbaren Funktionen

§1: Differenzierbarkeit

Um zu verstehen, wadast' linear bedeuten soll, betrachten wir die
Graphen dreier Funktionen und vei@ern sie in der Umgebung eines
Punktes. Das erste Beispiel ist die Funktif(@) = sinz in der Umge-
bung des Punkts = 1. (Wer diese Funktion nicht aus der Schule kennt,
kann sie einfach als irgendeine Funktion ansehen.) Wierdisdchfol-
genden Bilder zeigen ahert sich das Bild beim Hereinzoomen immer
mehr einer Geraden; beim letzten Bild ist zumindest vidkash Unter-
schied zu einer echten Gerade zu erkennen. So etwas istatetypr

einer differenzierbaren Funktion.
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Nach noch einer Vergréerung sieht die Funktion praktisch linear aus
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Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktigifz) = e'*/. Beim Als letztes Beispiel nehmen wir noch den Graphen der Funktio
VergrolRern werden zwar die beidgAweige" des Graphen zunehmend 0o
linearer, der,Knick" bleibt aber. Dies ist ein Beispiel einer Funktion, f(z) = Zcos([?“m])
die ineinemspeziellen Punkt nicht differenzierbar ist. k=0
unter die Lupe:
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Die drei Bilder sind zwar durchaus verschieden, aber im nitishen
sehen wir in jedem Vergfierungsmafistab das gleiche Chaos. So etwas
ist ein Beispiel einenirgendsdifferenzierbaren Funktion; die hier be-
obachtete Skaleninvarianz ist typisdir flle Arten von Rauschen und
auch fir die Entwicklung vieler Brsenkurse, wo das Bild der im Minu-
tenrhythmus aufgezeichneten Kursentwicklung innerhalbreStunde
ohne Beschriftung oft nicht vom Diagramm der Kursentwicigudes
letzten Jahres unterscheidbar ist.

Wir konzentrieren uns in diesem Kapitel auf Funktionen detea Typs
und nilssen diese daher exakt definieren. Die Grundidee ist, daisi
Funktion in der Umgebung eines jeden PunKest' wie eine lineare
Funktion verhalten soll;ifr kleine Werte vorh soll also gelten

flx+h)~ f(x) +ah miteinem geeignetem € R .

Diese Gleichung kannif eine nichtlineare Funktion rialich nicht ex-
akt gelten; um eine Gleichheit zu bekommenrijgsen wir noch einen
Fehlerterm eirifhren. Von diesem erwarten wir, daf @r f, = 0 ver-
schwindet undiir kleine Werte vork kleiner ist als der lineare Ternth.
Um dies zu erreichen, verlangen wir, daf er sich in der Fornf(h)
schreibendft, wobeif(h) eine stetige Funktion ist, die an der Stelle
h = 0 verschwindet.

Damit die Funktion zumindesiif (betrags)kleine Werte vaniiberhaupt
an der Steller = h definiert ist, nilssen wir einen Definitionsbereich
wahlen, in dem mit jedem Punld, auch noch ein gewisses Intervall
(zg— h, xo+h) umz, enthalten ist; wir beschnken uns also auf offene
Mengen. Dies wre zwar nicht unbedingt notwendig; in vieletiéhern
findet man allgemeinere DefinitioneniiFdie meisten Anwendungen
reichen aber Funktionen mit offenem DefinitionsbereichdaB sich
der Aufwand fir allgemeinere Definitionen nicht lohnt.

Definition: Eine Funktionf: D — Raufder offenen Teilmenge C R
heitdifferenzierbarim Punktz, € D, wenn es eine reelle Zahlgibt
und eine stetige Funktioﬁ, die in einem gewissen Intervall um den
Nullpunkt definiert ist und bek = 0 verschwindet, so daf3 gilt:

flwo+h) = f(z) +ah +hf(h).
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Die Zahl a wird als die Ableitunga = f'(zo) von f im Punkt z,
bezeichnet. Die Funktion heif3t differenzierbar &ufwenn sie in jedem
Punktez, € D differenzierbar ist.

Geometrisch gesprochen ist eine Funktjpin einem Punktz, diffe-
renzierbar, wenn ihr Graph dort eine Tangente hatlich die Gerade

y = f(zg) + a(z — zp). Dies ist die einzige Gerade durch den Punkt
(zg, f(z)), fur die der Abstand zwischen Kurven- und Geradenpunkt
furz — zy schneller gegen Null geht als eine lineare Funktionhz,.

In der Schule wird die Ableitung einer Funktigrmeist definiert als der

Grenzwert
f(xo+h) — f(zo)
N .

f'(zg) = lim

Wir kennen bislang nur Limites von Folgen; ein solcher afigéner
Limes sollinsbesondere bedeuten, dafidde Nullfolge (.,,),,cr. deren
Glieder allesamt von Null verschieden sind, die Folge desti@aten
f(@o+hy,) — fzo)
h

gegenf’(z,) konvergiert. Solche allgemeine Limite®knen wir un-
abhangig von Folgen definieren:

n

Definition: f: D — R sei eine Funktion auf der offenen Mengg
Dann ist

lim f(z) = yo

Tr—rxo
genau dann, wenn es zu jedem> 0 ein§ > 0 gibt, so daB gilt:
|f(z) — yo| < efurallex € D mit |z — x| < 4.
Diese Definition erinnert sehr an die der Stetigkeit, und ém dat
uberlegt man sich leicht, da genau dann stetig im, ist, wenn
lim,, ., fx) = f(zo) ist.
Fur eine differenzierbare Funktion, wie sie hier in der Veudrg defi-
niert, wurde ist

F@o+h) — f(zo) _ ah+hf(h) _
h h

a+f(h),
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was fir h — 0 in der Tat gegen die Ableitung = f'(z,) konvergiert.

Umgekehrt ist
flxo+h)=f(zg) +h- f($0+hi)L_f($o) ;

falls der Limes des Differenzenquotienten gegen eine Zkbhvergiert,
kdnnen wir dies auch schreiben als

f(x0+h):f(x0)+ah+h<f(xo+h)f(xO) a> ,

h
wobei die Funktion

(h) = flao+ h})l— flzo)

stetig ist undiir h = 0 verschwindet. Somit sind die beiden Definitionen
aquivalent.

Betrachten wir einige Beispiele!

Fur die Funktionf(z) = 2™ ist

n

flwg+h)=(h+zo)" =) <Z> hEal =k

k=0

= ol + ( >th 1+hz< >hk Lag=k,

also ist

Fao+h) = faoytnal b hehf(h) mit fr) =3 ( )h’* g,
k=2

Da in jedem Summanden der hinteren Summe mindesterisstectkt,
ist f/(0) = 0, und als Polynom ik ist f nailrlich stetig. Somit ist
f differenzierbar im Punk&, und hat dort die Ableitun@xg_l. Der
Punktz, war beliebig gewhlt, also ist die Funktion differenzierbar auf
ganzR und f'(z) = nz" 1.
Als zweites Beispiel betrachten wir die ExponentialfunktiHier ist

e = el = e + (e — 1)e .
Wegen der Bedingungen aus der Definition der Exponentikdiom ist

1
1+h < <—
" '
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also
1 1-1+h h h?
<eh 1< —-1= = =h+ .
hsel 1<y 19— "1 3" ""1

Somit ist
e = ¢ + he® + hf(R) mit 0<f(h)<

T

—h’

Insbesondere @(0) =0 undf(h) ist stetig an de~r Stellé = 0, denn
fur jede Nullfolge ¢,,),,cy muf3 auch die Folge d¢fi(z,,) wegen dieser
Ungleichungen gegen Null konvergieren.

Damit ist auch die Exponentialfunktion differenzierbaf ganzR, und
sie ist ihre eigene Ableitung.

Um moglichst schnell riaglich viele weitere Beispiele zu bekommen,
brauchen wir RechenregelarfAbleitungen.

Die erste folgt fast sofort aus der Definition:

Summenformel: Sindf, g: D — R differenzierbare Funktionen, so ist
auch die Summenfunktiofi + g differenzierbar und

(f+9) (@)= f'(x) + ' (z).
Beweis:Da f und g differenzierbar sind, haben wiilf jedesz, € R
zwei reelle Zahlem = f'(zy) undb = ¢'(z,) sowie zwei Funktionen
£(R),3(h), so daR gilt:
f(wo+h) = flzg) +ah+hf(h) und g(zo+h) = g(wo) +bh +hg(h).
Somit ist
(F+9)(@oth) = f(zo+h)+g(zo+h) = (f+9)(wo)+(a+b)h+h-(F(R)+G(h)) .

Da f(h) +g(h) als Summe zweier stetiger Funktionen stetig ist und
an der Stelleh = 0 verschwindet, isif + g in z, differenzierbar mit
Ableitunga + b = f'(zq) + ¢'(x), Wie behauptet.

|

Genauso einfach folgt
Lemma: Ist f: D — R differenzierbar und € R eine Konstante, so ist

auch die Funktionf, die jedes: € D aufcf(x)abbildet, differenzierbar
und hat die Ableitungf’ ().
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Zum Beweismiissen wir nur in der Definition der Differenzierbarkeit

die Gleichung mit multiplizieren. .

Mit diesen beiden Regelrdknen wir insbesondere Polynome untersu-
chen:

Lemma: Jedes Polynonf(z) = a,z" +a,_jz" "1 +--- + a;x + ag
definiert eine differenzierbare AbbildurfgR — R mit Ableitung

f'(@) =na,z" 1+ n - La,_z" 2+ + 20,z +ay.

BeweisWir wissen, da* auf ganzR differenzierbar ist mit Ableitung
kz"~1; nach dem gerade bewiesenen Lemma ist daher guehdiffe-
renzierbar auf gan mit Ableitungka,«*~*, und auf diese Funktionen

kdnnen wir die Summenregel anwenden.
|

Um auch Funktionen wie - e* differenzieren zu &nnen, niissen wir
nach den Summen auch Produkte differenzierbarer Funktiongersu-
chen; hier gilt die

Leibnizsche Produktregel: Sind f, g: D — R differenzierbare Funk-
tionen, so ist auch die Produktfunktigh g differenzierbar und
(f9) () = f(x)g(x) + f(2)g' ().

Der Beweisfolgt auch hier sofort durch Einsetzen: Isir feinen Punkt
To c D _

f(zo+h) = fzo) + hf'(zo) + hf(R)
und

9glao + h) = g(zo) + hy'(zq) + hy(h) ,
So ist

(f9)ao + h) = (f(xo) + hf'(xo) + hf(h)) (g(zo) + hy' (o) + hg(h))

= (f9)(xp) + h(f/(fvo)g(%) + f(xo)g'(ﬂfo))
+h(Fgeo+ ) +G(R) (f@o) + hf'(20)) ) -

Die Funktion in der letzten Klammer ist stetig, da sie audigte
Funktionen zusammengesetzt ist, und sie verschwiriget = 0, da
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f(h) =g(h) = Oist. Also istfg in z, differenzierbar mit der behaupte-
ten Ableitung, und dies giltlir jeden Punki, € D.

Die ndchste wichtige Differentiationsregel behandelt die etieinan-
derausfihrung von Funktionen; hier gilt

Kettenregel: Sindf: D — R undg: E — R differenzierbare Funktio-
nen und isty(z) € D fur allex € E, so ist auch die Hintereinander-
ausfihrungf o g: E — R differenzierbar, und

(fog)(@)=f'(9(x)) - 4'() .
BeweisDieses Mal diicken wir die Differenzierbarkeit vofi undg so
aus, daf3
9l + h) = g(zo) + hy'(zo) + hg(h)
und
flug+ k) = f(ug) + kf'(ug) + kf ()

ist. Dann ist@ir jedeszy € E
(f 0 9)(xo + ) = f(g(xo +h)) = f(9(x0) + hg'(xo) + hg(h)) -

Setzen wity, = g(zo) undk = hg'(x)+hg(k) in die Formel fir f(uy+k)
ein, konnen wir dies weiter ausrechnen als

F(9lxo+ 1)) = f(9(xo)) + k- 1 (9(zo)) + kF ().
Da mit h auchk gegen Null geht, folgt die Behauptung.

Damit konnen wir nun auch Funktionen wi(z) = e differenzieren;

die Ableitung istf’(z) = 2z~ Weitere Beispielelfr Anwendungen
der gerade bewiesenen Regeln werden inldeungen sowie auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung auftauchen.

Auch Quotienten sind kein Problem; nuiissen wir hier nairlich vor-
aussetzen, da3 der Nenner nirgends verschwindet, wasikorilegeten
Anwendungen dadurch erreichedrinen, daf? wir den Definitionsbe-
reich D entsprechend verkleinern.
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Quotientenregel: Sind f, g: D — R differenzierbare Funktionen und
istg(xz) #Z 0 fur allexz € D, soist auch ihr Quotient/g differenzierbar

und .
< S > (z) = f'(@)g(x) — f(z)g'(x)
g g(x)? '

Beweis:Da wir die Produktregel bereits bewiesen haben,lgeres,
diese Regel im Spezialfafl = 1 zu beweisen; hier besagt sie, dal3

1\ (o 9@
<g> )=~ gy

ist. Wenn wir dies wissen, folgt aus der Produktregel, dal3

<§) @= (s 5) @=ro(}) @+ (3) e

_ @) @) @) _ f'@)g(@) - f(@)g'(z)

S gl@) g@) 9(x)?
ist. Bleibt also die Ableitung des Kehrwerts.

Betrachten wir als erstes die Funktig(z) = 1/z fir einzy, 7 0. Nach
den Regeln der Bruchrechnung ist

1 1 —h 1 1 h 1 »r 1

—Z=——— also - === .
z+h =z z(x+h) z+h =z z(x+h) z xxT+h

Wenden wir fir den letzten Faktor die Formel rekursiv an, erhalten wir

die neue Formel
1 1 h(1 h _1 on, h?
- r z(x+h)) z 22 z2(z+h)’

Der letzte Summand hat die Forinf(h) mit einer stetigen Funktioﬁ,
die fur h = 0 verschwindet, also it (z) = —1/x2 die Ableitung vonf.

Fur die Nennerfunktioy aus der Behauptungkinen wir ¥ g auffassen
als Hintereinanderausfirung vong und der Funktion: — 1/x; nach
der Kettenregel ist daher

1\’ 1 J'(z)
~) (@) =- g(2) = - :
<9> g(x)? g(x)?

wie behauptet.
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Was uns nun noch fehlt von den bisher bekannten Funktiomeirzsim
Beispiel der (nairliche) Logarithmus und die Wurzelfunktion. Beides
sind Umkehrfunktionen von Funktionen, deren Ableitung bareits
kennen; wenn wir also wissen, wie man Umkehrfunktioneredhziert,
konnen wir auch diese Funktionen ableiten.

Geometrisch betrachtet ist die Situation ganz einfach:ivééme Funkti-
on f: D — R eine Umkehrfunktion hat (was natich nur dann der Fall
ist, wennf injektiv ist), entsteht deren Graph aus dem der Funkfion
einfach dadurch, daf undy-Achse vertauscht werden. Die Ableitung
einer Funktion in einem gegebenen Punkt ist die Steigungalegente
des Graphen; wenn man und y-Achse vertauscht, wird die Steigung
nicht mehr in Bezug auf die-Achse, sondern in Bezug auf djeAchse
gemessen. In Bezug auf dieAchse ist die Steigung einer Geraden
der Quotient aus einer (jeder von Null verschiedener) beffie vony-
Werten und der zugéhigen Differenz vorny-Werten; in Bezug auf die
y-Achse ist es umgekehrt. Die Ableitung der Umkehrfunktiolite also
einfach der Kehrwert der Ableitung der Funktion im gegelmeRankt
sein.

2-

1.5+

0.59

E/S | AX
01" o9 0.95 1 1.05 11
Tangente von Funktion und Umkehrfunktion

Bevor wir dies formal beweisertkinen, nilssen wir zuachst sicherstel-
len, daf3 esiberhaupt eine Umkehrfunktion gibt, daR also die Ausgangs-
funktion injektiv ist. Auf einem Intervall ist dies, wie wim vorigen
Kapitel gesehen habeaquivalent zur strengen Monotonidirfbeliebi-
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ge offene Mengen gilt dies nicht mehr; higsinen wir auch injektive
Funktionen definieren, die auf einem Teilintervall monateigend und
aufdem anderen monoton fallend sind. Da es bei der Difféeeparkeit
um eine lokale Eigenschaft gehifirfdie nur das Verhalten der Funktion
in einem Teilintervall relevant ist, wollen wir uns trotzdeauf monotone
Funktionen besclnken. Hier gilt:

Ableitung der Umkehrfunktion: Ist f: D — R streng monoton und
differenzierbar mitf'(z) # O fur allez € D, soistmitD auchf(D) = E
eine offene Menge, und die UmkehrfunktipnE — D ist differenzier-
bar. Im Punky = f(z) € F ist

1
f(x)”
BeweisZunachst istE offen, dennisy = f(x) ein Punkt aud”, so gibt
es wegen der Offenheit vad ein Intervall ¢ — ¢, x +¢), das ganz irD
liegt. Wegen der Monotonie vofiwird dieses abgebildet auf das offene
Intervall der Punkte zwischef(z — ) und f(z + ¢), dasy enthalt und
ganz inE liegt.

Nun betrachten wir die Funktiohin der Umgebung des Punktes(y,)
mit yo = f(z,). Wegen der Differenzierbarkeit vohist

Flag+h) = f(zo) + hf (zo) + hf(h) = yo + hf'(xo) + hf(R)

mit einer stetigen Funktioﬁ von h, die im Nullpunkt verschwindet.
Setzen witr = zy + h undy = f(x), kdnnen wir dies auch schreiben als

y =yo +hf'(zo) + hf(h).

q) =

Somit ist _
B = Y —yo— hf(h)
f'(zo) ’
also ist B ~
- — y—yo—hf(h): y—yo _ hf(h)
9(y) =zo+h =g(yo) + (o) 9(yo) + o) Flag)

Setzen wir noclt = y — y, bekommen wir die Gleichung
k. hf(h)
fi@) o)

9o + k) = 9(yo) +
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Da wegen der Stetigkeit vofi mit h auchk gegen Null geht, ist der
letzte Term in der Formkg(k) darstellbar mit einer stetigen Funktign
also istg differenzierbar iny, mit Ableitung 1/ f'(z).

]
Als erste Anwendungdnnen wir die Logarithmusfunktion ableiten. Sie
ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion; im Punkt e® hat

logy daher die Ableitungs = L.

Auch die Wurzelfunktion &nnen wir so behandeln: Sie ist die Umkehr-

funktion von
J Roo = Ry
I g
Tr+—T

Im Punkty hat,/y somit die Ableitung

1_ 1

26 2y’
Die dritte Wurzel ist entsprechend die Umkehrfunktion detteh Po-
tenz, wobei wir diese auf garig betrachten &nnen. Wenn wir den
gerade bewiesenen Satz anwenden wolleilsgan wir allerdings den

Nullpunkt ausschlieRen, denn dort verschwindet die Abigjtvonz>.
Fur einen Punky € R\ {0} ist dann die Ableitung vory/y gleich

1 1 1 4,

32 3(gy? 3’
Fur y = 0 wirden wir hier durch Null dividieren; dort ist die Funktion
also nicht differenzierbar.

Tatsachlich kdnnen wir nun sogar beliebige Potenzen ableitém: re-
ellesr Z 0 ist f(z) = 2" = ¢"'°9%, und das hat nach der Kettenregel die

Ableitung
f/(x) = eTIng - Z = ﬂ = /r‘l-r_j',
x xr
genau wie wir es bereitdif natirliche Zahlenr und gerade eberiif

r = 5 gezeigt haben.

Auch die Funktionf(z) = a® fur eine reelle Zahk > 0 laft sich so
nach der Kettenregel bestimmen: Hier f§t) = ¢*'°9¢ und

f'(z) = €*'°9¢ . loga = a® loga .
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§2: Eigenschaften und Anwendungen differenzierbarer
Funktionen

Nachdem wir nun Regeln kennen, mit denen wir vieglegjge Funktio-
nen ableiten &nnen, sollten wir uns langsainerlegen, wozu differen-
zierbare Funktionen und ihre Ableitungen eigentlich gutlsWir hatten
uns im letzten Kapitel aughrlich mit stetigen Funktionen besitigt;
als erstes stellt sich daher die Frage, wie sich diese bé&idektionen-
klassen zueinander verhalten. Die Antwort ist auf Grundkdinition
einer stetigen Funktion fast selbstvérstlich:

Lemma: Jede im Punkk, € D differenzierbare Funktiotf: D — R
ist dort auch stetig.

Beweis:Fur kleine Werte vorh ist

Flao+h) = fzo) + hf'(xo) + hf(h);

der Grenzwerg Iir(pf(a;O + h) ist daher wegen der Konstanz vgf(xz,)
—

und der Stetigkeit vorf(h) gleich f(z,).

|
Die lokale Linearisierbarkeit einer differenzierbaremktion kann aber
nicht nur fr theoretische &ze wie diesen ausgenutzt werden, sondern
auch praktisch zuraherungsweisen Berechnung von Funktionswerten:
Wenn wir den Fehlerterm f(h) vernachhssigen, istiir kleine Werte
vonh

flx+h) = f(z) +hf'(z).
Angenommen, wir wollen den Logarithmus von 1,aherungsweise

berechnen. Wie wir wissen, ist log1 = 0, und die Ableitung @z
ist 1/z. Daher ist
0,1

- 0,1.
Verglichen mit dem ta#schlichen Wert bei ungahr Q09531 ist das,
vor allem angesichts des geringen Rechenaufwands, keiechte
Naherung. Auch wenn wir /B9 alsiiber /100 ausrechnen, erhalten
wir mit

logl1l~logl+

1 1 1,1

99 100—1 100 100

= 0,0101
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eine sehr gute Bherung @ir den exakten Wert,01.

Fruher spielten solche &herungsformeln eine grol3e praktische Rolle,
da man vor der Allgegenwart billiger Computer und Tascheimmer
Funktionswerte meist aus Tabellen enthehmen mufite. bistigns-
formeln wie die obige gestatteten es dabei, eitigre Genauigkeit zu
erzielen als die oft eher grobmaschige Tabelle hergab.

Die nachste Eigenschaft differenzierbarer Funktionérftd wohl allen
Lesern aus der Schule bekannt sein: Die Bestimmung lokakeeBa.
Zunachst sei kurz an die Definition erinnert:

Definition: Wir sagen, die Funktiorf: D — R auf der offenen Menge
D C R habe ein Iokale{ I\I\}?rﬁlr[nngrr#} im Punktz, € D, wenn es
eine > 0 gibt, so dafR das Intervall:{ — ¢, x5 + €) in D liegt und

f(x) § f(zg) ist fur alle z aus diesem Intervall. Lokale Maxima und
lokale Minima fassen unter dem Oberbegriff lokale Extremsaznmen.

Lemma: f:D — R sei eine differenzierbare Funktion. Falfsim
Punktz, € D ein lokales Extremum hat, igt(z,) = 0.

BeweisWir gehen aus von der Formglzo+h) = f(zo)+hf (@e)+hf(h).
Falls f'(zy) = a nicht verschwindet, ist in der Umgebung vep die
lineare Naherungf (z,) +h f'(z,) auf einer der beiden Seiten echdBer
alsf(x,), aufder anderen echtkleiner. Wikissen zeigen, dafd dies auch
fur die Funktionf selbst gilt.

Dazu verwenden wir die Stetigkeit voh Da £(0) = 0 ist, gibt es ein
§d>0,s0 daqf(h)‘ < f'(zp) ist fur alleh mit |h| < §. Ist f'(xg) > O,
gelten daherifr alleh mit 0 < h < § die beiden Formeln

f(zoth) = f(mo)"'hf'(mo)"'hf(h) > fzo)+hf (xo)—hf'(xo) = f(xo)
und

flzo—h) = f(zo)—hf (@) +hf(h) < flxe)—hf'(zo)+hf'(xo) = f(xo) .
Damit kannf in zy weder ein lokales Maximum noch ein lokales Mi-
nimum haben. Entsprechendes gilt f'(z,) < 0, wobei sich hier das

GroRer- und das Kleinerzeichen vertauschen. Somit ist emléskEx-

tremum lochstens raglich, wennf’(z,) = O ist.
n
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Natirlich muf3 die Funktion kein lokales Extremum im, haben,
wenn f’(zy) = 0 ist: Das bekannteste Gegenbeispiel ist die Funktion
f(z) = 2%, deren Ableitung 3 im Nullpunkt verschwindet, obwohl die
Funktionswerte links der Null kleinef(0) = 0 sind und rechts davon
grof3er.

Satz von Rolle: Ist f: D — R eine differenzierbare Funktion, das ab-
geschlossene Intervall [ b] liege ganz inD, und f(a) = f(b) = 0. Dann
gibt es einz, € (a, b), so dakf’(z,) = 0 ist; zwischen zwei Nullstellen
der Funktion liegt also mindestens eine Nullstelle der Abiey.

Beweis‘Als differenzierbare Funktion ist insbesondere stetig; wie wir
aus dem vorigen Kapitel wissen, gibt es daher Punkter,, € [a, b],

so daf3f(z,,) das Infimum undf(z,,) das Supremum voff in [a, b]

ist. Sind beide Schranken gleich Null, ist die Funktion kansund ihre
Ableitung verschwindetiberall. Falls mindestens eine der Schranken
von Null verschieden ist, haben wir dort ein globales, issinglere
also globales Extremum, und dort muf3 nach dem vorigen Lemena d
Ableitung verschwinden. .

Der frandsische Mathematiker MHEL RoOLLE (1652-1719) wurde in Ambert in der
Auvergne als Sohn eines Kaufmanns geboren und erhielt narredimeriire Schulbil-
dung. Er arbeitete als Gehilfe in verschiedenen Kanzlegiedmbert, bis er 1675 nach
Paris zog, Auch dort arbeitete er vor allem als SchreiberRechner. Nebenbei brachte
er sich im Selbststudiumdiere Mathematik bei. Dies erlaubte ihm diéslung eines
damals popwren mathematischen Problems, inahm der Staatssekiatfur die Marine
eine Pension verschaffte. AuBerdem wurde er dadurch ineévatikerkreisen bekannt
und bekam Kontakt zu anderen Mathematikern. Seine Forgemipeschftigten sich vor
allem mit Gleichungendheren Grades, wo beispielsweise die Schreibwg&igeauf ihn
zuriickgeht. Den Satz vondRLE bewies er 1691, 1699 wurde Bensionnaire @ometre
der Akademie der Wissenschaften.

Als wichtige Verallgemeinerung des Satzes vam B erhalten wir den

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Ist f: D — R eine diffe-
renzierbare Funktion und] b] C D, so gibt es eirf € (a, b), fur das
gilt:

f(b) f(a)

—a

f© =
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Beweis:Wir betrachten die Funktion

o@) = 1) - 10Dy pia).
Mit f ist auchg differenzierbar; aul3erdem igfa) = f(a) — f(a) =0
und
o =50 - 1O o) =0,

Damit kdonnen wir den Satz voncRLE anwenden und bekommen ein
¢ € (a, b) mit

g€ =1 -

Daraus folgt, daf¥’(¢) den verIangten Wert hat.

f() fa) _
—a

Geometrisch bedeutet der Mittelwertsatz, dall es (mindgsiinen
Punkt¢ zwischena und b gibt, in dem die Tangente parallel ist zur
Sehne durch die beiden PunKie f(a)) und (b, f(b)):

—

An einem Zwischenpunkt ist die Tangente parallel zur Sehne

Wenn wir die Formel aus dem Mittelwertsatz ngih) auflosen, erhalten
wir f(b) = f(a) + (b — a)f'(£). Setzen wir hierimu = zy undb = zy + h,
wird diese Formel zy (zo + k) = f(zg) + hf'(£). Dabei liegtt zwischen
zoundzxy + h, es gibt also eim € (0, 1), so dalk = x, + nh ist. Damit
haben wir gezeigt
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Mittelwertsatz, 2. Fassung: Ist f: D — R eine differenzierbare Funk-
tion und entilt D das Intervall vorx, biszy+h, so gibtes eim € (0, 1),
so dafd gilt:

flxo+h) = f(xo) + hf' (o +nh)

Der Mittelwertsatz ist eine eher technische Aussage, ist séhr fitz-
lich, um viele interessante Aussagen zu beweisen. Besspégde wis-
sen wir bereits, dal} die Ableitung einer konstanten Funkiioerall
verschwindet; mit Hilfe des Mittelwertsatzegrnen wir auch die Um-
kehrung beweisen:

Lemma: Die Funktionf: (a, b) — R seidifferenzierbar und hatider-
all die Ableitung Null. Dann isif konstant aufd, b).

Beweis:Wenn f nicht konstant \éire, gibe es zwei Punkte, v € (a, b)
mit f(u) 7 f(v). Nach dem Mittelwertsatzabe es dann eifizwischen
uw undv, so daf}

f@) — f(u)

= 70
v—U

ware, im Widerspruch zur Voraussetzung. .
Dieses Lemma kann falsch werden, wenn wir das offene Intéieb)
durch eine beliebige offene Menge ersetzen: Ist beispataD die
Vereinigung der offenen Intervalle (@) und (2 3) und f(z) = 0 auf
(0, 1), aberf(z) = 1 furz € (2, 3), so verschwindef’(x) auf ganzD,
aber die Funktion ist nur auf den beiden Teil Intervallendtant, nicht
auf ganzD. Der obige Beweidiber den Mittelwertsatz ist in dieser
Situation nicht anwendbar, da das Intervall {] nicht in D liegt.

Als nachste Anwendungdnnen wir alle Funktionen mit konstanter
Wachstumsrate bestimmen:

Lemma: Die Funktionf:(a, ) — R sei differenzierbar und es gebe
einc € R, so dalf'(z) = cf(z) fur allex € (a, b). Dann gibt es ein
Yo € R, so dal¥f(z) = y,e ist.

Beweis:Wir betrachten die Funktiog(z) = e f(x). Als Produkt
zweier differenzierbarer Funktionen ist sie differena@r auf ganz
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(a, b) und hat nach der Produktregel die Ableitung
g@)=—ce f(a)+e Tf(2) = —ce “f(@)+e - cf(z) =0.
Somit istg(z) konstant, es gibt also eyp € R, so dafl3

9(x) = e~ f(z) = yo
ist fur allez € (a, b). Durch Multiplikation mite“® folgt die Behaup-

tung. .

Als weitere Anwendung wollen wir die Regel vaE L'HOPITAL be-
trachten: Die Gleichung

2 -1

r—1
gilt streng genommen nichtif allez € R, denn fir z = 1 dividieren
wir die Null durch die Null, was nicht erlaubt ist. Witkinen allerdings
sagen, dal3

=zx+1

2
: -1_ .
lim 2 =lmzg+1=2
z—1 T — z—1
ist und in diesem Sinne die Funktic’xggzlj—ll an ihrer, Definitionsiicke®
stetig erginzen.

Auch kompliziertere Biiche fihren auf Ausdicke der Form,0/0",
beispielsweise verschwindeiarf
e -1
X
an der Stellec = 0 sowohl der Ahler als auch der Nenner. Hieirknen
wir nicht einfach Kirzen, aber &ufig kbnnen wir in solchen &len
trotzdem Grenzwerte ausrechnen.

Wir gehen aus von zwei im Punk, differenzierbaren Funktionefi
und g mit f(zg) = g(zy), und wir interessieren ungif den Quotienten
f(x)/g(z). Fir z = x4 + h in der Nahe vonz, kdnnen wir schreiben

f(z) _ flzo+h) _ flxo) + hf'(zg +ny,h) _ f'(@o +ny,h)

g(x)  glzo+h)  glzo) + hg'(zg+ Ah)  g'(zo+ ALh)
mit geeigneten Zahlem,, A\, € (O, 1), die im allgemeinen vork
abrangen. Gehth gegen Null, gehen aber auf jeden Fall augfh
und )\, h gegen Null; damit folgt die
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Regel von de I'Hopital: Sind f, g im Punktz, differenzierbar und ist
f(xo) = g(xo) = 0, so st

T GO N )

z—xo g(m) z—zo g'(x) ' .

GUILLAUME FRANCOISANTOINE MARQUIS DE U’H OPITAL,
MARQUIS DE SAINTE-MESME, COMTE D'ENTREMONT

ET SEIGNEUR DOUQUESLA-CHAISE (1661-1704) inter-
essierte sich seit seiner Kindheit vor alletir Mathe-
matik, schlug aber, der Familientradition entsprechend,
eine mili@arische Karriere ein. Wegen seiner Kurzsich-
tigkeit gab er diese ger auf und widmete sich ganz
der Mathematik, wobei er zeitweiseJANN BERNOUL-

LI (1667-1748) als Privatlehrer engagierte. @zt
auf dessen Vorlesung \ifentlichte er 1696 das erste
Analysis-Lehrbuch. Es war sehr erfolgreich und erschi-
en bis 1781 in immer neuen Auflagen.

Tatsachlich mu? man bei der Regel vax L'HOPITAL nicht voraus-
setzen, dal} die Funktionghund g sowie ihre Ableitungen im Punkt
x definiert sind: Wir kbnnen auch ausgehen von Funktionen, die auf
einem offenen Intervalld, b) definiert sind und dann die Grenzwerte
bei Anmaherung an die Intervallgrenzen betrachten. Da die Fumtio
furz < a undz > b nicht definiert sind, &nnen wir dazu freilich nur
einseitigeGrenzwerte betrachten. Diese sind folgendermalf3en definier

Definition: Fur eine Funktionf: (a, b) — R ist
l'r/nb f@)=c,

wenn es zu jedem > 0 einé > 0 gibt, so dalle — f(z)| < eistfiralle
xz € (b — 6, b). Wir sagen, dieser Grenzwert sgi, wenn es zu jedem
M € Reiné > 0 gibt, so daf¥f(z) > M furallez € (b — 4, b), und er
ist —oo, falls es zu jedend/ € R ein§ > 0 gibt, so daf¥f(xz) < M fur
allex € (b — 4, b). Entsprechend ist

m f(@)=c,

wenn es zu jedem > 0 eind > 0 gibt, so dalc — f(z)| < eistfuralle
x € (a, a + ). Wir sagen, dieser Grenzwert sgi, wenn es zu jedem
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M € Reind > 0 gibt, so daf¥(x) > M furallezx € (a, a +46), und er
ist —oo, falls es zu jedend € R eind > 0 gibt, so dal¥(z) < M fur
allez € (a, a +9).

Diese Definitionen sollen auch gelteiirfa = —oo und/oderb = oo
wobei in diesem Fall {00, o) = R sein soll, @, co) fur a # —oco
die Menge aller reeller Zahlen @Bera und (—oo, b) fur b ¥ oo die
Menge aller reeller Zahlen kleinér Anstelle des Intervallsb(— ¢, b)
muf3 dann ein Intervall{, co) betrachtet werden, anstelle van @ +§)
entsprechend{oco, N).

Regel von de I'Hopital, 2. Fassung: Die Funktionenf, g: (a, b) seien
differenzierbarg(z) # 0 undg’(z) # O fur allex € (a, b).

: . f'(@)
a) Fallszl%l flx) = il;‘nbg(x) Oist und I| N @)
f(@) _ f (z)
D g@) L@
b) Falls I|m flx) = I|m g(z) =0ist und I|m f'(x) existiert, ist
a g'(z)
@ f (z)
z\a g(x) x\,a g (l‘)
c) Ist I|m g(z) = oo und eX|st|ert I| 1)
bg'(x)’
m @ _ i @)
S o@) " e )
d) Ist Ii@ g(z) = 00 und existiert Ilmfg ; SO0 ist
J@) _ i @)

eNa g(r)  oNa g'(z)

Beweis:Wir wollen den Quotienterf’(z) /g’ (x) umschreiben als Ablei-
tung einer Funktiom(x). Die Gleichung

_ @) _
g'(x)

()
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kann beispielsweise so zustande kommen, daf wir die Ketiehan-
wenden auf die Hintereinanderauisfung vonf und einer Funktion mit
Ableitung 1/¢'(z); eine solche Funktion ist die Umkehrfunktigm!
von g. Um ¢ definieren zu Bnnen, niissen wir uns somit als erstes
Uberlegen, ob und wo diese Umkehrfunktion existiert.

Da wir vorausgesetzt haben, dglz) nirgends verschwindet, igteine
injektive Abbildung: Hatte ramlich ein Punkt € R zwei verschiedene
Urbilder z,, z, € (a, b), so kdnnten wir den Satz vondLE auf die
Funktion g(z) — ¢ anwenden und erhielten zwischep und z, eine
Nullstelle =, der Ableitungg’(z). Da g als differenzierbare Funktion
inshesondere stetig istpknen wir daher den Satz aus dem vorigen
Kapitel anwenden, wonach eine auf einem Intervall injekfunktion
dort streng monoton ist. Indem wirdtigenfalls f durch —f und ¢
durch—g ersetzen, &nnen wir annehmen, dafstreng monoton achst.
Setzen wir

c il{{na g(x) und d il;nbg(m) ,

bildet g dann das Intervalld, b) ab auf ¢, d) und hat eine differenzier-
bare Umkehrfunktiog ~2: (¢, d) — (a, b). Diese lbnnen wir schachteln
mit der Zahlerfunktionf zu einer Funktioy = fog~: (¢, d) — R, die
einen Punkiy € (c, d) abbildet auff(z), wobeiz € (a, b) das Urbild
vony unterg ist. Nach der Kettenregel und der Regber die Ableitung
der Umkehrfunktion ist, wie gei'mscht

f’(w)
Sofern diese Grenzwerte existieren, ist daher

@) f'(x)
zl/‘b @) Jl}ndq (z) und I|m 7() —;IQ"lcq (z).

Auch den Grenzwert vorf(z)/g(z) konnen wir mit Hilfe vong aus-
dricken: Mity = g(x) ist,

f@) _ flg W) _ ay)

g(z) Yy Ty
also ist, sofern die Grenzwerte existieren,
m 7@ 1@ g i T®) i 49

w/b 9(@) vy w\a 9(@) v\ y

Kap. 3: Differenzierbare Funktionen 174

Wir missen somitifr a) undc) zeigen, dalR

lim,q '(y) = lim, av)

ist und fir b) undd) entsprechend d|e Gleichheit

lim () = lim 22 a0)

a) Hier ist, da wirg als monoton wachsend vorausgesetzt hatbenQ,
also nussen wir zeigen, dafiif eine in einem Intervalle{ 0) differen-
zierbare Funktiory mit Iir/n q(y) = 0 qilt

lim g '(y) = lim qg/)

Wir betrachten zuhchst den Fall, daR der links stehende Grenzwert
verschwindet.

Nach Definition des Grenzwerts gibt es dann zu jedem0 eind > 0,
so daR|¢'(y)| < e ist fur alley € (=4, 0). Isty ein beliebiger Punkt
aus diesem Intervall ung > y, so gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
¢ e (y, 2) C (-6, 0)sodal
() — a(v)
=Y

=q'(6)
ist und damit
lay) — a2 = 1d'©l ly — 2| <e- |y — 2] .

Setzen wir hierifir z die Glieder einer Nullfolge aus<g, 0) ein, erhalten
wir fur den Grenzwert die Ungleichung

la(v)| =

<elyl .

q(y) — le;no q(2)
Somit ist
<e fur-d<z<0.

‘q(y)
)
Dies zeigt, das der Grenzwetirfy — 0 verschwinden muf3.

Damitista) bewiesenifir den Fall, daBJ(r)n]’(y) verschwindet. Ist dieser
Y
Limes eine von Null verschiedene Zafhl, so betrachten wir die neue
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Funktionp(y) = q(y) — my. Dap'(y) = ¢'(y) — m ist, verschwindet hier
der Grenzwert vop'(y), also ist nach der gerade bewiesenen Formel

iim PY) = i S =y o a@)

y/0 Y y /0 Y y/0 Y
womit auch hier die Behauptung folgt.
b) Hier ist entsprechend = 0, das Definitionsintervall vog ist also
(O, d). Die Situation ist spiegelbildlich za); wenn wir die dort bewie-
sene Formel auf die Funktiar{—z) anwenden, folgt die hier bétigte
Formel

av)
I|m = lim
q(@y) = Jm =
¢) Hier istd = oo, wir miissen also zeigen, dald gilt
im ¢'() = lim &)
Y—>00 y—oo Y

Wie ina) betrachten wir zuachst den Fall, daf? der linksstehende Grenz-
wert verschwindet; der allgemeine Fall folgt daraus wig.dor

Nach Definition des Grenzwerts gibt es zu jedem 0 einM € R, so
daB|q'(y)| < e/2 ist fur alley > M, wobei wir fur M eine positive
reelle Zahl vidhlen lonnen. Zu jedemy, > M und jedemy > y, gibt
es nach dem Mittelwertsatz ein> M, so dal3
a(y) — a(o) _ 70
Y—%Y
ist und damit
£ 9
|a(y) = alyo)| = 1d'(NI - (v = 90) < 50y = %0) < 5¥
Nach der Dreiecksungleichung gilt somit
‘@ < 9 — (o) | , |9Go)| _ ¢ , |4(v0)

y y y 2 y
q(y,) ist ein fester Wert; wir knnen daher eitv > y, finden, so dal3
la(yo)/y| < %s istfury > N. Zu jedene > 0 gibt es daher eitV € R,
so daBiir alley > N gilt: |q(y)/y| < €. Somit muB der Grenzwertif
y — oo die Null sein.

d) Hier ist entsprechend = —oo, das Definitionsintervall vory ist
also (~oo, d). Die Situation ist spiegelbildlich zc); wenn wir die dort
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bewiesene Formel auf die Funktigif—y) anwenden, folgt die hier
berbtigte Formel
I|m ¢ (y) = lim @

Yy—r0o0 y
Damit sind alle Rlle voIIslandlg bewiesen. .
Die Regel vonbE 'HOPITAL kann auch dazu verwendet werden, um
Grenzwerte der Form0 - oo oder oder,0* zu berechnen: Ist etwa
f: D — R eine differenzierbare Funktion, deren Grenzwértf — =z,
verschwindet und is§: D \ {zo} — R eine differenzierbare Funktion,
die fur z — z; unbeschiinkt wachst, so &nnen wir auf der Teilmenge
von D\ {z,}, auf derg keine Nullstellen hat, die Funktiory3 betrach-
ten. Dag fir  — z, unbeschiinkt wachst, geht 1g dann gegen Null;
schreiben wir also

f(@)

1@ 9@ = 37,05

sind wir in der gerade betrachteten Situation ufidrien die Regel von
DE LUHOPITAL anwenden. Genaus@knen wir auch
_ 9@
f(e)-9@) = 3705
schreiben und sind dann in der Situatigr/c0”. Welche der beiden
\Vorgehensweiseninzlicher ist, kangt von den jeweilige Funktionefi
undg ab.

Bei Grenzwerten der Forpd™ haben wir Funktionen der Forf{z)?).
Da wir allgemeine Potenzert nur fira > 0 definiert haben, tissen wir
hier ausgehen von einer differenzierbaren Funkjfiod — R, die fur
allez # =y ausD positive Werte annimmt, deren Grenzwént £ — x,
aber verschwindet. Von der differenzierbaren Funkgio® — R setzen
wir nur voraus, dafg(z,) verschwindet. Dann istif 7 z

f(z)9@ = eg@og f(@)

Im Exponenten stehtif  — x4 ein Ausdruck der FormoO - oo*; wenn
wir dafur den Grenzwertifr x — x, berechnen &nnen, kennen wir
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch demf{z)?).

Als Beispiel betrachten wir\li(r)rx’”. Daz® = ¢*'°9% ist, miissen wir als
xr
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erstes den Grenzweiifz log z berechnen:

lim zlogz = lim 1297 = fim Y%
z\,0 9 z\0 1/11,' z\,0 —1/%2

Der gesuchte Grenzwert ist soraft= 1.

= lim(~z)=0.

Als vorlaufig letzte Anwendung des Mittelwertsatzes wollen nockrein
anschaulich fast klaren Zusammenhang zwischen Ableitnaddgiono-
tonie festhalten:

Lemma: f:(a, b) — R sei eine differenzierbare Funktion.

a) Ist f'(x) > O fur allez € (a, b), so istf monoton wachsend.

b) Ist f'(z) > O fur allex € (a, b), so istf streng monoton wachsend.
c) Ist f/(z) < Ofur allex € (a,b), so istf monoton fallend.

d) Ist f'(x) < O fur allez € (a, b), so istf streng monoton fallend.
Beweis: a)Gabe es ind, b) zwei Punkter; < z, mit f(z;) > f(zy),
so gibe es nach dem Mittelwertsatz €iw (x4, x,) mit

o) — X
fl(é—):f( 2) f( l)<0'
Tr =2y
im Widerspruch zur Voraussetzung.
b) Gabe es ind, b) zwei Punkter; < x, mit f(z;) > f(x,), SO dibe es
nach dem Mittelwertsatz e e (z,, =,) mit
o) — X
fl(é—):f( 2) f( l)SO,
Tr =2y

im Widerspruch zur Voraussetzung.

¢) undd) folgen entweder genauso, oder indem rapundb) anwendet
auf die Funktion—f. .

Die Umkehrungen voib) und d) gelten nicht: Beispielsweise ist die
Funktion f(z) = z° streng monoton wachsend, aber trotzdem ver-
schwindet ihre Ableitung im Punkt Null.

Zum Abschluf dieses Paragraphen wollen wir den Mittelva¢ztaoch
etwas verallgemeinern zu einer Aussage, die &ohsten Paragraphen
sehr riitzlich sein wird:
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Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechn ung: Die bei-
den Funktionery, g: (a, b) — R seien differenzierbar auf.(b), undg’
habe dort keine Nullstelle. Dann gibt es zu jedera (a, b) und jedem
h € R\ {0}, fur das auch nock + h in (a,b) liegt, eine reelle Zahl
0 < n < 1, sodaf gilt:

f@+h)— f@) _ ['(x+nh)
g(@+h)—g(x) g'(z+nh)
Zum Beweisbetrachten wir die Funktiop: [0, 1] — R mit

¢(n) = f(z +nh)(g(z +h) — g(x)) — g(a+nh)(f(z +h) — f(z)) .
Einsetzen zeigt, daB(0) = ¢(1) = f(a)g(b) — f(b)g(a) ist, die Funktion
©(n) — ¢(0) verschwindet also an beiden Intervallenden. Nach dam Sa
von RoLLE gibt es daher einen Punigte (0, 1), in dem ihre Ableitung
©'(n) verschwindet. Nach der Kettenregel ist

¢'(n) = h(f’(sv +nh)(g9(z +h) — g(x)) — g'(@+nh)(f(@+h) - f(w))>

und h ist nach Voraussetzung von Null verschieden, also versuati

die Klammer. Die Differeng(xz + h) — g(x) kann nicht verschwinden,
denn sonst 1ilte es nach dem gleichen Argument wie eben zwischen
z undz + h eine Nullstelle vory’ geben, was im Satz ausgeschlossen
wurde. Aus diesem Grund ist augh(z + nh) # 0. Somit kKonnen wir
dividieren und erhalten die Gleichung

f(e+h) — f@) _ f'(e+nh)
g@+h)—g(x) g'(x+nh)

§3: Hohere Ableitungen und Taylor-Entwicklung

Wenn die Funktiory: D — R auf der offenen TeilmengP C R diffe-
renzierbar ist, definieren die Werte der Ableitungen eingerfeunktion

f': D — R. Diese kann wieder differenzierbar sein, muB es aber nicht:
Die Funktionf: R — R mit

_ 2% fallsz >0
1@ { —z2 sonst

etwa ist fir alle z, € R differenzierbar: Der einzige problematische
Wert istz, = 0, und dort haben® und —z? dieselbe Ableitung, die
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somit gleich der vory ist. Fir z, > 0 ist f'(zo) = 2z, furz < 0 ist
f'(zo) = =2z und fur zy = Oist f'(x,) = 0. Zusammenfassendknen
wir also sagen, daf'(z) = |z| ist, und von dieser Funktion wissen wir,
daf sie im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.

Betrachten wir dagegen die Funktighfz) = 2, so ist f'(z) = 2z
als lineare Funktion wieder differenzierbar und hat alsefbhg die
konstante Funktion mit Wert zwei.

Falls f' eine differenzierbare Funktion ist, bezeichnen wir derbleA
tung als diezweite Ableitungf” von f; falls diese ebenfalls differen-
zierbar ist, heiRt ihre Ableitung digritte Ableitungf”’ von f, und so
weiter.

Formal ausgedrckt heil3t das:

Definition: D sei eine offene Menge unft D — R eine Funktion.

a) f heil3t (mindestend)-fach differenzierbar, wenyi differenzierbar
ist, und wenn iir £ > 1 die Funktionf’ mindestens¥ — 1)-fach
differenzierbar ist.

b) Ist f: D — R eine mindesteng-fach differenzierbare Funktion,
so definieren wir ihrek-te Ableitung f*)(z) im Falle & = 1 als
fO(z) = f'(z) und fur k > 1 als f® (z) = (FEDY ().

c) Eine k-fach differenzierbare Funktion heitfach stetig differen-
zierbar, wennf®) eine stetige Funktion ist.

Eine k-fach differenzierbare Funktion muf3 nicht auefach stetig dif-
ferenzierbar sein; schoiifeine differenzierbare Funktion muf3 die Ab-
leitung keine stetige Funktion sein. Mit den Funktionem,ir bislang
kennen, lassen sich leider noch keine einfachen Beispadile konstru-

ieren, aber im achsten Paragraphen werden wir welche kennenlernen.

Was die Bezeichnung deheren Ableitungen betrifft, so verwenden
wir fUr kleine Werte vorf auch Striche:

@) = fP), f"@)=fO@) und f"(z) = fO).

Die meisten unsereiaggigen Funktionen sind beliebig oft differenzier-
bar: Die Ableitung eines Polynoms ist wieder ein Polynom dachit
wieder differenzierbar, die Ableitung der Exponentialtion ist die
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Exponentialfunktion selbst, und auch bei rationalen Fianlen ist die
Ableitung wieder eine rationale Funktion auf demselben ridins-
bereich und somit differenzierbar. Trotzdem gibt edifath Funktio-
nen, diegenauk-fach differenzierbar sind, beispielsweise die Funktion
f(x) = ¥ |z| im Punktz = 0.

Aus der zweiten Ableitungdnnen wir, wie aus der ersten, auch geome-
trische Informatioruber den Graphen der Funktion gewinneraiénd
uns die erste Ableitung sagt, ob die Funktion in der Umgeleings
Punktes steigt odeéfit, sagt uns die zweite Abbildung etwas dber,

ob die Funktion konkav oder konvex ist.

Definition: Eine Funktionf: D — R hei3tkonvexuber dem Intervall
(a, b) € D, wenn iir allez,, z, € (a, b) der Graph vonf tiber @, b)
unterhalb der Verbindungsstrecke der beiden Pufikie f(z;)) und
(o, f(z,)) liegt; liegt er stets oberhalb, bezeichnen wir die Funktion
auskonkav.

(@2, f(z2))

(z1,f(z1))

(z1,f(z1)) (w2, [ (20

T T T T
o konvex 2 “ konkav r2

Die lineare Abbildungp: R — R mit

e(A) = (L= Nz + Az = Moy — @) + @
bildet das offene Intervall (O1) bijektiv ab auf das Intervallaf, ),
denn daz, — x; positiv ist, ist sie streng monoton wachsend, und sie
bildet die Null ab aufz, und die Eins aufr,. Die Punkte zwischen

z, undz, sind daher genau die Punkte der Form{})z; + Az, mit
A€ (0, 1).
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Die Gerade durclfz,, f(z,)) und (z,, f(x,)) hat die Gleichung

y=flay+ T2 T@ g,
Ty — Tq

furz = (1 — Xz, + Az, haben wir also dig-Koordinate

fay+ L8 T (e, — )
l‘z — l‘l
_ f(zp) — f(zy)
= flzy) + 4;2 o = Map — )

= flz) + M(f(z2) — f(21) = (A= N f(z) + Af(z2) .-

In Formeln ausgedickt ist die Funktionf: D — R daher konvexiber
(a, b), wenn

F(@=Nzy + Azy) < (A= N)f(zg) + Af(2)
ist fur allez,, z, € (a, b) und allex € (0, 1); sie ist konkav, wenn die
entsprechende Ungleichung mitgilt.

Lemma: Eine zweimal stetig differenzierbare FunktignD — R ist
genau dann konveitber dem Intervalld, b) C D, wenn f”(z) > 0
ist fur alle z € (a, b); sie ist genau dann konkaiber @, b), wenn
f"(z) < Oistfur allezx € (a, b).

Beweis:Wir zeigen zulchst, dal3 im Falle der Konveitdie zweite
Ableitung in ganz ¢, b) groRer oder gleich null sein muf3: Andernfalls
gabe es einx, € (a, b) mit f”(zy) < 0. Wir betrachten die Funktion
g(x) dzf f(@) — f'(zo)(x — xp). Als Summe vonf und einer linearen

Funktion istg zweimal differenzierbar mit

g'(xo) = f'(xo) — f'(x9) =0 und g"(zo) = f"(x0) <O.
Die Funktion ¢'(z) ist also in einem hinreichend kleinen Intervall
(zg — h, zo+ h) streng monoton fallend; sie ist daher positivt < z,
und negativiirz > x,. Somitistg streng monoton wachseniarr < z
und streng monoton fallendif z > z,; die Funktiong hat also beic,
ein lokales Maximum. &r eine < h ist daherg(zy £ ¢) < g(zp) und
damit ist auch

F(a0) = 9(r0) > 50(z0 — )+ 39(a0+ <) = 5o — <)+ 3 [z +2).
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Dies widerspricht aber der Konveatsbedingungifr z; ,, = zo & ¢ und
A= % Somit muRf” (x) in ganz @, b) groRer oder gleich null sein.

Umgekehrt sejf”’(z) > O fur allez € (a, b); wir missen zeigen, daR
f dann konvex ist. Seien alsg < z, zwei beliebige Punkte aus,(b)
undz = (1 — A)z, + Az, mit A € (0, 1). Nach dem Mittelwertsatz gibt
es Punktg; € (zq,x) undé, € (z, z,), so dal’

@)= fay) @) = fla)
ey =10 I0) SO T -y
) @) ) @)
&)= e T ANy

ist. Da f” nirgends negativ wird, isf’ monoton wachsend und da-
mit insbesonderg’(&;) < f'(&,). Diese Ungleichungdnnen wir auch

schreiben als
f@) = fzy) _ _ flzg) — f(x)

Mzy—z) — L=z — )’
und daz; < z, ist, folgt daraus

f@) = f(zy) _ flzo) — f(x)

A - 1-X '
Fur A € (0, 1) andert sich nichts an dieser Ungleichung, wenn wir mit
A(1 — X) multiplizieren; dies fihrt auf
(1=Nf(@) — (L= Nf(z) < Af(@2) — Af(x)

und damit die gewnschte Ungleichung

f@) < (@ =Nf(zy) + Af(z2),

die die Konvexiait von f ausdiickt. Damit ist die Behauptungif kon-
vexe Funktionen bewiesen.

Fur konkave Funktionen folgt sie einfach daraus, dafifur eine kon-

kave Funktionf konvex ist. .

Eine der wichtigsten Anwendungen mehrfach differenziesb&unk-
tionen ist eine Formel, die in vielenaken zur Berechnung beliebig
genauer Mherungswertdihrt, die AYLOR-Formel:
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Satz: f:(a, b) — R sei mindestensn(+ 1)-fach stetig differenzierbar
auf dem Intervall ¢, b) C R. Dann gilt fur jedesz aus @, b) und jedes
h e Rmitx +h € (a, b) die Formel

Fat by = £ +hf @)+ o 1) o+ 0 ¢ Bt

n hk
=D o [P@ * Ry, )
k=0
hn+l

mf("ﬂ)(x +nh) zu einer reellen

mit dem Restglied?,,,,(z, k) =

Zahln zwischen O und 1.

Beweis:Wir betrachtenfir festgehaltenes und 4 die Hilfsfunktion
(a, b) > R

F: " k) .
yHZfki!(y)(ﬂﬁh—y)’c
k=0

Fiury=zistz+h —y=hund
F(z) = Zf (33) ’

dieses Polynom wollen wir kurz nﬂ‘tfym(h) bezeichnen.try =z +h
istz +h —y =0, so daf alle Terme mit positivelrverschwinden und
nur der konstante Terd(x + h) = f(z + h) Ubrig bleibt.

Die Ableitung vonF' ist nach der Produkt- und Kettenregel

F(y) = Zf(k+1)(y)( +h— Zf {O) ke(@+h—y)kt
(k) n k)
) Z (i 7(21/;! (o h= Z * (21/;! o+ h =gy
f‘””’(y)( I

Nach dem verallgemelnerten Mittelwertsatz der Differainéichnung
gibt es fir jede zwischer: undz + h differenzierbare Funktiog eine
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reelle Zahly zwischen 0 und 1, so daf3 gilt
F'(+nh) _ F(x+h) - F(z) _ fle+h) =T, ,.(z)
g'(x+nh)  glx+h)—g(z) g(z +h) — g(x)
Diese Gleichung &nnen wir nachy(z + h) auflésen als
g(x +h) — g(z)

Fa+ ) = Ty )+ 2 DI P )
_ gz +h) — g(@) f" (@ +nh) n
= Tran W)+ =0 oh) T (h—nh)",

wobei wir in der zweiten Zeile die obige FormérfE’ (y) benutzt haben.
Speziell fir die Funktiong(y) = (z + h — y)"™* ist g(z + k) = O,
g(z) = K"t undg’(z + nh) = —(n + 1)(h — nh)™, wir erhalten also
hn+1 f(n+l)(I + ﬂh)
(n+1)(h — nh)» n!

f(n-*l)(:Zj + ﬂh) hn+l
(n+1)! '

flw+h) =Ty, . (h)+ (h —nh)"

= Tf,z,n(h) +

wie behauptet.

k:
Definition: a) T}, ,(h) = Z f(k)(m)helﬁt'l'AYLOR -Polynomn-ten

Grades vory um den PunktrO n+l
b) Der FehlertermR,,.,(z, h) = D)
von LAGRANGE.

c) Ist f beliebig oft differenzierbar, bezeichnen wir die uner#idkeihe

— f* (g + ph) heiRtRestglied

=1
Tya(h) =) 1 fO)h"
k=0

als TavLor-Reihe vonf um z.

d) Eine beliebig oft differenzierbare Funktighhei3tanalytischan der
Stellez, wenn es eid > 0 gibt, so daf’ die AvLor-ReiheT} (k) fur
alle h mit |h| < & gegenf(x + h) konvergiert.
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BROOK TAYLOR (1685-1731) war Sohn wohlhabender
Eltern und wurde daher, bevor er 1703 an die Univatsit
Cambridge ging, nur von privaten Hauslehrern ausge-
bildet. In Cambridge besélftigte er sich haup&hlich

mit Mathematik, woran sich auch nach seinem Studien-
abschluRR nicht&inderte. Sein 1715 erschienenes Buch
Methodus incrementorum directa et inveresatalt un-

ter anderem AYLOR-Polynome (die in Speziadflen be-
reits LEIBNIZ, NEWTON und anderen bekannt waren),
sowie die Methode der partiellen Integration. Weitere
Bucher und Arbeiten besaltigen sich unter anderem
mit der Perspektive sowie mit Fragen aus der Physik.

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736—1813) wurde alsiG-
SEPPE LODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuaichst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel mitiEerR entstand. In
einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er die-
sem unter andereriiber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EuLERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre syier zog er nach Berlin und wurde dort
EuLers Nachfolger als mathematischer Direktor der
Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser &cai¢ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Einfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgelbbdhGeometrie.

Natirlich kann ein RyLOR-Polynom eines festen Grades eine Funktion,
die nicht durch ein Polynom gegeben ist, nicht auf gingut appro-
ximieren: Ein Polynom-ten Grades etwa habbhstens: Nullstellen
und wachst unbeschnkt, wennz gegent-co geht, wahrend etwa eine
Funktion wie der Sinus (mit dem wir uns indohsten Paragraphen ge-
nauer besdciftigen werden) unendlich viele Nullstellen hat urid &lle
reellen Argumente Funktionswerte zwischen -1 und 1 hat.

Wir erwarten aber, daf3 bei einer hinreichend oft differertzaren Funk-
tion die Ubereinstimmungir grol3e Gradelfr kleine h immer besser
und fur grof3eh in einem immer gdl3eren Bereich akzeptabel wird.

Als Beispiel ist hier der Graph einer Funktion abgebildetaramen mit
den Graphen derd¥LoR-Polynome zweiten Grades (gepunktet), achten
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Grades (gestrichelt) und zwanzigsten Grades (durchgezobéeses
Bild entspricht durchaus der Vorstellung, die man sich ilgeheinen
machen sollte.

47 | ;“ |
\ \ | |
\ \ 7 |
0 02 04 \06 08\’ 1
2] ) ]
47

Um TAYLOR-Polynome in einigen konkreterafen auszurechnen, be-
trachten wir als erstes Beispiel die Funktiftr) = ¢* um den Punkt
z = 0. Daf'(z) = f(z) = €® ist, sind auch alle #heren Ableitungen
F®)(z) = e®; somit ist

n hk n+l
zth — T z+nh

c B T €

k=0

mit einer reellen Zaht) € (0, 1). Wenn wir durche” dividieren (oder
x = 0 setzen), erhalten wir die Formel

o n hk: hn+l

= T + 7'6
—~ k! (n+1)!

e nh

Die Folge der Zahleh™ /n! ist eine Nullfolge, dennir eine nairliche
Zahlm > |hlistfurn > m

h™ _A™ h h h hm< h >”m
- < ’

nt m! m+l m+2 n_ m!l \m+1

und|h/(m + 1) < 1. Somit konvergiert die ReihE 2, ’}C—T gegene”,
wir bekommen, wenn wir die Variable durchz ersetzen, die Formel

e =§ —
k'’
k=0

die Exponentialfunktion ist damit insbesondere analitiddit der ge-
rade bewiesenen Formebhnen wir die Werte vor® mit beliebiger
Genauigkeit ausrechnen — zumindest im Prinzip.
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Da fur z > 0 alle Summanden derYLOR-Reihe positiv sind, ist klar,
daf? im positiven Bereich die Werte dexyLoR-Polynome stets kleiner
sind als der Wert der Exponentialfunktion und daIDR-Polynome
hoheren Grades gRere Werte liefern als die kleineren Grades. Die
Abbildung zeigt diesiir die Grade drei,ifnf und acht; wie man sieht
ist die Ubereinstimmungifr 0 < z < 5 bei Grad acht schon so gut, dai
sich die beiden Kurven kaum unterscheiden lassen:
1401
1201
1001
80 s
60 -
40 _—
20

0 i : 3 A 5
Bevor wir lbernutig werden, wollen wir nach dieser Formel mit zehn-

stelliger Genauigkeit den Wert vaen 3 berechnen. Als Ergebnis erhal-
ten wire ™% ~ 87822922%.

Das kann eigentlich kaum stimmen: Bekanntlicheist 2,718281828
groRer als zwei, und % = 1024 > 100¢ = 10°, also sollte

e 30 < 1079 sein. Der Grundiir dieses katastrophale Ergebnis sind
natirlich Rundungsfehler: Wir berechnen eine alternierendmi@e
mit immer kleiner werdenden Termen ausgehend voafdggm Term.
Die Rundungsfehler der ersten Additionen dominieren sdimitmmer
kleiner werdenden hinteren Terme.

Fur positive Werte vorx: konvergiert die Reihe sehr gut; das Problem
mit den negativen Werten wird dadurch umgangen, daf} finan £ O
den Wert vore™* berechnet als /&”.

Betrachten wir als &chstes Beispiel die Hyperbelfunktionen
xr _ — xr + —x
sinhz = % und coshe =& 26
Offensichtlich ist die Ableitung deSinus hyperbolicusler Cosinus
hyperbolicusst und umgekehrt;ifr f(x) = sinhz ist also
£z = sinhz fyr geraden ;
coshe furungerade:
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speziell fir z = 0 verschwinden alle geraden Ableitungen und die un-
geraden haben den Wert eins. Dag1OR-Polynom vom Grad 2 ist
daher

n—-1 p2n+l

TsinhO,Zn(h) = Z 7(271/ )
k=0 '

und das Restglied ist
2n+1

(2n +1)!
mit einer reellen Zahk zwischen 0 und 1. Die Zah} hangt dabei
natirlich vonn ab, aber da deCosinus hyperbolicusn Positiven mo-
noton steigend und im Negativen monoton fallend ist, isedén Fall
cosh@h) < coshh. Damit ist

2n+1 ‘h|2n+l
@+ 1) coshgh)| < 2n+ coshh,
und rechts stehtir festesh und wachsendeseine Nullfolge. Daher ist
nicht nur fir jedesn

R,,,.1(0,h) = coshnh

| R2,41(0, h)| =

_ n—1 2k+1

$2k+1

sondern auch im Limes sinh= Z —_—
~ (2k + 1)!

Das nachstehende Bild zeigt die Funktion zusammen mit ileroRr-
Polynomen zweiten, vierten und sechsten Grades. Das eiisteun-
sichtbar, weil es sich praktisch nicht von deAchse unterscheidet, das
letzte, weil es sich praktisch nicht von der Kurve untersiiie

60+
40’ //
20 =

3 ‘ ‘
201 2 4
-40
-601
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Im Sinne der obigen Definitionen ist also d&nus hyperbolicuana-
Iytisch im Nullpunkt; tat&chlichiberzeugt man sich leicht, daR er, wie
die Exponentialfunktion, sogar analytisch auf g@ist. Genauso zeigt
man, dal3 auch d&osinus hyperbolicuanalytisch ist und

o0 2k
coshr = Z
k=0

X

(k) -
Eine Funktion kann éichstens dann analytisch:nsein, wenn sie dort
beliebig oft differenzierbar ist — andernfalfd3t sich ihre AYLOR-Reihe
nicht einmal definieren. Analytizt ist aber eine nochdtkere Eigen-
schaft als beliebige Differenzierbarkeit, wie das folgeBeispiel zeigt:
Wir setzen

_1/z2 fi
r)=14¢€ urz 70
f@) {0 furz =0

Diese Funktion ist stetig, denrifz — 0 geht—l/ac2 gegen—oo,
e V=" also gegen null. Auch mit der Differenzierbarkeit gibt esnke

. 2 . .
Probleme, denniir z # 0 ist f'(z) = —se‘l/“”z, und wie man leicht
induktiv zeigt haben auch alle weiteren Ableitungen dienfor

F™(z) = rationale Funktionx e=%/*" .

Die rationale Funktion geht zwar gegen unendligh# — 0, aber da
e=Y/2" viel schneller gegen null geht als irgendeine rationalekian
gegen unendlich, ist der Grenzwert des Produldtszf — O gleich
null. Also ist f auch im Nullpunkt beliebig oft differenzierbar, und alle
Ableitungen verschwinden. DieaYLOR-Reihe vonf um den Nullpunkt
ist daher die Nullfunktion, d.h. die Reihe konvergiert zwibaerall, aber

auRerhalb des Nullpunkts nicht geger?/®”.
081
0.6
0.4

0.27

3 2 21 1
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Wie das Bild der Funktiory zeigt, ist sie in der Umgebung des Null-
punkts in der Tat sehr flach und unterscheidet sich kaum voiNdi
danach steigt sie an in Richtung Eins, der sie sich dann —irfleeher
werdend —{fir ¢ — oo von unten her arithert.

Bislang sind wir von einer Funktion ausgegangen und habesuubt,
diese durch eine Potenzreihe darzustellen. Manchmal ¢t das um-
gekehrte fitzlich. Als Beispiel dazu betrachten wir ein Problem, das
FiIBONACCI in seinem 1202 erschienenen Bugdher abaciprasentierte:

Ein Mann bringt ein Paar Karnickel auf einen Platz, der voleal
Seiten durch eine Mauer umgeben ist. Wie viele Paareg&n
von diesem Paar innerhalb eines Jahres produziert werdennw
man annimmt, dal jedes Paar jeden Monat ein neues Paartliefer
das vom zweiten Monat nach seiner Geburt an produktiv ist?

LEONARDOPISANO (1170-1250) ist heute vor allem un-
ter seinem SpitznamenHONACCI bekannt; gelegent-
lich nannte er sich auchiBoLLo, auf DeutschTunicht-

gut oder ReisenderEr ging in Nordafrika zur Schule,
kam aber 1202 ziick nach Pisa. SeinelBher waren
mit die ersten, die die indisch-arabischen Ziffern in Eu-
ropa einfihrten. Er behandelt darin nicht nur Rechen-
aufgaben tir Kaufleute, sondern auch zahlentheoreti-
sche Fragen, beispielsweise dafl? man die Quadratzahlen
durch Aufaddieren der ungeraden ZahlenadrhAuch
betrachtet er Beispiele nichtlinearer Gleichungen, die er
approximativ 0st, und erinnert an viele in Vergessenheit
geratene Ergebnisse der antiken Mathematik.

Wenn wir dies in Formeliibersetzen, sind also zachstF, = 0 Paare
von Karnickeln auf dem Platz; im ersten Monat wird eines Bimgcht,

so dal3 es nu#; = 1 sind. Im zweiten Monat kommen keine neuen
Karnickel dazu, also sind es weiterhiy = 1 Paare. Zu Beginn des
dritten Monat allerdings ist das vorhandene Paar zwei Mopa#tund
produziert somit ein neues Paar, wir haben &lge 2 Paare. Das gleiche
geschieht zu Beginn des vierten Monats, ab dénftén Monat ist auch
das zu Beginn des dritten Monats geborene Paar aktiv. Akbgekinnen
wir sagen, dal3 zu Beginn dégen Monats alle Paare, dieé&pstens zu
Beginn desk — 1)-ten Monats geboren wurden, Nachkommen liefern;
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da FABONACCI nichts Uiber sterbende Karnickel sagt, ist au3erdem die
gesamte Population des Vormonats noch vorhanden, wir halsen
F,_, alte undF,,_, neue Paare. Die Anzahl von Karnickeln fgrten
Monat ist damit durch eine rekursiv definierte Foldg X, ., 9egeben
mit

F,=0, F,=1 und F,=F,_+F,_, furk>2.

Damit laf3t sichF}, zumindest grundgzlich ausrechneniif gro3e Wer-

te von k ware es allerdings besser, wenn wir eine einfache Formel
hatten, die uns ein festds, liefert, ohne daf3 wir auch desseingtliche
Vorganger berechnenimsen.

Dazu betrachten wir, z@thst noch ohne jede Frage nach der Konver-
genz, die Potenzreihe

R(z) = ZFkxk .

k=0
Die BedingungF, = F},_; + F}._, kdonnen wir durch diese Reihe aus-
driicken, indem wir sie mit: beziehungsweise? multiplizieren:

zR(x) = iFkx’”l = iFk_lxk

und 0 M1
#?R(z) = Zkak+2 = Z F, oz,
k=0 k=2
Somit ist

zR(z) + 2°R(z) = Z F_ja*+ Z F,_xz*

k=1

= Z(kal + Fy_p)at = Zkak ,
k=2 k=2

dennFj = 0. Aus diesem Grund und well; = 1 ist, kbnnen wirR(x)
schreiben als

R(x)=z+Y F,a*, alsoist R(z)=z+zR(z)+2’R(z).
k=2
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Fassen wir alle Terme mR(x) zusammen, gibt uns dies die Beziehung

(1-z—2)R@E) =z oder R(z)=-—— .
1 — x2
Da wir uns bislang nicht um Konvergenz gekmert haben, waren alle
diese Umformungen nur spekulativ; wibiinen jetzt aber versuchen,
die erhaltenen rationale Funktion durch eine Potenzregireustellen
und zu untersuchen, ob deren Koeffizienten die Definitiaisglingen

der F}, erfullen.

Dazu versuchen wir, wie bereits mehrfach bei der Untersughion
Reihen mit Summanden ein&nnlichen Form, die Funktion als Summe
zweier Terme mitlinearen Nennern zu schreiben. Wenn waedidenner
in der Form 1— ¢ schreiben &nnen, liefert uns die Summenformel der
geometrischen Reihe eine Potenzreihenentwicklung.

Bestimmen wir also zuachst die Nullstellen des Nenners:

1V 5 ) 1 5
1xm2:<x+§> +Z:0 far x:xl/2=—§i7.
Dax,z, = —1ist, kbnnen wir dies auch schreiben als
1og 2= 0 278 (1 2 &
xl l‘z l‘l 1'2
Dabei ist
1_ 2 _2a+V5) _1+V5 und 1_1-+5
; -1+/5 5-1 2 z, 2
Diese beiden Zahlen werden in der Mathematik traditiomelése mit
1 1 5
¢== + £ ~ 1,618033988 wund ¢ = = — g ~ —0,618033988

bezelchnet¢ ist die Zahl des seit der Antlke vielfach in der Kunst
verwendetegoldenen SchnittSie erfillen die quadratische Gleichung

Dividieren wir die daraus resultierende Gleichustg= ¢ + 1 durchg,
erhalten wir
P+ 1

¢

¢=
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stehen also zwei Streckerundb im Verhaltnis ¢, so ist

g_¢_¢+1_aib_a+b_
b ¢ ¢ a

die gioRere Strecke steht daher im gleichen Veilnis zur kleineren
Streckeb wie die Summaex + b zur gtd3eren Strecke.

Fir ¢ gilt natirlich formal dasselbe; danegativ ist, war das allerdings
fur Kunstler nicht weiter interessant.

Nach der dritten binomischen Formel isp = —% = —1; deshalb hat
das quadratische Polynom{1pz)(1 — o) ebenfalls die Nullstelleg
und ¢; da es auch den konstanten Koeffizienten eins hat, ist also
1—z—2°=1- ¢z)(1 - ¢z),
und wir haben den Nenner unserer rationalen Funktion zZdregyvei
Linearfaktoren der Form % gq.
Wir wollen die Funktion darstellen in der Form
x a . b _(a+b)—(ap+ b¢)x
l—z—22 1- pr 11— ¢z 1-z—22

Dazu mufta +b = 0 unda¢ + bp = —1 sein, alsdh = —a und damit
a(p — ¢) = —a/5 =—1, d.h.a = 1/4/5. Somit ist
T _Yv5 1B
1-z—22 1-¢z 1— gz
Auf diese beiden Summandebrnen wir nun die Summenformeirf

geometrische Reihen anwenden und erhalieff < 1/¢ die Darstel-
lung

x 1 E k k p ¢k$
m\/g<z¢ Z‘ﬁ)Z\/gl’-

Um zu sehen, daR die Koeffizienten dieser Potenzreihe wlirldie
FiIBONACCI-Zahlen sind, riissen wir zeigen, dal3 sie deren Definitions-
gleichungen effllen: Rir k = 0 undk = 1 ist

&ﬁf) o md¢;§:(%+§)%;%§):L
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wie gewiinscht. Eir £ > 2 ist zurachst
¢k - ¢k}72 . ¢2 - ¢k72 . (¢+ 1) :¢k71 + ¢k}72

und entsprechendif ¢, da beides bsungen der quadratischen Glei-

chungz? = z + 1 sind. Setzen wir beides ein in die Formél die
Koeffizienten der Potenzreihe, erhalten wir die §eschte Beziehung
o -3 ¢ttt gt G
V5 V5
k-1 _ k=1 o k=2
e A A,
V5 V5

Damit erfillen die Koeffizienten dieser Potenzreihe die definierande
Gleichungen der IBONACCI-Zahlen, sind also mit diesen identischirF
allek € N, ist also

k

-3 _ ¢ B

Vs VB VB

Der zweite Summand haiif allek > O einen Betrag kleiner a% denn
¢ ~ —0,618 und\/5 ~ 2,236. Da alle FBONACCI-Zahlen ganz sind,
kdonnen wirF,, deshalb auch einfacher ausrechnen als dahste ganze

Zahl zu¢* /+/5. Insbesondere steigt die Folge deBdNACCI-Zahlen
also exponentiell.

Entsprechend kann man auch bei anderen linearen Rekunsgare
Form

A = 101+ Cap o+ T Cap_,
vorgehen. Das Prinzip sei hier nur kurz skizziert, da manMatho-

den der Linearen Algebra mit weniger Aufwand ein bessergstitis
beweisen kann.

Fur eine Rekursion, bei deg, von seinerr Vorgangern abéingt, niissen
natirlich die ersten Folgengliedeny, . . ., a,_; explizit gegeben sein;
erst der RestéRt sich dantiber die Rekursionsformel berechnen. Be-
trachten wir auch hier wieder die Potenzreihe

R(zx) = Z apz®
k=0
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so erhalten wir nun die Gleichung
R(z) = P(z) + cjzR(x) + c,z?R(z) + - - - ¢, z" R(x) ,

wobei P(z) ein Polynom vom Graddchstens — 1 ist, das von den
r Anfangstermen aliingt. Aufibsen nachR(z) fuhrt auf die rationale
Funktion

P(z)
— e —cxd — - —c "
Falls das Nennerpolynom verschiedenéreelle oder komplexe) Null-
stellenzy, ..., z, hat, kbnnen es schreiben als

! x
1— —exl— i —cx" = 1—- =2
1T — Co c,x ||< x>

i=1 4

R@)= 1

und wir kbnnenR(x) zerlegen als

R(z) = Z 1?& :
=1 T

Hier stehtz; im Nenner; um es in denghler zu bekommen, dividieren
wir einfach das Polynom, dessen Nullstellen gljesind, durchz™:

1 1 1 1

ot Va1 T2 a2 T T G T
verschwindet genau dann, wenn wiir f- eines det; einsetzen. Somit
sind die Zahlen 1z, die Nullstellen des Polynoms

Yoy T ey = e,
Bezeichnen wir diese mif, . .., y,., ist also
T
e
R(x) = t.

Ist|y,z| < 1flrallei, kbnnen wir dies nach der Summenformigl flie
geometrische Reihe ausitken als

T oo oo T
Z €; Z(yix)k = Z Z eiyzkxk .
0

i=1 k= k=0 =1
Wie oben zeigt man, dal3 die Koeffizientgp dieser Potenzreihe die
Rekursionformeb,, = c¢ib,_; + coby,_» + -+ + ¢,.b,_,. erfullen; damit
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folgt, daR sich die, als Linearkombinationen der Zahlgfi schreiben
lassen. Da die erstendera, explizit gegeben sindjihren die ersten
der Gleichungen

k k k. o_
yrep tyer t oo tyre, = ay

auf ein lineares Gleichungssystem ausleichungen iir die r Un-
bekanntere;, aus dem sich diese bestimmen lassen; wiissen die
rationale FunktiorR(x) also nicht explizit zerlegen.

Beim Beispiel der BONAcCI-Zahlen istr = 2 und wir haben die beiden
Nullstelleng und¢. Deren Kehrwerte sing ¢ und—¢, also istF), eine
Linearkombination der Fornfi, = e;¢" + ezgk. DaF,=0undF; =1
ist, fuhrt das auf die beiden Gleichungen

tep, (e — e)V'5

O=e;+e, und 1=el¢+62$=612 5

Somit ist
¢ -3
\/B )

e, =—e; und e = alsaFy, =

1
\/ga

wie beim ersten Ansatz.

84: Trigonometrische Funktionen

Unter den aus der Schule bekannten Funktionen gibt es noelysiRe
Klasse von Funktionen, mit denen wir uns hier nadferhaupt nicht
besclaftigt haben, die trigonometrischen Funktionen. In diestara-
graphen sollen sie zéchst so definiert werden, wie datslicherweise in
der Schule passiert; danach wollen wir ihre analytischgemlschaften
studieren.

a) Klassische geometrische Definition

Definition: Das beiC' rechtwinklige Dreieck mit Eckerl, B, C habe
bei A den Winkela.. Dann ist
_ Gegenkathete |BC|

Ankathete _ |AC|
= = und cosa = =
def Hypothenuse |AB|

def Hypothenuse |4AB|
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sina

«

A

cosa J *C

Da zwei rechtwinklige Dreiecke mit einem Winkelbis auf eine even-
tuell notwendige Spiegelunghnlich zueinander sind ahgt diese De-
finition in der Tat nur vom Winkek ab und nicht auch noch von dem
gewahlten Dreieck. In der Tat kann man Sinus und Kosinus auch di-
rekt sehen, indem man ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypatrse der
Lange eins betrachtet; dann ist sigleich der lange der Gegenkathete
und cosx gleich der der Ankathete. Insbesondere zeigt dann der Satz
des RTHAGORAS, dal

sifa+cofa=1

ist fur jeden Winkelo, wobei wir hier wie auch im folgenden die bei
trigonometrischen Funktionen allgeméibliche Konvention

sina = (sina)® und co$ a = (cosa)”
def def
verwenden.

Wenn wir im Dreieck AABC die Rolle der beiden Ecked und B
vertauschen, haben wir dort den WinkeP90 «, und beiiglich dieses
Winkels sind die Rollen von Ankathete und Gegenkatheteaustht.
Daher ist

sin(90 — a) =cosae und cos(90 — a) = sina.

Dies erkhrtubrigens auch den Naméwsinus:Es handelt sich um den
SinusdesKomplemenérwinkels. (Das lateinische WoSinusbedeutet
BuchtoderMeerbusenes kam in die Mathematik als falsche lateinische
Ubersetzung des arabischen WoitsHlalbsehna.
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Zumindest @r spezielle Winkel lassen sich die so definierten Winkel-
funktionen mit elementargeometrischen Methoden exakteahgsen:
Der Fallo, = 0° etwas entspricht einem rechtwinkligdbreieck”, das zu
einem waagrechten Strich nit = C degeneriert ist; da danthB = AC

ist, wahrend die Streck8C die Lange null hat, ist somit

sin®® =cos90 =0 und sin90=cos0 =1.

Fur a = 45° wird das rechtwinklige Dreieck gleichschenklig, so daf
Sinus und Kosinus von 45ibereinstimmen fissen. Da hachY?HA-
GORAsdie Quadratsumme der beiden gleich eins ist, folgt
. 1 V2

sin45 = cos45 = 5=
Fira = 30° bzw.a = 60° istdas rechtwinklige Dreieck gleich der oberen
bzw.linken Halfte eines gleichseitigen Dreiecks, die Gegenkathete
Ankathete ist also halb so lang wie die Hypothenuse und datnit

sin30 =cos60 = }

2
und nach PTHAGORAS
2
cos30 =sin6C =4/1 — <%> = ?

Mit etwas Mihe lonnten wir auf diese Weise noch viele andere Funk-
tionswerte berechnen; in der Tat erstellte bereits um 140Vwistus
der griechische Mathematiken®ARCHOS VONRHODOS(180-125) mit
solchen Methoden eine (leider nicht erhaltenepttbandige Tafel von
Sinuswerten.

b) Allgemeine Definition

Mit der bisherigen Definition &nnen wir nur Winkel zwischen °0
und 90 betrachten; ein Sinus von 150aRt sich so nicht erlen,
denn es gibt schlieflich kein rechtwinkliges Dreieck miteznh Winkel
von 150.

Betrachten wir aber auf dem Einheitskreis, d.h. dem KretsRadius
eins um den Nullpunk©, jenen PunktP = (z,y), fur den der Radius
OP mit der z-Achse den Winkelp einschlieRt, so haben diesén f
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0° < ¢ < 90° ein rechtwinkliges Dreieck mit Ecke@, P und (, 0);
nach obiger Definition ist daher = cosy undy = sing, denn die
Hypothenuse hat als Radius diange eins, die Ankathete hadhgex
und die Gegenkatheteangey.

(z,y)

Diese Interpretationiihrt sofort zu einer Definition von Sinus und Ko-
sinus fir beliebige Winkel:

Definition: Fur jeden Winkelp € R ist der Sinus dig-Koordinate und
der Kosinus die-Koordinate jenes Punkté3auf der Einheitskreislinie,
fur den der zugatrige Radius mit deg-Achse den Winkep bildet.

Da wir nach 360 wieder am Ausgangspunkt landen, folgt daraus ins-
besondere, dal die so definierten Funktionen periodischnsineiner
Periode von 360

Die so definierten Winkelfunktionen stimmen allerdings iernmoch
nicht ganz mit deriiblicherweise in der Analysis benutzten Funktionen
gleichen Namengberein: In der Analysis werden Winkel nichtim Grad-
malfd angegeben, sondern im sogenanBtgenmalDas Bogenmal? ei-
nes Winkels ist derjenige Bogen auf dem Umfangs des Eirkneites,
der zum Kreissektor mit diesen Winkel ggh

Aus Symmetrieginden muf3 das Bogenmalf eines Winkels proportional
sein zum Gradmal3; da der volle Kreisumfang einerseits elWvamkel
von 360 entspricht, andererseits aber einem Bogenmal »pisRalso

2m o

Bogenmald _360° x Gradmal 180 x Gradmal3 .
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Insbesondere sind Sinus und Kosinus in der neuen Intetioretaun
periodisch mit der Perioden2

sin(z + 2kw) =sinz und cosg + 2kw) =cosz furallek € Z.
Einige wichtige spezielle Werte sind
0° 30° 45 60° 90° 120 135 150° 18C

0 T T T T 27 3r 5r

6 4 3 2 3 4 6
Wenn wir im folgenden von sim oder cos sprechen, solt immer als
Winkel im Bogenmafaufgefaldt werden. Die so definierten Funktionen
sind sowohl @ir die mathematische Theorie als aughAnwendungen
wie der Modellierung saisonaler Trends erheblidhtziicher als die
entsprechenden Funktionen des Winkels im Gradmaf3. Vomdile
Studenten, die gerne mit dem Taschenrechner arbeiters igichtig,
immer an die Unterscheidung zwischen Winkelmal3 und Gradmal3
denken: Die meisten Taschenrechner arbeiten standd®idnmit dem
Gradmal, was in Klausuren immer wieder zu unsinnigen Eigebn
sen fihrt. (Taschenrechner bieten meist auch noch sogenkienigrad
an, die so definiert sind, dal’ ein rechter Winkel hundert Kedipat.
Praktische Anwendungen dieser Neugrad sind mir nicht bekeBei
Computern gibt es weniger Probleme, da die meisten Cormpihekin-
terpreterbibliotheken trigonometrische Funktionen niur Argumente
im Bogenmal? zur Veifgung stellen. Mit der neuen Definition haben
wir die folgenden speziellen Werte von Sinus und Kosinus:

™

o T T m T
v 6 4 3 2
sinz 0 15 %\/E 51/5 1
cosz 1 E\/§ Eﬁ > 0.
Als Eselsbiicke kann man sich dies auch merken in der Form
™ Vs ™ ™

0 5 7 3 32

. 1 1 1 1 1
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Sinus und Kosinus zwischen —27 und 27

c) Die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen

Da cose = sin(g — a:) ist, genigt es, den Sinus abzuleiten. Wir berech-

nen seine Ableitung als Grenzwert des Differenzenquaient

sin(z + h) — sinx

Y .

Betrachten wir die Situation geometrisch: Wir trageals Winkel zur
reellen Achse ab dem Nullpunkt auf; in der Abbildungasdlso gleich
der Lange des Bogens vafi = (1, 0) nachA. Entsprechend ist + h
gleich der lange des Bogens val nach B, und h selbst ist die des
Bogens vor4 nachB.

Nach Definition ist si: die Ordinate vord und sing + h) die von B;
obiger Zahler sing + h) — sinz ist also die lange der Streck€ B. Der
Nennerh ist die Lange des Bogens vafinachB. Da wir Bogen&ngen
Uber immer feiner unterteilte Streckéige definieren &nnen, unter-
scheidet sich dieser Bogefirfimmer kleiner werdendes beliebig
wenig von der Strecke B, d.h.

i SN@*h) —sinz _ |CB]
h—0 h >0 [AB]

Da A ABC rechtwinklig ist, ist dieses Streckenvéitnis gerade der
Kosinus des Winkel$ bei B, und wir missen diesen berechnen.

Dazu betrachten wir zéchst das Dreiech O AB. Da A und B auf dem
Einheitskreis liegen, ist es gleichschenklig und hat sdmeit4d und B
denselben Winkel. Da die Winkelsumme im Dreieck gleichnd der
Winkel beiO gleichh ist, errechnet sich dieser zg—h
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sin(z + h) B
B
sinz A
C
h
x
0 D }E

Als nachstes betrachten wir das rechtwinklige DreidoR BD. Da es
bei O den Winkelz + h hat, muf3 der Winkel be3 gleich

wfgf@+m:%f@+m
sein, unds als Differenz dieser beiden Winkel ergibt sich zu
Tn—h w h
= — —+4+g+h=x+—.
B > > r+h=cz >

Somit ist die Ableitung von sim an der Stellex gleich

. h
lim cos|z+ = | =cosz,
h—0 2

die Ableitung des Sinus ist also der Kosinus. Die Ableituag Hosinus
ist die von sin(3 — z), also nach der Kettenregel

— cos(g — m) = —sinz.

d) Die Differentialgleichung " (z) = —w?f(x)

Werden Sinus oder Kosinus zweimal abgeleitet, so wird jenalrein
Sinus und ein Kosinus abgeleitet; im letzteren Fall kelett dias Vorzei-
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chenum, im ersteren bleibt es gleich. Daher ist die zweiteiflng von
Sinusbzw.Kosinus gerade die negativ genommene jeweilige Funktion.

Allgemein getiigen fir jedesw € R sowohl f(z) = coswz als auch
f(z) = sinwz der Gleichungf”(z) = —w?f(z).

Diese Gleichung sollte, vor allem wenn mamurch die Zeit ersetzt,
aus der Physik bekannt sein: Sie beschreibt die Schwingueiges Ge-
wichts an einer Feder, dereri€kstellkraft sich aus demabkeschen
Gesetz ergibt, die Schwingungen eines Pendels bei kleingleAkung,
den Strom in einem ungéadpften elektrischen Schwingkraisw.;sie

tritt also in vielen Zusammeis@mgen auf, in denen wir es mit periodi-
schen Vorgngen zu tun haben. Da Zykeln auch im Wirtschaftsleben
eine grol3e Rolle spielen, sollten wir sie etwas genaueatiatien.

Da sinwz und cosvz Losungen sind, ist auch jede Linearkombination
f(x) =acoswz +bsinwz mit a,b€eR

eine Losung. Das Hauptergebnis dieses Paragraphen besagtedaf di
Fall w # 0 bereitsalle Losungen sind: (Was giltif w = 0?)

Satz: Die in einem offenen Intervallr(s) mit r < 0 < s definierte
reelle Funktionf geriige der Differentialgleichung”(z) = —w?f(z)
mit einem nichtverschwindenden Dann gibt es Konstantanb € R,
so daf3f(x) = a coswz + bsinwz ist.

Beweis: Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit £ (z) und
erhalten

2f'(2) " (x) = =22 f () f'(x) .
Nach der Produkt- oder Kettenregedrinen wir die linke Seite auch
auffassen als die Ableitung vofi(z)? und die rechte als Ableitung von
—w?f(x)?; die Ableitung der Funktiorf’(z)? + w?f(x)? verschwindet
somitiiberall. Es gibt daher eine Konstarte R, so dal3
F'@?+w’faf =c
ist fur allex € (r, s). Wir unterscheiden zweidfle:

Erster Fall: ¢ = 0. Da Quadrate reeller Zahlen nie negativ séinrien,
muR danniir jedesz geltenf(z) = f'(z) = 0, und mita = b = 0 laRkt
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sich die Nullfunktion in der Tat als Linearkombination vooswz und
sinwz schreiben, womit der Sat#if diesen Fall bewiesenaxe.

Zweiter Fall:c Z 0. Dieser Fall soll auf den ersten #igkgefihrt werden.

Falls wir annehmen, der Satz sei richtig, gibte$ € R so dal gilt
f(x) = acoswz + bsinwz. Alsdann istf(0) = a und f'(0) = bw, also

!

0
a=f(0) und bz%.

Fir eine beliebige tisungf der Differentialgleichung” (x) = —w f(x)
definiererwir reelle Zahleru, b Uber diese Gleichungen und betrachten
die Funktion .

f(0)

h(z) = f(z) — f(0) coswz — =~

Auchh ist, wie man leicht nachrechnet, einédung der Differentialglei-
chung, und nach Konstruktion i&€0) = 4’'(0) = 0. Daher verschwindet
fur h die oben definierte Konstante die man jaiiber jeden beliebigen
z-Wert berechnen kann, und nach dem, was wir im ersten Fadligez
haben, ist: gleich der Nullfunktion. Damit ist aber
!
f(z) = f(0) coswzx + @ sinwz,

sinwz .

wie behauptet. .

Die Voraussetzung, da3 0 im Interval, ) enthalten sein soll, ist
nicht wirklich notwendig; sie macht nur den Beweis bequenned
Ubersichtlicher. Statt mit den Werten vgit0) und f'(0) kdnnte man
auch mit f(u) und f'(u) fur ein beliebiges: € (r, s) argumentieren,
miRte dann allerdings zur Bestimmung womind b noch ein lineares
Gleichungssystenibken.

Fur die Modellierung eines Systems ist der Satz meist in dgefalen
Form etwas iitzlicher:

Korollar: Die in einem offenen Intervall( s) definierte reelle Funk-
tion f geriige der Differentialgleichung” (z) = —w?f(z) mit einem
nichtverschwindendes, und fur einen Wertz, € (r, s) sei f(zg) = a
und f'(zq) = b. Dann ist

f(z) = acosw(x — zg) + g sinw(z — xy) .
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BeweisFirz, = 0undr < 0 < s haben wir das bereits oben im Beweis
des Satzes gezeigt, und die Verschiebung des Arguments, @mdert

natirlich nichts. -

e) Die Taylorreihen der trigonometrischen Funktionen

Nachdem wir aus Abschnit) die ersten Ableitungen von Sinus und Ko-
sinus kennen, bereiten uns auch diaéren Ableitungen keine Schwie-
rigkeiten mehr: Die Ableitung des Sinus ist der Kosinus séesAblei-
tung wiederum-Sinus, die Ableitung davon istKosinus, und die Ab-
leitung davon wieder der Sinus, womit alles wieder von vdosgeht.
Formal aufgeschrieben ist also diete Ableitung der Sinusfunktion
gleich

sinz fallsn =0 mod 4

cosr fallsn =1 mod4
—sing fallsn =2 mod 4
—coszx fallsm=3mod4,

sin™ g =

wobeia = b modm bedeuten soll, dafs— b ohne Rest durch teilbar
ist. Entsprechend ist

cosz fallsn =0 mod4
n .- ) — sing fallsn =1 mod 4
cos™ e —cosz fallsn =2 mod4

sinz fallsn =3 mod4.

Dasin0 = 0 und cos 0 = 1 ist, sind damit auch die Werte aldrehner
Ableitungen an der Stelle = 0 bekannt: Er geraden verschwin-
det sid”(0), fur ungerade: = 2k + 1 ist sid™(0) = (—1)*; entspre-
chend verschwindet c83(0) firr ungerader, und fiir geraden = 2k ist
cod™(0) = (—1)*. Die TAavLOR-Polynome sind somit

A h2k+1
Tsm 0, 2n+1(h) sln 0, 2n+2(h) Z( 1) (Zk + 1)|
3 5 2n+1
N At sl
6 120 (2n +1)!
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und 2k
Too50,20(h) = Tooso 2n41(h) = Z(— Fo oDl
hZ h4 th
=1 — 4+ — — ..+ (1) .
2 24 1 (2n)!

Noch nicht ganz klar ist allerdings, ob die als Limes diesdyRome er-
haltenen AvyLor-Reihen die Funktionen Sinus und Kosinusaatdich
darstellen; bei einigen Funktionen wie etyér) = e~Y/7" kann es ja
durchaus vorkommen, daf? die¥LoR-Reihe gegen eine andere Funkti-
on (im Beispiel die Nullfunktion) konvergiert als die Ausggsfunktion.

Hier ist das glicklicherweise nicht der Fall: Nach dem Séifzer die
TAYLOR-Entwicklung ist

sin(0 +h) = Tyjn 0 on+2(h) + Rope3(h)

i~(2n+3)
mit Ry, .a(h) = (—1)”*15'?274“,(;)"}‘)#"*3 fur einy € (0, 1). Da der
n :
Sinus nur Werte vom Betragdbhstens eins annimmtpknen wir das
Restglied abscitzen durch
‘ |2n+3

|Rppis(h)] < e+l

Wie wir schon bei der AyLOR-Reihe der Exponentialfunktion gesehen
haben, geht” /k! fur alleh € R gegen Null fir k — oo, also geht auch
hier das Restglied gegen Nullffn, — oo, d.h.

. h2k+1 .’L‘3 $5

Sln:I:—Z(— ) (2k+l)' x_€+ﬁ)_

Genauso folgt, daB auch beim Kosinus das Restglied gegéméhil
so daf gilt

cosz = Z( 1)k

th $2 .’13‘4

@k T 2 24

f) Die Eulerschen Formeln und ihre Anwendung

Die TAvLoOR-Reihen fir Sinus und Kosinus erinnern von ihrer Struktur
her an die der Exponentialfunktion: Der einzige UnterstHiesteht
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darin, daf3 jeweils nurdie Halfte* der Terme auftritt und daf} das Vor-
zeichen alterniert.

Um den Zusammenhang zwischen den drei Reihen wirklich zu ver
stehen, riissen wir sie im Komplexen betrachten. Winerlegen uns
zuréchst, dal die Reihen

2k+1 2k

z z
Z Z( )k(2k+1)| und Z( 1)k(2k),

fur aIIez eC konverg|eren: Wie wir augb des zweiten Kapitels wissen,
konvergiert eine Reihe mit komplexen Summanden insbesert#n,
wenn sie absolut konvergent ist, wenn also die Reihe mit desokt-
betiagen der Summanden konvergiert. In unseren diefr sind dies
die (reellen) Potenzreihen

iﬂ Z | | 2k+1 und Z |Z|2k
prd k'’ (2k +1)! (2k)!
und das sind A’YLOR-Relhen, von denen wir berelts gezeigt haben, daf
sie gegerel*!, sinh|z| beziehungsweise costf konvergieren. Somit
konvergieren auch die obigen Reihen.

Definition: Fur eine komplexe Zaht € C ist

oo
2k:+l Z2k:

oo z B
;k— sinz = Z( W und co&_;(_l)k(%)!.

Fur reelle Werte vor: stehen hier gerade dieaMLOR-Reihen dieser
Funktionen, von denen wir bereits wissen, dal’ sie gegerutiktiens-
werte konvergieren; die Definitiotiihrt also zum gleichen Ergebnis wie
die bisherigen Definitionen.

Wenn wir die Exponentialfunktionif eine rein imagiare Zahlz = iz
berechnen wollen, erhalten wir

(zw)k > z? z?
Z Z(_ D oar (20)! Z( Y oD (20 +1)!

! £=0

=cosz +:Sinz .
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Entsprechend ist™** = cosz — i sinz, also

T —1ix

cosz = Ree'® = %

und ) eix - efiw
sinz = Jme'* = -
27

Die gerade bewiesenen Formeln werden alsHgsche Formeln be-
zeichnet; mit ihnen lassen sich die trigonometrischen Ean&n auf
die erheblich handlichere Exponentialfunktionizckzufihren.

LEONHARD EULER (1707-1783) wurde in Basel gebo-
ren und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universit. Dort legte er zwei Jahre &f@r

die Magisterpiifung in Philosophie ab und begann mit
dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit
Beginn seines Studium unter Anleitung VOQHANN
BERNOULLI mit Mathematik besdiftigt. 1726 beendete

er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der
Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
antrat. Auf Einladung RIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preul3ische Akademie der Wissen-
schaften; nachdem sich das Valtnis zwischen den
beiden dramatlsch verschlechtert hatte, kehrte er 1766®a€etersburg ziick. Im glei-
chen Jahr erblindete er volistdig; trotzdem schrieb er rund digilte seiner zahlreichen
Arbeiten (73 Binde) danach. Sie enthalten bedeutende &gtzu vielen Gebieten der
Mathematik, Physik, Astronomie und Kartographie.

Die wichtigste Eigenschaft der reellen Exponentialfunkist die Funk-
tionalgleichunge™™ = e” - ¢¥; wir sollten uns deshalliberlegen, ob
diese auch im Komplexen gilt. Wir iissen also entscheiden, dlr f
beliebige komplexe Zahlen w gilt

x  _k S E_ o ( + )m
IO R
k=0 £=0 m=0

Wenn wir einfach naiv darauf losrechnen, ist
¢ oo o© k, £

ooz oow_ Z’LU_OO mzkwm—k
ZH';T_ kLo ";)(;k!(mk)!)

k=0 = == MY o
A & (m) ZPwm TR (z+w)™
=2 N\ ) ) T
m=0 k=0 m=0
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wie gewiinscht. Wie wir am Beispiel der ReilE,j';l(—l)k gesehen ha-
ben, ldnnen solche Umformungen allerdings bei unendlichen Reibe
widerspiichlichen und daher unsinnigen Ergebniss@mén; der obi-
gen Rechnung ist also nicht zu trauen. Um sie zu rechtfertiggssen

wir beide Seiten als Grenzwerte von Folgen auffassen urggaedald
beide Folgen gegen denselben Wert konvergieren, daf? eslajedem

e > 0einN € N gibt, so daf

V4 n m
w (z +w)
0 Z m! <€
m=0

ist fur allen > N. Da die Funktionalgleichung im Reellen gilt, wissen
wir, dai diesfir allereellenWerte vonz undw der Fall ist. Nach obiger
Rechung ist der abzusétzende Betrag gleich

- ()75

und nach der Dreiecksungleichung ist diéshstens gleich dem Betrag
von

(%)

K
=0 £=0

m=n+lk=m-—n

>3 ()

m=n+lk=m-—n

Das ist aber der Betrag der Differenz

n k
(=] + )m
Sl ik z (el )™

k=0 £=0

und dae?le/vl = el#I*1*l ist, wissen wir, daB es zu jedem> 0 einN ¢
N gibt, so daftlieseSumme @irn > N kleiner alse ist. Damit gilt aber
nach der Dreiecksungleichunigrfallen > N auch die Ungleichung,
und dies beweist die Funktionalgleichuag™ = e* - ¢ fir beliebige
komplexeZahlenz undw.

Als erste Anwendung betrachten wir die eher unhandlichedithuhs-
formeln fur die trigonometrischen Funktioneriifdie Exponentialfunk-
tion ist natirlich e**¥) = ¢**¢®_ Nach den BELERschen Formeln ist die
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linke Seite gleich cos(+ y) + i sin(z + y) und die rechte ist
(cosz + i sinz)(cosy + i siny)
=cosz coSy — sinz siny + i(sinz cosy + cosz siny) .

Dabher ist
cosfr +y) = cosz cosy — sinx siny

und
sin(x + y) = sinz cosy + cosz Siny .

Entsprechend lassen sich auch eesind sinnz berechnen.

Mit der Multiplikationsformel kbnnen wir auch den Wert vaii fir jede
komplexe Zahk = x +iy durch bekannte reelle Funktionen atistken:
Nach der gerade bewiesenen Funktionalgleichung und deerRSchen
Formeln ist

e* = e®(cosy +isiny).
In der Klammer steht eine komplexe Zahl vom Betrag

veogy +sity=1;

daher ist der Betrag vaet gleiche®. Da die reelle Exponentialfunktion
die reellen Zahlen bijektiv abbildet auf die positiven teelZahlen,
kann der Betrag vor® somit auch dir komplexez nie verschwinden,
die Exponentialfunktion nimmt also auch im Komplexen nia dféert
Null an.

Istw = u +iv eine komplexe Zahl vom Betrag eins, so liegt der Punkt
(u, v) € R? auf der Einheitskreislinie; somit gibt es einen Winlel
derart, daf = cosy undv = siny ist, alsow = €. Hat w einen
beliebigen Betrag > 0, so gibt es eir € R mit ¢* = r und, daw/r
den Betrag eins hat, ein € R mit e*¥ = w/r. Fir die komplexe Zahl

z =z +1iy ist daher

z — iy —

e“=e =e®-e=r.—=w.

w
r
Damit haben wir gezeigt, daf? es zu jeder komplexen ZahIC\ {0} ei-
ne komplexe Zaht gibt mite® = w; die komplexe Exponentialfunktion
bildet alsoC surjektiv ab aufC \ {0}. Im Gegensatz zur reellen Expo-
nentialfunktion ist allerdings die komplexe Exponentialtion nicht
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mehr injektiv: Da Sinus und Kosinus periodisch sind mit Béei 2r, ist
e” =" firallek € Z.
Insbesondere igf™ = 1. Erwahnenswert ist auch die Gleichung
e™ = cosr +isinT=—1,

die mit e, 7, dem Minuszeichen und der Eins gleich vier wesentliche
Symbole der Mathematik in Beziehung zueinander setzt. s$igbri-
gens auch der Ausgangspunit len 1882 veiffentlichten Beweis von
CARL LouIs FERDINAND VON LINDENMANN (1852-1939), daB nicht
nur eine irrationale Zahl ist, sondern sogi@nszendentgdas bedeutet,
daR~ im Gegensatz etwa z4/2 keine Nullstelle eines Polynoms mit
rationalen Koeffizienten ist.i e hatte dies @ARLES HERMITE (1822—
1901) bereits 1873 direkt bewiesefly fr benutzte INDENMANN die
Gleichunge™ = —1. Aus dem Beweis von INDENMANN folgt ins-
besondere, dalR das klassische Problem der Quadratur des<Knait
Zirkel und Lineal unbsbar ist.

Die EuLERschen Formeln erlauben auch eine neue Art der Darstellung
komplexen Zahlen: Jede komplexe Zahl# 0 laRt sich darstellen in
der Formw = e* = e” - ¥ mit einer komplexen Zaht = z + iy,
wobeir = e der Betrag vonw ist. Die Zahl Null hat den Betrag
null, also ARt sichjede komplexe Zahlz darstellen in der Formz =

re®¥ mit einer nichtnegativen reellen Zahl = |z| und einer reellen
Zahl p. Letztere ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache vene2ndeutig
bestimmt (undiir = = 0 sogar ¥llig unbestimmt); sie wird al&rgument

¢ = argz von z bezeichnet. Die Darstellung = re'? von z heilt
Polarkoordinatendarstellungon z.

In dieser Polarkoordinatendarstellung wird die Multiglilon und Divi-
sion komplexer Zahlen erheblich einfacher als in der kéxtsn kartesi-
schen Darstellunge®® - se'¥ = (rs)e’**¥), d.h. bei der Multiplikation
werden die Betige miteinander multipliziert und die Argumente ad-
diert. Dabei zeigt sich auch, dalR die Unbestimmheit des renis
durchaus ihren Sinn hat: Die Gleichungi] - (—i) = —1 wird in Polar-
koordinatendarstellung zu

637”/2 . e37rz/2 — e37rz =M= 1.
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Auch im Reellen ist die Polarkoordinatendarstellung getlich riitz-
lich: Statt durch die kartesischen Koordinaten {) kann man die Lage
eines Punktes ifR? auch festlegen durch seinen Abstandom Null-
punkt sowie den Winkep zwischen ihrer Verbindungsstrecke mit dem
Nullpunkt und derz-Achse. Die kartesischen Koordinaten lassen sich
ausr und leicht berechneiiber die Formeln

x=rcosp und y=rsing;
umgekehrt ist
und e mufd so berechnet werden, dal @osz/r und sinp = y/r ist.

Als letzte Anwendung trigonometrischer Funktiobohte ich noch eine
Funktion angeben, die zwar differenzierbar, zumindest inlpguinkt
aber nicht stetig differenzierbar ist; Wir setzen

_ J2?cost furz#0
/) {o firz=0"

Fur z # 0 haben wir nach deiablichen Rechenregeln die Ableitung

f'(z) = 2z cos= — z2sin> . — =2z cost +sint ,
T T T X X
und -
sy _ o hocosy —0 1
O = Jim, =y = i hosy =0,
die Ableitung existiert alsoiir alle z € R. Sie ist aber im Nullpunkt
nicht stetig, denn lip_, sin% existiert nicht einmal.

§5: Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel differenzierbare Funktionenriengelernt
als Funktionen, die sichim Kleinen* wie lineare Funktionen verhal-
ten. Dazu getren die meistengangigen” mathematischen Funktio-
nen, insbesondere alles, was aus Grundrechenarten untidhamkwie
der Exponentialfunktion, dem Logarithmus und den trigoetiiachen
Funktionen zusammengesetzt ist, solange man diese Foeftiour
anwendet, wo sie definiert sind und iadich auch nie durch die Null
dividiert.
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Fur diese Funktionen haben wir didbleitungdefiniert als die Steigung
derjenigen Geraden, durch die sich die Funktion am besterozimie-
ren aRt, also der Tangenten.

Fur grundlegende Funktionen konnten wir die Ableitungeneatmen;
die wichtigsten sind in der folgenden Tabelle zusammerfijefa

flx) = z",neR e’ logz sinz cosx
f'(x) = na" 1 e® 1 cosr  —sinz

T

Wir lernten auch Rechenregeln kennéber die sich Ableitungen zu-
sammengesetzer Funktionen berechnen lassen:

(f£9/@ = F@) £ 9@, (F9)@ = @)+ f@)g (@)
und G%F”W@‘WWW
g g9(x)?

AulBerdem gilt &ir die Hintereinanderausfirung von Funktionen die
Kettenregel

(f 0 9) () = f'(9())g'(x) -

Falls eine differenzierbare Funktiotft (a, b) — (¢, d) zwei (mdgli-
cherweise unendliche) Intervalle bijektiv aufeinandebikiet und
ihre Ableitung nirgends verschwindet, gibt es eidenkehrfunktion
g:(c, d) — (a, b), die ebenfalls differenzierbar ist; im Punkt= f(z)
gilt

1
f'(x)

Fur viele differenzierbare Funktionef(z) ist auch die Ableitung’(z)
differenzierbar; deren Ableitung bezeichnen wir als ziieeite Ablei-
tung f” (), und entsprechend definieren wir, sofern sie existienaeh a
hdhere Ableitungen.

qg) =

Fir eine mindestens-fach differenzierbare Funktiondkinen wir die
Funktionswerte in der Umgebung eines Punktepproximieren durch
das RYLOR-Polynom

(n)
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falls f sogar ¢ + 1)-fach differenzierbar ist, gibt es eine (0, 1), so
daf’ der Fehler dieser Approximation gegeben ist durch

(D) (. 4
£+ 1) = Ty (1) = R ) = = )
Fur eine beliebig oft differenzierbare Funktion, bei d&f,, ((h) fur
n — oo zumindest ir alle » mit einem Betrag kleiner einer geeigneten
Zahl § gegen Null geht, ist

fx+h)= Zf @), fur alleh mit |h| <& .

Solche Funktionen helﬁeanalytisch.

Wichtige analytische Funktionen sind
_ )k 2k 1)k 2k+1

( (=
Zkl, cosz = Z o0 und sinz = Z Grr D

Uber diese Reihen Iassen sich die genannten Funktlonerftam.behe-
bigekomplexéArgumente definieren. Polynomfunktionen sind ebenfalls
analytisch.

Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sirabsisch
definiertiiber Winkel in eine rechtwinkligen Dreieck: Iat dort einer
der Winkel, ist
. Gegenkathete Ankathete
sina=————— und cosx= ——.
Hypothenuse Hypothenuse
Uber die Koordinaten von Punkten auf dem Einheitskreis habie
diese Funktionen erweitert zu Funktionen auf g&nand gesehen, &b
sie via den Umweg@ber komplexe Zahlen mit derueEErRschen Formeln
in Beziehung zur Exponentialfunktion gebracht werdénren:
ezz o efzw ezw +e~ LT
e'® = cose +isinz, sint= ———— und cost= ——
2i 2
Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich viele klassische Bleaigen zwi-
schen trigopnometrischen Funktionen einfach herleiterebemgsweise
beweisen.



