Kapitel 2
Folgen und Funktionen

Im ersten Kapitel haben wir, ausgehend von deriiiahen Zahlen,
den Zahlbegriff so erweitert, daf3 wirgglichst viele Rechen- und Ver-
gleichsoperationen durditiren bnnen; Ziel war vor allem die Kon-
struktion der reellen und der komplexen Zahlen. Wesergti¢hegen-
stand der Analysis sind allerdings nicht Zahlen, sondererdgeiande-
rung: Wir interessieren ungif die zeitliche Entwicklung einer @Re
oder fir die Abrangigkeiten zwischen verschiedenerb@en, um so
Entwicklungen und Zusammeahge zu beschreiben und eventuell so-
gar vorhersagen zuiknen.

Da sich viele Gol3en ldchstens mit einer begrenzten Genauigkeit er-
mitteln lassen und wir bei komplizierten Rechnungen meist rau-
merische Nherunggisungen angewiesen sindjussen wir uns da-
bei auchiiberlegen, wie unsere Aatze auf kleine oder auch @fe-

re Variationen der Einganggi®en reagieren; wenn ein Modell prak-
tisch ritzlich sein soll, drfen kleine Veanderungen der Ausgangs-
daten nicht zu dramatischen ¥mderungen bei den Endergebnissen
fuhren.

Um dies quantitativ fassen zwhknen, wollen wir zuachst den Begriff
desAbstandsabstrakt definieren. Das mag auf den ersten Blibkr-
flussig erscheinen, da wir schliel3lich alle aus der Schulsemiswas
Abstande sind und wie man sie berechnet. Wir werden aber gleich se
hen, daB je nach Anwendung durchaus verschiedene Deferitidas
Abstands zweier Punkte sinnvoll seiidnen: Gerade bei wirtschaftli-
chen Anwendungendmgen die Kosten eines Transports beispielsweise
selten vom geometrischen Abstand ab, sondern von konyéeizu
berechnenden Abstandsmafien.
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Auch wenn es in dieser Vorlesung fast ausschlieBlich unter@ahlen
geht, ndchte ich die entsprechenden Definitionen gleich so bringen
dafd sie auchifr mehrdimensionale &ime anwendbar sind. Da wir in
einer dreidimensionalen Welt leben, uns meist auf zweidsianalen
Flachen bewegen und auch auf solcheiichen schreiben, haben wir
deutlich mehr Erfahrung mit zwei- oder dreidimensionalemstruk-
tionen als mit eindimensionalen, so dalR zweidimension&lisiele
wahrscheinlich anschaulicher sind als eindimensionale.

81: Metrische Raume
Von einem veriinftigen Abstandsbegriff erwarten wir, da3 er minde-
stens die folgenden drei Forderungerudtf
e Entfernungen &ngen nicht von der Richtung ab: Von Mannheim
nach Heidelberg ist es genauso weit wie von Heidelberg naaimivi
heim.
e Entfernungen &nnen nicht negativ sein und sind genau dann gleich
Null, wenn Anfangs- und Endpunkbereinstimmen.

e Durch Umwege lassen sich Entfernungen nicht uezkn: Die Ent-
fernung von Mannheim nach Heidelberg ist nichb@er als die
Summe der Entfernungen von Mannheim nach Karlsruhe und von
Karlsruhe nach Heidelberg.

Dementsprechend definieren wir

Definition: Eine Metrik auf einer MengeX ist eine Abbildung, die je
zwei Elementerr,y € X eine reelle Zahfi(z, y) zuordnet, so daf gilt:
1) Rirallez,y € X istd(z,y) = d(y, z) (Symmetrie)
2.) d(z,y) > Ofurallez,y € X mitGleichheit genau dann, wearn= y

ist (positive Definitheit)
3.) d(z, z) < d(z,y)+d(y, z)furallex, y, = € X (Dreiecksungleichung)
Die Menge X zusammen mit dieser Metrik bezeichnen wir als einen
metrischen Raum.

Der NameDreiecksungleichungommt natirlich daher, daf3 drei Punkte
x,y, z ein Dreieck definieren; die Ungleichung besagt, dal3 daleei di
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Summe zweier Seiten nichtikzer sein kann als die dritte:
d(z, 2)

T z

d(z,y d(y, 2)

Als Beispiel lonnten wir etwa die Menge& aller deutscher &tte
betrachten undifr zwei Sédte z,y die Entfernung zwischen deren
irgendwie festzulegenden Zentren é(g, y) definieren.

In dieser Vorlesung wirdX meist die Menge der reellen Zahlen sein,
anschaulicher wird der Begriff der Metrik aber, wenn wir @ahst die
reelle Zahleebenebetrachten. Wie aus der Schule gewohnt, identifizie-
ren wir deren Punktéber ein kartesisches Koordinatensystem mit der
Menge aller Paarex(y) von reellen Zahlen, also mit

R* = {(z,9) |2,y €R} .

Fur die Definition einer Metrik haben wir verschiedenégdlichkeiten.
Die bekannteste davon ist figich der, Ubliche" Abstand aus derle
KLIDischen Geometrie.iF zwei Punkte £, y) und (, v) ausR? kann
er leichtiiber den Satz desyPHAGORAS bestimmt werden:

(z,y)

|y—’U| d((x*y)* (u,v))

(.I,’U) |I 7’UJ‘ (uv ’U)

Die Verbindungsstrecke der beiden Punkte ist die Hypotberdes
rechtwinkligen Dreiecks mit Eckenc(y), (z,v) und (u,v); die Ka-
theten sind parallel zu den Koordinatenachsen und habebh&figen
|z — u| beziehungsweislg — v|. Die Lange der Verbindungsstrecke ist
daher wieder

dpg ((@,9), (u,v) = V(@ — w2 +(y — v)2.
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Die so definierte Abbildungl; bezeichnen wir als die EkLIDische
Metrik auf R?.

Um dies zu rechtfertigen, iissen wir ndirlich nachweisen, dag
wirklich die drei Forderungen an eine Metrik @lf. Mit der ersten,
der Symmetrie, gibt es keine Probleme: Wenn wiry) und (u, v)
vertauschen, wirda( — u)? ersetzt durch« — z)? und @y — v)? durch
(v — y)?; dadurchandert sich narlich nicht das geringste.

Auch die zweite Forderung, die positive Definitheit, istigemlos: Un-

ter der Wurzel steht eine Summe zweier Quadrate; wie wiremissind
diese stets @f3er oder gleich Null; insbesondere ist also die Quadrat-
wurzel wirklich eine reelle Zahl — was wir streng genommegeeailich
gleich zu Beginn als Rechtfertigung der Definitioatten nachweisen
milssen. Beim gegerawtigen Stand der Vorlesung sollten wir aber schon
so weit sein, dal ein so einfaches Argument stillschweigibedgangen
werden kann. Auch das, worum es bei der zweiten Forderumgtich
geht, ist klar: Nach Definition der Quadratwurzel einerlexelZahl ist
diese stets nichtnegativ, und wenn sie Null ist, mul3 auobrutgr Wur-

zel eine Null stehen. Dort steht aber eine Summe zweier Qtedtie
kann nur dann verschwinden, wenn beide Quadrate verscbw;jmuhd
das wiederum ist nur danndglich, wenn beidesmal die Null quadriert
wird. Also istz —u =y —v =0, d.h. @, u) = (y, v). Umgekehrt ist in
diesem Fall natrlich d ((, y), (u, v)) = 0.

Bleibt noch die dritte Forderung, die Dreiecksungleichuifgy diese
kdnnen wir uns hier auf die klassische#tIDische Geometrie berufen,
die uns in der Tat lehrt, daf3 in jedem echten Dreieck die Sunvneger
SeitenBingen goblRer ist als die Ange der dritten Seite; wenn das Dreieck
zu Strecke entartet, haben wir Gleichheit.

Natirlich kann man die Dreiecksungleichung auch explizit mach-
nen; ohne den Gebrauch von Vektoren ist diese (an eineeSteth
etwas trickreiche) Rechnung allerdings ziemlichibersichtlich. Da
die Dreiecksungleichung in der Linearen Algebra ohnehireimem
allgemeineren Zusammenhang bewiesen wird, sei hier aghewch-
nerischen Beweis verzichtet.

Nicht nur in der Ebene, sondern auch im Rauomiken wiriiber den
Satz des PTHAGORAS einen BJKLIDischen Abstand berechnen: Dort
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haben wir drei Koordinaten, wir rechnen also in
R3 d:ef {(x,y,z) | T,Y,2 € R} .

Um den klassischen ukLiDischen Abstand zwischen zwei Punkten
(z,y,2) und @,v,w) zu berechnen, beginnen wir mit dem Abstand
zwischen den beiden Punkten §/, w) und (u, v, w). Diese liegen beide
in der Ebene, in der die dritte Koordinate konstant gleiclist. Die
Punkte &, y, w), (x, v, w) und (, v, w) aus dieser Ebene sind die Ecken
eines rechtwinkliges Dreiecks, und wir sind in derselbdnadion wie
oben beim Dreieck mit Eckenc(y), (x,v) und (u,v): Der Abstand
zwischen £, y, w) und (u, v, w) ist nach RTHAGORAS

Ve —u@+(y —v).
Nun gehen wir in die Ebene, die auf der gerade betrachtetdmessht
steht und die Gerade durch die Punktey, w) und @, v, w) enthalt.

(@,y.2)

(,y, w) d((z,y, 2), (u,v,w))
y — vl

(u, v, w)

(z,v,w)

|z = ul

Dort liegt auch der Punktz( y, z) und bildet zusammen mit diesen
beiden Punkten ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypuotbe die
Strecke zwischen( y, z) und (u, v, w) ist. Das Quadrat ihrednge ist
nach FTHAGORAS die Summe der Quadrate aus démige der gera-
de berechneten Strecke sowie dem Abstand der Pumkie ) und

(z,y,w). Diese beiden Punkte liegen auf einer Geraden parallel zur

z-Achse; ihr Abstand ist alsiez — w|. Der gesuchte Abstand ist somit
dE ((.’E, Y, Z)a (ua v, w)) d:f \/(l’ - u)2 + (y — ’0)2 + (Z — w)2 .
e

Wenn wir die Dimension noch weiter grhen wollen, veARt uns die
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Anschauung, aber zumindest im Prinzip ist alles klar: Beik®en aus
demn-dimensionalen Raum

R" d:ef{(xl,...,xn) | 2T GR"}
konnen wir uns schrittweise hocharbeiten von der Ebenen zum

dimensionalen Raum, und indem wir den Satz deBHRGORAS (n — 1)-
mal anwenden, erhalten wiiiif den Abstand zweier Punkte die Formel

dp (@, ), G- 0a) =

Auch hier missen wir uns wiedeiiberlegen, dal’ dies wirklich eine
Metrik definiert. Bei der Symmetrie und der positiven Defieit kdbnnen
wir genauso argumentieren wie im zweidimensionalen Fal] die
Dreiecksungleichung folgt auch hier aus der klassischeq.i&ischen
Geometrie: Zwar war dort nie von einemdimensionalen Raum die
Rede, aber auchif n > 3 spannen drei Punkteédbhstens eine Ebene
auf, so dal3 wir es auch hier mit gétanlichen Dreiecken zu tun haben.
Im Ubrigen wird die Dreiecksungleichung wie bereits &hnt in der
Linearen Algebra in einer Form bewiesen werden, die ingies@
auch den hier betrachteten Fall einschlieft.

Damit haben wir die BkLIDische Metrik fir beliebige Dimensionen
erklart; was uns in dieser Vorlesung wirklich interessiertailgtrdings
nur der Falln = 1. Dort haben wir die Formel

dp(z,y) =@y —x)? =y — x|,

und das ist nalrlich die offensichtliche Weise, wie man im Eindimen-
sionalen einen Abstand definiert. Wir bezeichnen dieseiké#aher als
die Standardmetrilauf R = R* und werden zumindest in der Vorlesung
nie eine andere benutzen.

In hdheren Dimensionen freilich kann di@E_iDische Metrik durch die
Quadratwurzel in ihrer Definition gelegentlich recht unamghm wer-
den. AuRRerdem liefert sie auch nicht immer das, vieefne gegebene
Anwendung den richtigen Begriff vofNahe" formalisiert. Wenn wir
beispielsweise ein nichtlineares Gleichungssystemrmnmidnbekannten
[6sen wollen, sind die isungen Punkte al®®. Nur in seltenen &llen



77 Analysis | SS2009

haben wir die Mglichkeit, diese exakt zu berechndihlicherweise
missen wir uns mit Bherunggisungen zufrieden geben. Oft sind die
einzelnen Komponenten debsung fir sich selbst interessanted®en,
von denen wir gerne wissendohten, mit welcher Genauigkeit wir sie
kennen. Bei der @xLIDischen Metrik kbnnten, geradelf groRe Di-
mensionem, hohe Genauigkeiten einiger Komponentedi3gre Fehler
bei anderen kaschieren. In solcheillén arbeitet man besser mit der
sogenannten Maximums-Metrik

dmax((ml,...,mn), (yl,...,yn)) dzf max{\yi — x| | 1=1,... ,n} .

Auch dies ist eine Metrik auR™: Die Symmetrie ist wieder klar, da
ly; — x;| = |z; — y;| fur alled, und auch die positive Definitheit folgt,
analog zum Fall der &LiDischen Metrik, daraus, dal’ Batre nie ne-
gativ und abgesehen vom Fall der Null stets positiv sindibBldie
Dreiecksungleichung, die wir hier wirklich nachrechneissen — was
zum Glick aber deutlich weniger Aufwand erfordert, als der emtspr
chende Nachweidif die EuKLIDische Metrik: Wir gehen aus von drei
Punkten &,,...,z,), Y1,---,y,) und (q,..., z,) ausR™. Fir jeden
Indexi ist dann

lzi — @i = [(z — ya) + (i — @) < (2 — wil +|ys — @

S d((zlv Tt Zn)v (ylv s 7yn)) + d((ylv Tt yn)7 (331, s ,.Z‘n)) ’
denn die Metrik ist ja jeweils das Maximum der Betragsdéfezen. Da
diese Abschtzung fir alle i gilt, gilt sie insbesonderelif das (nicht
notwendigerweise eindeutig bestimmte)fir das|z; — x;| maximal
wird, und dieses Maximum ist der Abstand zwischep (.., z,) und

(21, ..,2,) In der Maximums-Metrik. Damit ist die Dreiecksunglei-
chung bewiesen.

Im Spezialfalln = 1 wird die Maximums-Metrik offensichtlich zur
Standardmetrik, und das gilt audirfdie dritte Metrik aufR™, die hier
noch kurz enahnt werden soll:

Die Taxi-Metrik (oder Manhattan-Metrik) al#™ ordnet zwei Punkten
(z1,.-.,2,) € R"und @y, ...,y,) € R" den Abstand

n
dtax((mlu LR mn)v (y17 . 7yn)) d:ef Z |yl — .Z'Z|
=1
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zu. Symmetrie und positive Definitheit zeigt man genausoheieder
Maximums-Metrik, und fir die Dreiecksungleichung issen wir ein-
fach die Ungleichungefx; — z;| < |z; — y;| + |y, — =;| aufaddieren:

n
dtax((xla e awn)a (Zla sy zn)) = Z |Z1 - xi|
n n =1
< Z|Z1 _yi“—zwi -z
=1

i=1
= dtax((xla ey Q?n), (yla e )yn)) + dtax((yly R yn)) (zla sy Zn))

Die Taxi-Metrik hat ihren Namen daher, daf3 Entfernungentéd@n,
z.B. in den Mannheimer Quadraten, aus der Sicht eines tagifiden
Passanten nichts mit der Luftlinie, demvi.iDischen Abstand, zu tun
haben, sondern mit dem Straf3enverlauf. Im Falle eineswattlig or-
ganisierten StralBennetzes sind dies bei jeder entferaptigglen Rou-

te genau die durch die Taxi-Metrik berechneten. Der NMaahattan-
Metrik kommt natirlich daher, daf das rechtwinklige Straf3ennetz von
Manhattan noch bekannter ist als das der Mannheimer Irexnst

Gelegentlich werden in dieser Vorlesung auch die kompleanen
ein Gastspiel geben; in Analogie zur StandardmetrikRufefinieren
wir eine Metrik aufC durch die Vorschrift

d(z, w) = |z —w] .
Schreiben wir = x + iy undw = u + iv, SO ist
d(z,w) = |(& — u) +ily — v)| = V(& — u)?+ (y — v)?;
identifizieren wir die komplexe Zaht + iy also mit dem Punkta, y)
der reellen Zahlenebene, so ist dies gerade dewiBische Abstand

der beiden Punkte. Insbesondere ist damit klar, da? dieedbédinition
wirklich auf eine Metrik fihrt.

Dies soll uns an Beispielen gégen; wie bereits mehrfach eghnt,
wird es in dieser Vorlesung im wesentlichen ohnehin nurRimit der
Standardmetrik gehen. Allgemeine Aussagdrer metrische Bume
interessieren uns deshalb hier noch nicht besonders; migeevenige
Aussagen, bei denen dies gegbar einem direkten Beweis nuirfR

zu keinem gofl3eren Aufwandifhrt, sollen allgemein bewiesen werden.
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Eine solche Aussage ist eine Veractung der Dreiecksungleichung, die
d(z, z) auch nach unten absitat:

Verscharfte Dreiecksungleichung: Fur drei Elemente, y, z eines me-
trischen Raum& mit Metrik d gilt stets

Beweis:Die rechte Ungleichung ist die in der Definition einer Metrik
postulierte Dreiecksungleichung; wiriresen also nur die linke bewei-
sen. Da der Betrag einer reellen Zahl entweder die Zahl tsistbsder
ihr Negatives, riissen wir zeigen, dal3

d(xa y) - d(ya Z) S d(xa Z) und d(ya Z) - d(xa y) S d(xa Z)
ist. Dazu wenden wir die Dreiecksungleichung aaist an aufi(z, y)
und erhalten mit als Zwischenpunkt

d(.fL‘, y) S d(m7 Z) + d(Z, y) Oder d(m7 y) - d(y7 Z) S d(m7 Z) ’
wobei wir fur die zweite Formel auch die Symmetrie vé@ausgenutzt
haben. Entsprechend folgt

d(ya Z) § d(ya l‘) + d(l‘a Z) Oder d(ya Z) - d(l‘, y) S d(l‘a Z) .

Damit ist die verscérfte Dreiecksungleichung bewiesen. .
Speziell fir X = R oderX = C wird die verschrfte Dreiecksunglei-
chung zur Ungleichung

lz—yl—ly—zl| < |z -2l <|z—y|+]y— 2|,

die uns im weiteren Verlauf der Vorlesung gelegentlichztich sein
wird. Insbesondere folgtif y = 0 die Ungleichung|z| —|z|| < |z — z|.

Wir interessieren unsif Metriken, weil wir pazise definieren wol-
len, was es bedeutet, daR uns ein Verfahren zur ProduktiomNabe-
rungsbsungen, wie etwa das VOreRoN, bei hinreichend &ufiger An-
wendung beliebig genauealNerungen liefern kann oder auch weil wir
wissen wollen, ob eine Funktion uns auch dann noch zumindde-
rungsweise gute Werte liefert, wenn wir als Argument nighee ex-

akten Wert wiey/2 einsetzen, sondern nur eine taschenrechner- oder

computergenaue &herung. Diesifhrt auf die folgenden Definitionen:
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Definition: Die Folge ¢,,),,cy vOn Punkten eines metrischen Raukhs
konvergiertbeziglich der Metrikd gegen den Punkt € X, wenn die
Folge (d(z,z,)), . der Absainde zwischer undz,, eine Nullfolge
ist, wenn es alsdif jedes: > 0 einny € N gibt, so dal¥i(z, x,,) < efur
allen > ngy, Wir bezeichnen danm als denGrenzwertoderLimesder
Folge und schreibem = lim z,,. Eine Folge hei3konvergentwenn

n—oo
es einen Punkt € X gibt, gegen den sie konvergiert.

Natirlich gibt es fir eine beliebige Folge keinerlei Grund, warum sie
konvergieren sollte; um einen ersten Eindruck davon zuineken, was
hier passieren kann, wollen wir einige Folgen in der reellehlenebene
betrachten.

Fangen wir an mit der Folge aus den Paargp ¢,,) € R? mit

az:n:l+§ und yn:Z—f.
n n
Wenn unsere Definition sinnvoll ist, sollte diese Folge undedgig von
der Metrik gegen den Punkt (2) € R? konvergieren. Beiglich der
EukLIDischen Metrik aufR? ist der Abstand

e @)=y (3]« (4] =222,

und die Zahlen %n bilden natirlich eine Nullfolge: FEir jedes vorge-
gebenes > 0 ist 5/n < ¢ fur alle n ab der kleinsten nétlichen
Zahlng groRer oder gleich &. Geometrisch betrachtet liegen die Punk-
te (z,,,y,,) alle auf der Geraden durch den Punkt)Imit Steigung 43,
und gehen auf dieser schnurstracks gegen den Grenzwe)t (1

Als nachstes betrachten wir die Folge der Punkig §,,),,cy Mitz,, = n
undy, = n?. Diese Punkte liegen offensichtlich alle auf der Parabel
y = 2 und entfernen sich immer weiter vom Nullpunkt sowie auch von
jedem anderen Punkte der Ebenen. Diese Folge ist also cfidich in
keiner der oben definierten Metriken konvergent.

Beim HErRON-Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel haben wir
rekursiv definierte Folgen kennen gelernt; imth kdnnen wir auch
Folgen imR? rekursiv definieren. Wir&nnen etwa ausgehen von einem
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festen Punkt#y, y) = (1, 0) und dann definieren

—_ (4 3 3 4 0
(xna yn) - (Exn—l - Eyn—l) Exn—l + Eyn—l) far allen eN.

Die folgende Abbildung zeigt die ersten drei3ig Punkte elidslge,
wobei das Paarx,,y,) dargestellt ist durch eine Scheibe, in der die
Zahln steht:
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Laut Bild liegen alle Punkte auf einem Kreis um den Nullpynktd in
der Tat ldnnen wir das auch leicht durch Nachrechnendtaggn: Fir
n > list der EUKLIDische Abstand des Punkis,{, y,,) vom Nullpunkt
die Wurzel aus

— (4 2

mfl + yfz - (ngnfl - %ynfl)z + (gxnfl + gynfl)

— 16,.2 24 9,2 9 ,..2 24 16,2
- 2_5$n71 - 2_5"En71yn71 + 2_5yn71 + Z‘,$n71 + 2_5"En71yn71 + Z‘,ynfl

— .2 2
—Tp_1 + Yn—1-

der Punkt ¢,,,y,,) hat also den gleichen Abstand vom Nullpunkt wie
sein Vorganger. Induktiv folgt daraus, dafd alle Punkte den gleichen
Abstand vom Nullpunkt haben wie der Punk(y,), und fur den ist
der Abstand offensichtlich gleich eins.

Die Punkte ¢,,, y,,) liegen also alle auf dem Kreis mit Radius eins um
den Nullpunkt, allerdings ist nichts davon zu sehen, daBisfedort auf
einen festen Punkt zubewegen. Wenn man die entspreche redeiff&
aus der Linearen Algebra kennt, kann man leicht zeigen, daRahkt
(z,,,v,,) aus dem Punktx,_4,y,_4) entsteht durch Drehung um den
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Nullpunkt mit einem festen Winket; hier ist dieser Winkel der Arkus-
kosinus vong—"; das sind ungéthr 3686989765. Damit ist klar, daf3 die
Folge dieser Punkte uriiglich gegen einen festen Punkt konvergieren
kann: Wenn ein Punkiz(,, y,,) aus der Folge in der &he eines festen
Punkts {,y) liegt, kann unniglich auch sein umx weitergedrehter
Nachfolger dort liegen. Diese Folge ist somit nicht konesry

Eine leichte Modifikation macht sie konvergent: Wir stangader mit
(g, yo) = (1,0), setzen jetzt aber

_ (5 1 1 5 -
(x,,,Y,) = (gmn% —3Yn_1> 3T, 17 gynfl) furallen € N.

Jetzt legt die Abbildung der ersten dreil3ig Punkte die Véumg na-
he, daR sich die Folgenglieder wohl spidathig an den Nullpunkt
anrahern:
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Wir vermuten daher, daf die Folge gegen den Nullpunkt kgmnesr

Um diese Vermutung zu beweisen, vergleichen wir wieder destand

eines Punktsa,, y,,) vom Nullpunkt mit dem seines Voémgers. Das
Quadrat dieses Abstands ist

2 2

2 _ (5 1 2,1 5
Tn + Yn = (Exnfl - §yn71) + (§$n71 + éynfl)
— 25,2 10 1,2 1,2 10 25, 2
= 36Tn-1 " 18¥n-1Yn-1 + 9Yn—1 + 9ln—1 + 18Ln—1Yn—1 + 36Yn—1

_29.2 29, 2
= 36Tn-1 1 36Yn—1>
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also ist

d((z,,,y,), (0,0)) = ?d((rn_l,yn_l), (0,0)) furallen >1.

Da der Punkt £y, yp) = (1,0) Abstand eins vom Nullpunkt hat, folgt

induktiv: "
(@12, (0.0)) = (@9) .

Wir missen zeigen, daf3 dies eine Nullfolge ist, da3 es also zmjede

e > 0 einn, gibt, so daR/29/6)" fur jedesn > n, kleiner alss ist.

Dazu sclatzen wir zudchst die Basis/29/6 nach oben ab: 29 liegt

zwischen 5 und &; zwischen diesen beiden Zahlen Iie@té 171 und
(5+3)?=5"+2-5-1+1=30} >29.

Daher ist

V29 11 11 v29\  [/11)"

% 2.6 12 und 5 <<1—2>

Fur ein festes: ist offenbar %)” < g genau dann, Wenn}—i)" >1/e
ist. Die linke Seite knnen wir abschtzen nach der Ungleichung von
BERNOULLI, die wir am Ende von Kap 3 bewiesen haben: Danach ist

=) =(1+= +— furallen > 2.
<1l> <1 11) >1 11 fir allen > 2

Die Ungleichung 1 +2/11 > 1/¢ ist insbesondere dann &lit, wenn
n > 11/e ist; fur jede nafrliche Zahlny > 11/ und (wegen der
Ungleichung von BRNOULLI) ny > 2 ist damit auchiir jedesn > ny

d((z,, 9., (0,0)) = (?) - (i-i) .

Damit haben wir gezeigt, daf? die Folge def (y,,) gegen den Nullpunkt
konvergiert.

Um noch eine weitere Art von dynamischem Verhalten kennlenzu
nen, modifizieren wir die Rekursionsvorschrift noch einriéi starten
wieder mit &g, yo) = (1,0), setzen jetzt aber

_ (5 6 6 5 -
(T Y,) = (7%—1 — 7Yn-1 7Tp_1 7t 7yn—1) fur allen € N.
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Betrachten wir wieder die Abdhde vom Nullpunkt, so gilt hierif
deren Quadrate die Beziehung

EL + yrzz = (%xn—l - %yn—l)z + (%xn—l + %yn—l)

— 25,2 60 36,2 36,.2 60 25, 2
= 29%n-1 " 29Ln—-1Yn—-1 + 29Yn—1 + 29%n—1 + 29Ln—1Yn—1 + 29Yn—1

—61,2 L6172

2
T

= 29%n—-17 29Yn—1:
also ist
d((mna yn)7 (07 0)) = @d(("rnflv ynfl)a (Oa 0)) far allen Z 1.

Da der Punkt £y, y5) = (1,0) Abstand eins vom Nullpunkt hat, folgt
wieder induktiv:

d((,, 9,), (0,0)) = <“f_1> .

Da 7 = 49 < 61 ist, wird hier der Abstand vom Nullpunkt immer
groRer, zumindest gegen den Nullpunkt konvergiert diesed-algo
sicher nicht.

6
16

17

q 15

10 2

14

12
L. 13

Um zu sehen, dal3 sie auch gegen keinen anderen Punkt kameergi
kann,Uberlegen wir uns zuichst, dafd der Abstand von,( y,,) zum
Nullpunkt beliebig grol? werden kann, dal3 es algpjéde Schranke



85 Analysis | s$2009

M € R einny € N gibt, so dal der Abstand zwischen den beiden
Punkten gblRer alsM ist. Dazu verwenden wieder die Ungleichung von
BERNOULLI: Da das Quadrat voni7mit 562 kleiner ist als 61, ist

A((@1,). 0.0)) = (@)

(7 (14 TN
7) 14 14~ 14°
und das ist gif3er alsM, wennn grofRer ist als die kleinste riatiche
Zahlng groRRer oder gleich 14/

Wenn es nun einen Punkt,(y) € R? gabe, gegen den die Folge der
(@, ¥n)nen Konvergiert, so gbe es insbesonderigre = 1 einn, € N,
so dal der Abstand zwischen {) und (,,, y,,) fir allen > n, kleiner
als eins viare. Somit vére fur allen. > n, nach der Dreiecksungleichung

d((@ 0 ¥,), (0,0)) < d((zp59,)s (,9)) +d((z, ), (0,0))
<1+d((z,y), (0,0)).
Andererseits haben wir bei unserer Folge jedesM, also auch ir
M = 1+d((z,y), (0,0)), einng, so dakd((z,,y,), (0,0)) > M fur
allen > ng. Istn > ngundn > nq, So haben wir hier zwei einander

widersprechende Ungleichungem élen Abstand zwischenr, y,,) und
dem Nullpunkt, also kann die Folge nicht konvergieren.

Als letztes Beispiel betrachten wir die Folgg,(,,),,cx., die vom Start-
wert (zg, yo) = (0,0) ausgeht undifr n € N das Folgengliedd,,, v,,)
rekursiv definiert durch

Ty =Yp a1t 1- 174"17%71 und Yn = 0’3337171 '

33 0.4
10 o4 4 2218 31 PN
0.2 %P, 27
7 28
26 383@!1 o
-1 -0.5 0 0.36@ #231532
s O P
18
34 0.4

Hier gibt uns das Bild keinerlei Hinweis auf das Konvergeathalten;
die Punkte £,,,y,,) bewegen sich anscheinend ziemlich planlos und
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chaotisch auf oder zumindest in deéihe einer etwas seltsamen Kurve.
In der Tat haben wir es hier mit einem sogenannten chaotisSlye
stem zu tun; es wurde einggfrt von dem franiasischen Mathematiker
und Astronomen McHEL HENON (*1931) vom Observatoire de lab@
d’Azur in Nizza in seiner Arbeit

M. HENON: A Two-Dimensional Map with a Strange Attractor,
Commun. Math. Phy&0 (1976), S. 69—77

(Tatsachlich betrachtete er an Stelle der Konstanten 1,4 unddig-b
bige Parametes undb und legte sich auch nicht auf einen bestimmten
Startwert fest; seine numerischen Experimente (mit eimregrpmmier-
baren TaschenrechnerlHrte er aber mit den hier verwendeten Werten
durch.) Mit Methoden, die jenseits einer Vorlesufgalysis Iliegen,
konnte HENON diese Folge genauer untersuchen; insbesondere folgt aus
seinen Ergebnissen, daf3 sie &atdich nicht konvergiert.

Diese Beispiele sollen ungifs erste geiigen; sie zeigen, daf? sich Folgen
in sehr unterschiedlicher Weise verhaltémhken und dal3 Konvergenz
alles andere als selbstvetstlich ist.

Trotzdem sind gerade die konvergenten Folgen wichitiguihs, denn

da wir reelle Zahlen meist nuéherungsweise in den Griff bekommen,
kdnnen wir die losung eines Problems oft nur angeben durch eine gegen
diese losung konvergente Folge. Sinnvoll ist dastmiét¢h nur, wenn
diese Folge nur gegen einen Grenzwert konvergiert; wir emolins
daher zum Abschlul? dieses Paragraphen ridmrlegen, daf? dies in
metrischen Rumen stets der Fall ist:

Lemma: Eine konvergente Folgec(),,cy in einem metrischen Raum
X mit Metrik d konvergiert gegegenaueinen Grenzwert.

Beweis:Wir nehmen an, die Folge iivde sowohl gegem als auch
gegeny konvergieren. Zu jedem > 0 gibt es dann eim; € N, so dafl3
d(z,,) < 3cistfirallen > n, und einn, € N, so dafi(y, z,,) < 3¢

ist fur allen > n,. Fur allen ab dem Maximunm, = max,, n,) der
beiden Zahlen ist dann nach der Dreiecksungleichung

d(z,y) < d(,,) + d(z,,y) = d(w,,) +dly,2,) < 5+ 5 =<



87 Analysis | S$2009

Wenn der Abstand zwischenundy aber fir jedess > 0 kleiner alss

ist, muf3 er gleich Null sein, und das ist nach Definition eMetrik nur
moglich fur x = y. Somit ist der Grenzwert einer konvergenten Folge
eindeutig bestimmt. .
Erst damit ist die Bezeichnung lim, . z,, wirklich gerechtfertigt; bis-
lang war noch nicht klar, da3 dieser Weiit fede konvergente Folge
eindeutig bestimmt ist.

§2: Folgen reeller und komplexer Zahlen

Wir spezialisieren uns nun auf diarfdie Analysis Iwichtigen Folgen,
also auf Folgen reeller Zahlen. Da sich auch komplexe Zatdthst bei
der Losung rein reeller Probleme immer wieder algatich erweisen
werden, wollen wir, soweit dies ohne nennenswerten Zusbtzand
moglich ist, unsere Resultate gleich auéin Folgen komplexer Zahlen
beweisen.

Die einzige Metrik, die wir hier betrachten, ist sowohl im déRen

als auch im Komplexen die Metrik mid(z,y) = |z — y|; eine Folge
(z,)ncn Konvergiert also genau dann gegen eine reelle oder komplexe
Zahlz, wenn es zu jedem > 0 einng € N gibt, sodallz — z,| < e

fur allen > ng. Das ist narlich gleichbedeutend damit, daf3 die Fol-
ge der Differenzend — x,,),,cy €ine Nullfolge ist. Insbesondere sind
die uns bereits bekannten Nullfolgen genau die Folgen, etieg Null
konvergieren.

Beginnen wir zuAchst mit einigen einfachen Folgen, die uns zeigen, daf}
es selbst hier im Eindimensionalen schon eine Vielzahl vamlih-
keiten fir das Langzeitverhalten einer Folge gibt.

Fur zwei natirliche Zahlena,b € N kennen wir aus der Schule die
Division mit Rest: Es gibt zu und b stets zwei eindeutig bestimmte
Zahleng,r € Ny, so dafla = gb+r ist mit 0 < r < b. Man schreibt
dann

a:b=qRestr,

und wir bezeichnen den Divisionsresalsa modb, gesprochena mo-
dulo b. Mit dieser Bezeichnung definieren wiirfeine feste néitliche
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Zahlm eine Folge £,,),,cy durch die Vorschrift
= n modm .

x
™ def

Fur m = 1 erhalten wir die konstante Folge, derémmiliche Glieder
gleich Null sind; schlielich ist jede radiche Zahl ohne Rest durch
eins teilbar. Diese Folge ist natich konvergent mit Grenzwert Null.

Fur m = 2 istz, = O fur geraden und z,, = 1 fur ungerade; die
Folge wechselt also &bdig zwischen 0 und 1 und kann somit nicht
konvergent sein: \irde sie @mlich gegen eine reelle oder komplexe
Zahl = konvergieren, so @e esiir jedess > 0 einny € N, so daly
|z —z,| < e ware Ur allen > ny. Unter denn > n, gibt es aber
sowohl gerade als auch ungerade, aléoev

le—0|=|z|<e und |z—-1|<e¢.
Nach der Dreiecksungleichungane daher
1=1-0<|1—-z|+|z—0|=|z—-1+|z|<ec+e=2,
was fire < % offensichtlich nicht richtig sein kann.

Fur m = 3 haben wir eine Folge, die ihre dreiglichen Werte 01, 2
standig zyklisch reproduzierghnlich ist esifirm > 3, wo diem Zahlen
zwischen 0 undn — 1 immer wieder aufeinander folgen. In so einem
Fall sagen wir, die Folge seyklischmit Periodemn; wie oben bein = 2
sieht man leicht, daf? siéfm > 1 nicht konvergent sein kann.

Als nachstes triviales Beispiel betrachten wir die Folgg)( <y mit
z,, = n, also einfach die Folge der iialichen Zahlen. Selbstvegsid-
lich ist sie nicht konvergent; die Folgengliedey werden schlief3lich
immer gil3er. Trotzdem gibt es einen wichtigen Unterschied zum vori
gen Beispiel: Viihrend dort die Folgengliedeirfm > 1 endlos einen
immer gleichen Zyklus wiederholten, werden sie hier zigtddet im-
mer gioRer und wachsen schlielliclber jede vorgegebene Grenze.
Entsprechend wird die Folge mit, = —n immer kleiner und dllt
schlie3lich unter jede vorgegebene Grenze. Um solche Fralgebe-
schreiben, iihren wir ein neues Symbab fur ,unendlich* ein und
definieren

Definition: Eine Folge £,,),.c reeller Zahlen heilliestimmt divergent
gegenco, wenn es ifir jede Schrankd/ € R einn, € N gibt, so dal
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z,, > M fur allen > ny. Sie heif8t bestimmt divergent gegero,
wenn esfir jede Schrankéd/ € R einn, € N gibt, so dafk,, < M fur
allen > ng. Sie heiBunbestimmt divergeniyenn sie weder konvergiert
noch bestimmt divergiert gegew oder—ooc.

Damit ist also die Folgex,), oy Mit z,, = n bestimmt divergent ge-
genoo, die mitz,, = —n gegen—oo. Die Folgen mitz,, = n modm
dagegen sindifr m > 2 unbestimmt divergent.

Eine Folge ist sicherlich dann nicht bestimmt divergentegeg, wenn

es eine Schranke gibt, unter der alle Folgenglieder liegetsprechend
kann sie nicht geger-oc divergieren, wenn es eine untere Schranke
gibt. Wir definieren

Definition: a) Eine Folge £,,),,c reeller Zahl heiRhach oben be-
schiénkt, wenn es eine reelle Zalll{ gibt, so dalkx, < M fiur alle
n € N. Sie heil3thach unten beschnkt, wenn es eine reelle ZalV
gibt, so dal¥,, > N fir allen € N. Die ZahlenM und N bezeichnen
wir als oberebzw.untere Schranken.

b) Eine Folge ¢,,),,c reeller oder komplexer Zahlen heiféschankt,
wenn es eine reelle Zatl gibt, so dafz,,| < M fur allen € N.

Im reellen Fall ist die Folge natlich genau dann bescimkt, wenn
sie sowohl nach oben als auch nach unten béséfrist: Falls die
UngleichungN < z, < M gilt, ist |z,,| < max(N|, |M]), und ist
|z, < M,soist-M <z, < M.

Die Folgen £ modm),,c Sind Beispiele beschnkter, aber nicht kon-
vergenter Folgen.

Da fast alle Hrer dieser Vorlesung etwas studieren, Wagschaftim
Namen hat, wollen wir als achstes Beispiel das einfachste Beispiel
einer Kapitalanlage betrachten: Wir nehmen an, &segheute noch
irgendeine Bank, die anbietet, ein angelegtes Kapiteafle Zeiten zu
einem festen, im Voraus vereinbarten Satz zu verzinsenlégfn also
ein festes Kapitalz; = ¢ > 0 an, und jedes Jahr gibt uns die Bank
daraufp% Zinsen, multipliziert das bis dahin vorhandene Kapitabal
mit einen Faktorg = 1 +r, wobeir als Abkirzung fir p/100 stehen
soll. Bezeichnen wir das naehJahren vorhandene Kapital mif,, so

ist alsozx,, = z,,_1q = z,,_1(1 +r), woraus wir sofort induktiv folgern,
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kdonnen, dal¥,, = zo¢" = aq™ ist. Sinn der Kapitalanlage ist riatich,
dalR unser Kapital achst und wichst und vachst; in der Mathematik
sagen wir, dalR estreng monotomvachsen soll:

Definition: Eine Folge £,),cy Von reellen Zahlen heil¥nonoton
wachsendwenn tr allern € N gilt: z,,., > «z,,. Falls sogar,,,, > z,,,
reden wir von einestreng monoton wachsendénlge. Entsprechend
heif3t die Folgemonoton fallendwennz,,,, < z,, fur allen € N und
streng monoton fallendvenn sogar,,,, < z,, istfur allen € N.

So versprechen uns beispielsweise viele Politiker, dalSthatsver-

schuldung derachsten Jahre eine streng monoton fallende Folge bilden

werden, sind aber leider durch widrige Uidstle gezwungen, daraus
eine sehr streng monoton wachsende Folge zu machen.

Bei unserer Kapitalanlage haben wir mit der Bankiniah einen Zins-
satzp > 0 vereinbart; damit ist auch = p/100 positiv, und nach der
Ungleichung von BRNOULLI ist

" =@A+r)">1+nr furallen>2.

In diesem Zusammenhang sagt uns derBouLLIsche Ungleichung
also einfach, dal’ Zinseszins mehr einbringt als blof3er. Zins

Sie sagtuns allerdings auch, daf’ unser Kapital im LaufeeiebZliebig
grolR wird:aq™ > a(1 +nr), und offensichtlich Bnnen wir auch noch
zu einer beliebig groBen ZalWf ein ng finden, so daf&(1 + nr) > M
ist fur allen > n. (Die BERNoOULLIsche Ungleichung kann uns freilich
nicht garantieren, daf3 wir imy Jahren noch leben.)

Dieses Ergebnis wollen wir gleich etwas allgemeiner fdttha

Lemma: Fireine komplexe Zallist die Folge ¢"),, .y €ine Nullfolge,
falls |¢| < 1; sie divergiert und achst unbeschnkt, falls|g| > 1. Fir
g = list die Folge konstant gleich ein§irig| = 1, abery 7 1 divergiert
sie.

Beweis:Sei zurachst|g| > 1. Dannistr = |¢g| —1 > 0 und irn > 2
ist nach der Ungleichung VOnERNOULLI

lg"[ =lg|" =@ +r)* >1+rn>rn.
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Fur eine vorgegebene Schranke € R finden wir daher eine natliche
Zahlng, z.B. jedesyy > M/r, so dalqg|" > M ist fur allen > ny.

Ist|g| < 1, soniissenwirzeigen, dag’(),,cy eine Nullfolge ist. Sei also

e > 0 vorgegeben. DiL/q| > 1 ist, kbnnen wir das gerade bewiesene
Resultat anwenden, wonach es ejne N gibt, so dafl/q"| > 1/e

ist fur allen > ng. Fur diesen ist dann aber aucly"| < e, womit die
Nullfolgeneigenschaft bewiesen ist.

Fir ¢ = 1 schlieBlich ist die Behauptung trivial; igt7 1, aber|q| = 1,

so ist naiirlich auch|¢™| = 1 fur allen, aber die Folge dey” divergiert:
Andernfalls nii3te sie gegen einen Grenzwerkonvergieren, esape
also zu jedenz > 0 einng, so dalz — ¢"| < ¢ fur allen > ng. Ist
n > ng, SO ist auchn + 1 > ng; nach der Dreiecksungleichungave
daher

‘q" — q"+l| <l|lz—q"+ ‘x — q”+l| < 2.
Nun ist aber|g™ — ¢"**| = |¢"| - |1 — q| = |1 — g| unabtangig vonn,
und fire < |1 — ¢| kann dies unraglich echt kleiner 2 sein. Somit

divergiert die Folge. .

Bislang haben wir vor allem Aussag@her Konvergenz, Divergenz und
Grenzwerte bewiesen, die eigentlich auch so klar waren;ugh aicht
offensichtliche Grenzwerte ausrechnen Zinken, bedtigen wir als
erstes Beziehungen zwischen den Grenzwerten verschieBelgen.
Dazu diesen die folgenden

Rechenregeln fiir Grenzwerte: Sind (,,),,cy Und ,,),,cny kOnver-
gente Folgen reeller oder komplexer Zahlen mit Grenzwestandy,
so gilt:

a) Die Folge €,, = y,,),cn Konvergiert gegen + y.

b) Die Folge ,,y,,),.cn KOnvergiert gegeny.

c) Isty 7 0, so gibt es eine natliche Zahln, derart, dafy,, # 0 fur
allen > n,. Betrachtet man nur Folgenglieder mit Index> n;,
so konvergiert die Folgex(, /y,,),,>,, 9egenz/y.

d) Die Folge (z,,]),cn konvergiert gegef|.

e) Fur reelle Folgen gilt: Ist,, < y,, fur allen, soistauch: < y.
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Beweis: a)Wir mussen zeigen, daf’ es zu jedem 0 einngy € N gibt,
so da fir allen > ng gilt

Nach der Dreiecksungleichung ist

(z£y) — (2, £y )l =@ —2,) £ —y)| < o=z + [y — ynl -
Da die Folge £,,),.cy gegenx konvergiert, gibt es ein, € N, so dald

|z — z,| < Zeistfurallen > ny; genauso gibt wegen der Konvergenz
dery, gegeny einn, € N, so dally — y,,| < 3¢ fur allen > n,. Fir

n > ny = Maxfq, n,) gelten beide Ungleichungen, also auch die zu
beweisende.

b) Wir mussen zu vorgegebenem> 0 einng, € N finden, so dal3
|zy — z,y,,| < € ist. Dazu schreiben wir

<ol |y = ynl + ynl - [z —z,] .

|z| ist eine Konstantely,,| jedoch nicht. Um trotzdem eine Aussage
uber|y,,| zu bekommen, beweisen wir ziiwhst die folgende

Zwischenbehauptung: Ist (y,,),.cy keine Nullfolge, so gibt es einen
Indexn, € N, so daf}

3
|—121| < |y,l < % furallen > n, .

Zum Beweismiissen wir einfach in der Definition einer konvergenten
Folgee = 1 |y| setzen; dann erhalten wir ein, so daB &ir allen > n,

gilt |y, —y| < 1|y|- Nach der verscirften Dreiecksungleichung ist
dann aucHly,| - Jy|| < }[y| und

ly| — %‘ <l|y,| < |yl + % furallen > n, .
Das ist genau die behauptete Ungleichung. .

Falls (y,,),.cn keine Nullfolge ist, haben wir demnach die Abatiung

3 )
lzy — z,y,| < || - |y — y,| + > yl- |z —z,| forallen>n,.
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Um die rechte Seite unter eine vorgegebene Schrarke diicken,
betrachten wir eim, € N, so daliirallen > n, gilt |z — z,,| < /3]y]
und, fallsz # 0, einng € N, so daBy — y,,| < ¢/2|z| ist. Im Falle
x # 0 haben wir dann die Absétzung

3
|2y — Tnyn| < J2l -1y —ynl+ S 1yl o — 24
< Il € +3‘ . _€,€
x-— —_ —_— — [—
= o T2l 3|y\ 273
fur allen > ng = maxg,, ny, ng). Fur z = 0 ist

=€

3
2y — @yl < el - |y —yal + 5 Iyl - |2 — 24|
3 3 e _¢€
-§|y|'\$ z,| < 2||m-§<€
fur allen > ny = maxy, ny).

Bleibt noch der Fall, dalRy(,),cn €ine Nullfolge ist. In diesem Fall
wahlen wir unsem, so, dafjly,,| < 1ist fur allen > n; undn, so,

daB|z — z,| < %s fur allen > n,. Damit ist auch hier der Summand

2|yl - |z — =z, | Kleiner als3e fiirn > max(y, n,). Im Fallz = 0 reicht
das; fir z # O sctatzen wir den Summandea| - |y — y,,| wie oben ab
und habenir n > max(4, n,, n3) die gleiche Ungleichung wie dort.
c) Da (y,),en keine Nullfolge ist, gibt es nach der ip) bewiesenen
Zwischenbehauptung ety € N, so dal3
lyl Iyl
2
Insbesondere ist algg, # O fur aIIen > ny.
Wegenb) geriigt es, wenn wir zeigen, daf die Folgg,})
1/y konvergiert.

‘}i:yny Un Y
Y Yn YYn 1 | |
Zu jedeme > 0 gibt es wegen der Konververgenz der Folgg)(cy
einn, € N, sodally — y,| < & |y[° e ist. Furn > ny = max(ay, ny) ist
dann nach der gerade bewiesenen Ahsalmg auchl/y — 1/y,,| < ¢,
die Folge der Kehrwerte konvergiert also gegéen.1

< |yal < furallen > n, .

gegen

n>ni
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d) Wir mussen zeigen, daf3 es zu jedem 0 einn, € N gilt, so dai3

<e furallen >ng.

2] = |z,
Wir wissen, daf es ein, gibt, so dal3
|z —z,| <e flurallen > ng,
und wenn wir in der versdrften Dreiecksungleichung
|z —yl—ly — 2| <lz —2[ < |z —yl+|y — 2|
y =0undz = z,, setzen, erhalten wir die géinschte Ungleichung

<l|zr—=z,| <e furallen > ng.

[lz] = |,

e)Warezx > y, SO ibe esifire l(a: y) natirliche Zahlern:; undn,,
so daljz — z,,| < e ware Ur allen > nyund|y —y,| < e fur alle
n > n,. FUrn > maxq, n,) ware dann
Tty
mn>x—s=T=y+€>yn,

im Widerspruch zur Voraussetzuag < y,,. Also istz < y.
|

Damit haben wir erste Instrumente in der Hand, um mit Grentame

zu rechnen; wir Bnnen diese Rechenregeln auch so formulieren, daf

die Berechnung von Grenzwerten konvergenter Folgen \a&rtdoar ist
mit den Grundrechenarten, der Betragsfunktion und, inleedall, der
Ordnungsrelatior<:

lim (z, + = lim z, + lim ,
n~>oo( n y") n—oo naooy"

Iimx- = lim z, - lim ,
V(@ yn) = Moz, - limy,

. I|m . .
lim Zn = Tlnooo®n gq (¥,)nen keine Nullfolge ist,
im |o :‘ im |,

lim z, < I|m y, furreelle Folgen mit,, <y, furallen.

n— o0
Man beachte, dald die letzte Zeile falsch wird, wenn widurch <
ersetzen: Ist,, = 1/2n undy,, = 1/n so istz,, < y,, fUr allen, aber
die Grenzwerte sind beide gleich Null.
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Bei der Aussagéber die Quotientenfolge darf mannaiirlich erst ab
einem Wert laufen lassen, jenseits dessen kgimehr verschwinden
kann.

§3: Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Bisher haben wir die Konvergenz einer Folge imriaker die Definition
bewiesen, d.h. wir haben bewiesen, dal3 sie gegen eine uaariek
konkrete Zahl konvergiert. Eine der Hauptanwendungen \aigeh be-
steht aber darin, dal? wir damihbekannteZahlen berechnen wollen.
Wir brauchen daher unbedingt Kriterien, mit denen wir diésEenz ei-
nes Grenzwerts beweisearnen, ohne diesen bereits zu kennen. Damit
soll sich dieser Paragraph beéatétigen.

Definition: k& sei ein angeordneterdfper undA eine Teilmenge voR.
Eine ZahlM € k heiBt{ Srt])t%rree} Schrankevon 4, wenn{ g%} fiir

. .~ [ Supremu o aing) Obere
allex € A. Sie he|[3t{ Infimum  Von 4, wenn sie elne{ untere}

Schranke vord ist und wenn @r jede ander% Sr?t%rr%} SchrankeV
von A gilt: {%E% } Die MengeA heif3t nach{ Sr?t%?,} beschankt,

wenn sie eine{ Sr?t%rr%} Schranke hat. Wenn es sowohl eine obere als

auch eine untere Schranke gibt, bezeichnenAnélsbeschankt.

Das Supremum einer TeilmengeC k, falls es existiert, ist di&leinste
obere Schranke. Sie muR3 nicht existiereii: &= Q beispielsweise hat
die Teilmenged = {x eQ | z? < 2} zwar viele obere Schranken, aber
keine kleinste: Ist amlich M irgendeine obere Schranke, so giltin
die UngleichungM > /2, denn daM eine rationale Zahl sein muR,
ist M # /2. Damit istz = M — /2 eine positive reelle Zahl, und wir
kdnnen eire > 0 finden, die kleiner ist, z.B. eine untere Grenze eines
Intervalls aus einer Intervallschachtelung diéefiniert. Dann ist aber
auchM — ¢ eine obere Schranke vav.

Wenn allerdings ein Supremum existiert, dann ist es eingleastimmt:
Sind ramlichM und N zwei Suprema, so sind beide insbesondere obere
Schranken; da/ Supremum ist, muf3 dah&f < N sein, und daV
Supremum ist auciv < M. Somit istM = N.
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Ein wesentlicher Unterschied zwischen reellen und rateenZahlen
besteht darin, daR jede bes@hkte Teilmenge voiR ein Infimum und
ein Supremum hat:

Satz: Jede nichtleere nach oben besatikte Teilmengel C R hat ein
Supremum.

Beweis:Wir konstruieren das Supremuiber eine Intervallschachte-
lung mit rationalen Grenzen. Dazu gehen wir aus von eineresbe
SchrankeM sowie einem Element € A. Beides sind reelle Zahlen;
fur unser erstes Intervalt], b;] wahlen wir eine rationale Zah} < z
und eine rationale Zahl, > M. Die obere Intervallgrenze ist somit
eine obere Schranke vafh, und das Intervall en#it (mindestens) ein
Elementz € A. Diese beiden Eigenschaften werden auch die rekur-
siv konstruierten weiteren Intervalle haben: Wenn wir digetvalle
bis [a,,, b,] konstruiert haben, betrachten wir den Intervallmittelkiu
¢, = 3(a, +b,). Fallsc, eine obere Schranke vo# ist, setzen wir
Qp+1 = a, UNdb, 44 = ¢,. Alle z € A, diein [a,, b,] liegen, sind auch
im neuen Intervall, und,,,; = c,, ist eine obere Schranke voh

Fallsc,, keine obere Schranke ist, gibt es @ire A mit ¢,, < y. Wir
setzemn,,,, = ¢, undb,,, = b,,. Wieder ist,,,,; obere Schranke und das
Intervall [a,,,1, b,,+1] enthalt mindestens eim € A.

Das neue Intervalld,, .4, b,,.1] ist die linke oder die rechte &lfte seines
Vorgangers ¢,,, b,,] und ist somit auch nur halb so lang; damit haben
wir eine Intervallschachtelung, und die definiert einelesglhl.S. Wir
wollen unsiiberlegen, da® das Supremum voA ist.

Zunachst istS eine obere Schranke voA, denn sonst @e es ein
Elementy € A mity > S. Damit gabe es nach Definition der &iBer-
beziehung aulR auch einn, so dally > b, ware, aber das ist nicht
moglich, denn allé,, sind obere Schranken voh

Nun seilV irgendeine obere Schranke veh wir missen zeigen, dal3
S < N ist. Angenommen$ ware gbRer alsV. Dann gbe es eim mit

a,, > N. Nach Konstruktion der Intervalle gibt es aber mindesténs e
Elementy € A mity > a,,, also ware auchy > N, im Widerspruch
zur Schrankeneigenschaft. Somit $t< N, d.h.S ist das Supremum

von A. .



97 Analysis | SS2009

Definition: Ein angeordneter &rper & heilt vollstandig, wenn jede
nach oben beschnkte Teilmenged C k ein Supremum hat.

Somit ist also der Krper der reellen Zahlen voléstdig, nicht aber der
der rationalen Zahlen.

Wir kdnnen uns fragen, ob es auBBer den reellen Zahlen noch arastéandige ange-
ordnete Krper gibt, oder ofR durch diese Forderung bereits eindeutig charakterisiert i
Diese Frage istifr den Rest der Vorlesung zwar nicht weiter wichtig; da es eine ganze
Reihe von Lehrtichern der Analysis gibt, die derdiper der reellen Zahlen axiomatisch
einfuhren, ndchte ich doch kurz darauf eingehen.

Man kann vollsandige angeordnetedfper konstruieren, die gRer sind als der &rper
der reellen Zahlen, indem man z.B. ein neues Elerfieddzunimmt, das @f3er sein soll
als alle reellen Zahlen. (Das ElementIlist dann zwar positiv, aber kleiner als jedes
reellee > 0.) Die Potenzef™ dieses Elements iasssen dann alle verschieden sein, denn
T<T?2<T3< -,

Wegen der Vollsindigkeit entBlt der neue Krper nicht nur Polynome i, sondern auch
sogenannte Potenzreihen (mit denen wir urigespin dieser Vorlesung noch atikflich
besclaftigen werden), die wegen debkpereigenschaft auch zumindest endlich viele ne-
gative Potenzen voli enthalten drfen. Man kann zeigen, da man so einen vafidtgen
angeordneten &rper erfalt.

Um derartige Krper auszuschlieRenssen wir eine bislang nie explizit ednte weitere
Eigenschaft reeller Zahlen betrachteriir fede reelle Zahk gibt es eine nairliche
ZahlN > z, denn wegen der Konstruktion der reellen Zahlen via Intesslaachtelungen
gibt es rationale Zahleb > =z, und zu jeder rationalen Zahl kann man mit elementarer
Bruchrechnung eine gRere natrliche Zahl finden.

Allgemein bezeichnet man einen angeordnetémpér k& als archimedischwenn es zu
jedemz € k eine naiirliche ZahlN gibt mit N > z und kann dann zeigen, dal3 es
aulRer den reellen Zahlen keinen weiteren archimedischibstarligen angeordneten
Kodrper gibt. Die Idee ist einfach, wenn auch die detailligktesfiihrung etwasédnglich
und nilhsam vére:

In einem angeordnetendfper ist 1> 0; die Summe vom Einsen ist daher stetsdfter
als die vom — 1 Einsen; insbesondere sind diese Summen alle verschieéatifizieren
wir die Summe vormm Einsen mit der ndfrlichen Zahln, haben wir alsdN mit einer
Teilmenge vork identifiziert; wegen der Krperaxiome folgt leicht, daf3 wir dann auch
eine Teilmenge finden, die wir m@ identifizieren knnen. Wie wir gleich sehen werden,
muf sich in jedem vollgindigen angeordneterdiper jede Intervallschachtelung auf ein
Element des Krpers zusammenziehen; somitrkien wir auchR mit einer Teilmenge
von k identifizieren. Wegen der Archimediait schlielich lassen sich zu jedeme k
ganze ZahlerV, M finden mitN < = < M; durch Intervallhalbierungil3t sich daraus
eine Intervallschachtelung mit rationalen Grenzen findensich autc zusammenzieht.
Somit stimmtk (modulo der obigen Identifizierungen) nittiiberein.
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Die im Rest dieses Paragrapheir R formulierten &tze gelten, wie man sich leicht
Uberlegt, @r beliebige“vollsﬁmdige angeordnetedfper; da wir auReR keinen brauchen,
werde ich sie aber désbersichtlichkeit halber nuiif R formulieren.

Aus dem gerade bewiesenen Sater die Existenz von Supreméarknen
wir als Folgerung sofort eine Aussadier die Existenz von Infima
ableiten:

Korollar: Jede nach unten besénkte nichtleere Teilmengd C R
hat ein Infimum.

Beweis:Ist M untere Schranke voHA, so ist—M obere Schranke der
MengeB = {z € k | —z € A}. Also hatB ein SupremumS, und
offensichtlich ist—S das Infimum vorA. -
Nach diesen Vorbereitungeknen wir nun endlich eine Aussageer
die Existenz von Grenzwerten beweisen:

Satz: Jede monoton wachsende und nach oben baskte Folge
(z,,),cy reeller Zahlen konvergiert.

Beweis:A = {z,, | n € N} sei die Menge aller Folgenglieder. Nach
\Voraussetzung hat sie eine obere Schranke, also hat sieauShpre-
mum z. Wir wollen unsuberlegen, dal3 die Folge gegetonvergiert.
Wir betrachten also ein vorgegebenes- 0. Dann kannz — ¢ keine
obere Schranke voA sein, denn jede obere Schranke ish@gr oder
gleichz. Deshalb gibt es ein, € N, so dal%,, > = — ¢ ist. Wegen der
Monotonie der Folge ist,, < z,, furallen > ny, und daz inshbeson-
dere eine obere Schranke ist, muf < z sein Ur allen. Furn > ng
ist somit

x—6<xn0§mn§x.

Damit muf3|z — z,,| < ¢ sein, die Folge konvergiert also gegen

Korollar: Jede monoton fallende und nach unten besukie Folge
(z,,),cy reeller Zahlen konvergiert.

Beweis: (—,),cy ISt eine monoton wachsende und nach oben be-
schiankte Folge, hat also nach dem Satz einen Grenzygegen den
sie konvergiert. Damit konvergiert die Folge dergegenz = —y.
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Lemma: Ist ([a,, b,]),en €iN€ Intervallschachtelung mit rationalen
oder reellen Intervallgrenzen, so konvergieren die Folggi, .y und
(b,,),.cn beide gegen dieselbe reelle Zahl

Beweis: Nach Definition einer Intervallschachtelung gelteir fal-

le n € N die Ungleichungem; < a,, < b, < b;; somit istb, eine
obere Schrankdif (a,,),cy Und aq eine untere Schrankéif (b,,),, -
Da [a,,41, b,+1] Stets in p,,, b,,] liegen mul3, ist die Folge der unteren
Grenzen monoton wachsend, konvergiert also nach dem gbeade-
senen Satz gegen eine reelle Zahbenauso folgt aus dem Korollar, daf3
die oberen Grenzen gegen eine reelle Zakbnvergieren. bBr jedesn
ista, <z <y <b,;dadie Differenzeny(, — a,,),.c €ine Nullfolge
bilden, muld: = y sein. .

Im Falle einer Intervallschachtelung mit rationalen Gesnistz gerade
die durch die Intervallschachtelung definierte reelle Z& Intervall-
schachtelungen mit reellen Grenzen zeigt uns das Lemmayidalte
reellen Zahlen nicht wie die rationalen Zahlen via Intels@iachte-
lungen erweitern &nen zu irgendwelchen hyperreellen Zahlen; aus
diesem Grund reden wir auch von einesmllistandigenKorper. Wir
wollen sehen, daf’ wir dort nicht nur bei monotonen, sondach aei
beliebigen reellen Folgeritzliche Konvergenzkriterien haben.

Ausgangspunkt déf ist die Beobachtung, dal eine beliebige Folge re-
eller Zahlen mindestens eine monotone Teilfolge hat. Beviordas
zeigen kbnnen, nilssen wir zuachst definieren, was eine Teilfolge sein
soll; anschaulich entsteht sie aus einer Folge dadurchyelaldse Fol-
genglieder gestrichen werden und wir das, \lhsig bleibt, als neue
Folge nehmen.

Definition: Eine Folge{,,), <y heiltTeilfolgeder Folge £,,),, . wenn
es eine streng monoton wachsende Foigg, (. von natirlichen Zah-
len gibt, so dafy,, =z, furallen € N.

So ist beispielsweise die Folgg,(,,cy Mity,, = 1/(2n + 1) eine Teil-
folge der Folge£,,),,cy Mit z,, = 1/n, denn setzen wiv,, = 2n + 1, so
definiert dies eine streng monoton wachsende Folg&lieter Zahlen,
undy, =z, furallen € N. Genauso ist auch die Folge,{, .y mit
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z, = 1/n? eine Teilfolge von £,,),,cx; hier istz, =z, mit u,, = n?,

was ebenfalls eine streng monoton wachsende Folge defiDagegen

ist die Folge (v,,),,ey Mit w,, = 1/(1 +|n® — 11]) keineTeilfolge, denn
zwar konnen wir auch hier schreiber), =z, mit A, = 1+|n® — 11|,
aber die FolgeX,,),.cy ist nicht streng monoton wachsend: Ihre ersten
Folgenglieder sind 1B, 3, 6, 15.

Lemma: Jede reelle Zahlenfolge),,cy hat eine monotone Teilfolge.

Beweis:Als erstes riissen wir entscheiden, ob wir nach einer mono-
ton wachsenden oder einer monoton fallenden Teilfolgeesuglollen.
Dazu betrachten wir die Mengé C N aller Indizesn, fur die gilt:

z,, <z, furallem > n. Fir einn € J sind die Folgenglieder, die
hinter z,, stehen also allesamt kleiner oder gleigh Im Falle einer
monoton fallenden Folge(,), oy ware offensichtlich/ = N, bei einer
streng monoton wachsenden FolgarerJ = () die leere Menge. Wir
haben es mit einer beliebigen Folge zu tun; hieriistf grundgtzlich
alles niglich.

WennJ eine unendliche Teilmenge der éidichen Zahlen ist, ordnen
wir ihre Elemente der @f3e nach und bezeichnen dage mity,,. Dann
ist (v,,),.en €ine streng monoton wachsende Folgdinamher Zahlen,
und die Folgey,,),,cy Mit y,, = z,, ist offensichtlich monoton fallend:
Da v,,, groR3er alsy,, ist, mu3 nach Definition vo insbesondere
Ypn+1 =72, ., <z, =y,seinfrallen € N.

Vnp+l —
FallsJ endlich ist, kbonnen wir eine néirliche Zahlv, finden, die gol3er
ist als alle Elemente vod: Im Falle J = () setzen wir einfachy, = 1,
ansonsten nehmen wir beispielsweise das um einsi/féegie Maximum
vonJ.

Beginnend mit, konstruieren wir rekursiv eine streng monoton wach-
sende Folgey, ),y von natirlichen Zahlen: Angenommen, wir haben
die Folge bis zum-ten Folgengliedv,, konstruiert. Dann ist sicher
v, ¢ J, denn bereitg, ist groRRer als alle Elemente vah und die fol-
genderv,, werden immer gi3er. Daher gibt es nach Definition vdn
mindestens einen Index > v,,, so dal,, > z, ; andernfalls vare

v, € J.Wirwahlen einen solchen Indexaus und definierem, ., = m.
Dannistv,,,; > v, undz, >z, .
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Setzen wir nun noch,, = z,, , so haben wir offenbar eine sogar streng

monoton wachsende Teilfolge von,),, .y gefunden.
]

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir den

Satz von Bolzano-Weierstral3: Jede besclnkte Folge reeller Zahlen
hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis:Wir wir gerade gesehen haben, ledeFolge ¢,,),.cy reeller
Zahlen eine monotone Teilfolge; falls (), eine beschinkte Folge
ist, gilt das erst rechtir die Teilfolge, und damit konvergiert diese..

BERNARD PLACIDUS JOHANN NEPOMUK BOLZANO
(1781-1848) wurde in Prag geboren als Sohn eines
aus ltalien eingewanderten Kunattdlers und einer
deutschsprachigen Kaufmannstochter. An der Prager
Karls-Universitit studierte er ab 1876 Philosophie, Phy-
sik und Mathematik; ab Herbst 1800 schrieb er sich
zugatzlich noch @ir Theologie ein, arbeitete aber neben
seinem Theologiestudium auch an einer Dissertation
Uber Geometrie. 1804 wurde er damit promoviert; zwei
Tage spter folgte die Priesterweihe. Er bewarb sich so-
wohl um einen Lehrstuhlir Mathematik als auch um

; einen fir Religionsphilosophie und bekam den letzteren.
Wegen auflérerischer Tendenzen wurde er 1819 suspendiert und unieakast gestellt.
Die meisten seiner mathematischen Arbeiten entstandesclzem 1810 und 1817; ab 1837
folgten Arbeiten zur Wissenschaftstheorie und zur Phippg®der Mathematik.

KARL THEODORWILHELM WEIERSTRASS(1815-1897)
wurde im westhlischen Ostenfelde geboren. Schon
wahrend seiner Gymnasialzeit in Paderborn las er re-
gelmaRig mathematische Fachzeitschriften; trotzdem
studierte er auf Wunsch seines Vaters Rechts- und Wirt-
schaftswissenschaften an der UnivésiBonn. Seine
mathematischen Kenntnisse erwarb er im Selbststu-
dium. Da er daiber sein eigentliches Studium ver-
nachBssigte, muR3te er nach acht Semestern die Univer-
sitat ohne AbschluB verlassen und lief3 sich iargter
zum Gymnasiallehrer ausbilden. Auchalrend die-

1y ser Ausbildung und sper an der Schule setzte er
seine mathematlschen Forschungen fort. Mit einer 185Aiensenen Arbeitiber Abel-
sche Funktionen wurde er erstmals einer breiteren matigrhah Offentlichkeit be-
kannt, bekam die Ehrendoktoinde der Universit Konigsberg und verschiedene Rufe
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auf Lehrstihle. Im Oktober 1856 entschied er sidir £ine Professur an der Univegit
Berlin, wo er Studenten aus aller Welt anzog. In einigeneseiforlesungen besélftigte
er sich mit der piizisen Grundlegung der Analysis und entwickelte das Scheema im
wesentlich auch heute noch alle Anfjervorlesungeiiber Analysis folgen. Auch viele
Resultate der komplexen Analysis (Funktionentheoriepgeduf ihn zuiick.

Die bloRRe Tatsache, daR eiheilfolgekonvergiert, mag nicht sonderlich
aufregend erscheinen; sie kann aber helfen, unter geeiy@esatzbe-
dingungen die Konvergenz der gesamten Folge zu zeigen,agdwth
in sehr allgemeinen Zusammeirtgen, die erst in $peren Semestern
auftauchen werden.

Wir betrachten daher wieder einmal zumindest kurzfrisiitgee be-
liebigen metrischen RauX mit Metrik d. Angenommen, die Folge
(z,).en VOn Elementen auX konvergiert gegen einen Punkte X.
Dann lonnen wir fir jedess > 0 eine nailirliche Zahln finden, so dafl3
d(z,z,) < /2 fur allen > nq. Fur zwei beliebige néirliche Zahlen
n,m > ng ist somit nach der Dreiecksungleichung

d(m’rumm) S d(x,mn) + d($,$m) <3 2 + E =c.
Definition: Eine Folge £,,),,cy VOn Elementen aus einem metrischen
RaumX mit Metrik d hei3t G.wucHy-Folge, wenn es zu jedem> 0
einng € N gibt, so dafi(z,,, z,,) < ¢ fur allen, m > n,,.

Wie wir gerade gesehen haben, ist jede konvergente Folg&aircHy -
Folge. Die Umkehrung kann allerdings falsch sein: Ist eKva Q mit
derublichen Metrikd(z, y) = |« — y|, so liefert uns das Verfahren von
HERON eine Folge ¢,,),cy VOn Approximationen an/2. Da diese
Folge inR gegeny/2 konvergiert, ist sie inshesondere einaUCHY-
Folge, aber als Folge von Elementen &usst sie nicht konvergent:
SchlieRlich isty'2 keine rationale Zahl. Aus eben diesem Grund hatten
wir die rationalen Zahlen erweitert zu den reellen, und kgt uns
CAucHy, daRjedeCaucHy-Folge konvergiert:

Cauchysches Konvergenzkriterium: Jede @ucHY-Folge ,,),cn
von reellen oder komplexen Zahlen konvergiert.

Zum Beweisbetrachten wir zuséichst nur reelle Folgen. Higéiberlegen
wir uns als erstes, daR jeden@Hy-Folge ), oy beschankt ist:
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Setzen wir in der Definition einer&DcHy-Folgee = 1, so erhalten wir
eine nailirliche Zahlng mit der Eigenschatft, dafg,, — z,,,| < 1 ist fur
allen, m > ngy. Insbesondere istif allen > n,

| =
n

|.27 |xno+(mn_xno)| < ‘xno|+|mn_mno‘ < ‘Ino|+1'

BezeichnetM das Maximum dem, Zahlen |z, ..., |xn0_l| und
|z,,,| + 1, ist dahetz,,| < M fur allen € N.

Damit kdnnen wir den Satz von@ zANO-WEIERSTRASSAnwenden, der
uns die Existenz einer konvergenten Teilfolge garantizet. Grenzwert
dieser Teilfolge set; wir wollen unsiiberlegen, dal’ auch die Gesamt-
folge gegenc konvergiert.

Sei alsos > 0 vorgegeben. Dax(,), oy €ine GAUCHY-Folge ist, gibt
es einn; € N, so dallz,, — z,,,| < 1e ist fir allen,m > n,. Da wir
eine gegen: konvergente Teilfolge haben, finden wir auch gine N,
so dafjz — z,,| < ie ist fur alle jenen > n,, fur die z,, zur Teilfolge
gelort. Wie Ublich setzen wilmg, = max(4, n,); auerdem &hlen wir
uns einm > ny, fur dasz,,, zur Teilfolge gelrt. Hir n > ng ist dann
|$ - wn| = |(‘,'C - m7n) + (mm - wn)| < |$ - C1317‘L| + ‘mm - mn|
cLitc
2 2
die Folge {,,),,cy konvergiert also gegen.
Damit ist der reelle Fall erledigt; wir irssen noch zeigen, dal3 die
Aussage auch im Komplexen gilt. Dazu sej,),cy €ine GAUCHY-
Folge von komplexen Zahlen. Wir schreibgn= z,, + iy,, mit reellen
Zahlenz,,,y,, und wollen uns zuachstiberlegen, dal auch:(),, oy
und (,,),en CAUCHY-Folgen sind: Zu jedera > 0 gibt es eimy € N,
so dafi

< €,

|Zn - Zm| = |('rn - xm) +Z(yn - ym)|
= \/(xn o J"7n)2 + (yn - yrn)2 <e€

ist fur allen, m > ny. Da @,, —z,,)* und @,, — y,,,)* beide gbRer oder
gleich Null sind, ist dann auch

|z, —z,| <e und |y, —y,| <e flrallen,m >ng.

Damit wissen wir, daR die Folgem,(),,c und (,,),,cn kOnvergieren;
ihre Grenzwerte seiem undy. Natirlich erwarten wir, daf3 die Folge
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(zn)nen O€QENZ = x + iy konvergiert, und dasalt sich auch leicht
nachrechnen: Zu vorgegebenens 0 gibt es ndirliche Zahlem, n,,
so daB|z — z,,| < %e furallen > ny und |y —y,| < 3e fir alle
n > n,. FUrn > ny = max, n,) ist daher

|Z - Z’n| = |($ - xn)+l(y - yn)| = \/(.’L’ - In)2+(y - yn)z

<G+ (5 =5 <=

womit auch der komplexe Fall erledigéne. u

Definition: Ein metrischer RaumX heif3t vollstandig, wenn jede
CaucHy-Folge ,),cn In X gegen einen Punkt € X konvergiert.

Wie wir gerade gezeigt haben, sind alRaind C mit ihren Standard-
metriken vollsandig, Q aber nicht. Da alle Schritte, die zum Beweis
des QwcHyschen Konvergenzkriteriumsiif reelle Zahlenidhrten, in
einem beliebigen voll&indigen angeordnetendiper k giiltig sind; ist
auch jeder solche &per beiglich der durch den Betrag gegebenen
Metrik vollstandig. Umgekehriiberlegt man sich leicht, daf? ein ange-
ordneter Korper, der in diesem Sinne ein volisidiger metrischer Raum
ist, auch als angeordnetedkper vollstindig ist; fir angeordnete &per
stimmen die beiden Vollahdigkeitsbegriffe alsaberein.

84: Die Exponentialfunktion

Kehren wir zutick zum Beispiel einer Kapitalanlage mit konstantem
Zinssatz vorp %. Falls es \@thrend eines gesamten Jahres weder Ein-
noch Auszahlungen gibt, wird das am Jahresanfang vorheritpital
zum Jahresende mit 1p¥/ 100 multipliziert.

Nun wird aber erstens kaum ein Kapital am ersten Januar zahtie
(da sind die Banken schlieRRlich geschlossen), und in vieien gibt

es auch Kontobewegungeratwend des Jahres. Damit sind die Banken
natrlich wohlvertraut, und sie haben auch Rechenregeln ekéhij

um damit umzugehen. Aus der Zeit, als noch alle Berechnurgen
Hand oder mit einfachen mechanischen Rechenmaschinemghdibrt
werden muf3ten, stammt die Regel, da banktechnisch gegedem
Monat 30 Tage und das Jahr damit 360 Tage hat. Inzwischernewerd
Zinsen ndrlich schon&ngst per Computer berechnet; da zumindest der
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traditionelle Bankenbereich nicht sehr &aderungsfreudig ist, sind die
heutigen Regeln, auch die auf den Euro-Kapitalkten angewendeten,
immer noch eine Mischung aus Jahren mit 360 Tagen unédalisher
Zeitrechnung. So kann eine Anlage veifagen je nach Anfangsdatum
bei gleichem Zinssatz verschieden hohe Zinsen abwerfen.

Wir wollen hier nicht auf solche banktechnische Feinhe#érgehen;
wir nehmen einfach an, dal3 eine Einlaggerz Jahre @ir jede reelle
Zahlz < 1beieinem Zinssatz vgn% mit 1+pz /100 multipliziert wird.
Dasist zwar eine Idealisierung, liefert aber Ergebnisiemidht sehr von
den nach tatchlich praktizierten Bankregeln berechneten abweichen.

Angenommen, wir legen unser Kapital zu Jahresbeginn bei Biank A
an und lassen es dort ein Jahr lang stehen. Bei einem Zingsat®b
wird es dann mit 1 4p/100 multipliziert. Wenn wir es allerdings zur
Jahresmitte wieder abziehen, wird es nur mit #/200 multipliziert.
Legen wir es anschlielRend wieder bei einer Bahlkan, wird es zum
Jahresende ebenfalls nur mit 24200 multipliziert, insgesamt also mit
2
(1+L>2:1+L+ P ,
200 100 40000

was mehr ist, als wir innerhalb eines Jahres bei Bank A ¢itzadien.

In einer Zeit, in der an den groRerdBen Computerprogramme Kauf-
und Verkaufsentscheidungen im Sekundenrhythmus treffieniu der
Transaktionsgdlthren zumindestir grof3e Kapitalbe#&ge fir alle prak-
tischen Zwecke vernachdsigt werden &nnen, zwingt uns nétlich
niemand, unser Geld gleich sechs Monate lang bei einenf&stek zu
lassen; wir bnnen auch schon nach drei Monaten wechseln. Bei dieser
Strategie brauchen wir vier Banken pro Jahridaft sich unser Kapital
im ersten Halbjahr schon mit
2
p _ p p
(2+200) =1 * 200" 160000

multipliziert, was mehr ist, als wenn wir es ein halbes Jahglbei einer
Bank gelassenditen. Insgesamt wird das Kapital am Ende des Jahres
multipliziert mit

4 2 3 4
(1+ 2 =1+ L+ S A A |
400 100 80000 16000000 25600000000
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Zur weiteren Optimierung des Kapitalzuwachdnken wir auch je-
den Monat wechseln, oder jede Woche, jeden Tag, und — sofesn u
nicht die Banken ausgehen — jede Stunde, jede Minute, jekien8e
und so weiter. Wenn wir von einem (derzeit sicherlidhertriebenen)
markiiblichen Zinssatz von 5% ausgehen, ergibt dies folgend&tafé
Verzinsung pro Jahr:

Anlageperiode effektiver Zinssatz

1 Jahr 5%
1 Jahr 50625 %
1 Jahr 50945337 %

1 Monat = Jahr 51161898 %
1 Woche =% Jahr 51245842 %

1 Tag =g Jahr 51267450 %
1 Stunde 51270946 %
1 Minute 51271094 %
1 Sekunde 83271096 %

(Ab der stindlichen Verzinsung habe ich mit einem Kalenderjahr aus
365,2422 Tagen gerechnet.)

Aus Sicht der Bank ist es, zumindest wenn wir ein wirklich Rge
Kapital anzulegen haben, nicht attraktiv, uns nur einen aorine
Woche, einen Tag, eine Stunde, eine Minute oder gar nur ekerfsle
als Kunden zu haben. Siéknte uns néirlich langer halten, wenn sie
uns beispielsweise das Doppelte des nidkthen Zinssatzes aite;
es ist aber fraglich, ob sie mit einem solchen Angebot larmgrleben
kdnnte.

Die Bank muf3 somit eine Strategie entwickeln, die es zwaruhs
unattraktiv macht, gindig die Bank zu wechseln, die es aber auch der
Bank erndglicht, im Rahmen des mailtlichen Zinssatzes zu bleiben.

Sie mul3 uns daheiif die Vermehrung unseres Kapitals einen Multi-
plikator anbieten, den wir nicht durch Unterteilung vedsra onnen.
Ist f(x) der Multiplikator, den sie unsif eine Anlage vone Jahren
anbietet, wobet eine beliebige positive reelle Zahl ist, mul3 also gelten

fl@ry) 2 f@)f(@).
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Aus Sicht der Bank &re hier ein echtes GRerzeichen eiiberflissi-
ger und deshalb kostentreibender Luxus, denn um uns vom $&kch
abzuhalten, reicht es, dal3 wir dabei nichts gewinrigmkn; ein Gal3er-
zeichen viirde bedeuten, dal® wir bei Unterteilung sogar verlieren.

Ist p% der markiibliche Zinssatz und = p/100, so muf} sie auch
konkurrieren mit Banken, die selbsirfbeliebig kurze Zeitumex > 0
eine Multiplikation mit 1 +rz anbieten. Daher muf3 gelten

f@)>21+rz furallex>0.

Beide Bedingungen sind leicht &tbar mit einem Zinssatz, der hin-
reichend deutlicliberp% liegt, aber auch das liegt rimlich nicht im
Interesse der Bank.

Um f(x) nach oben zu begrenzergrinte die Bank folgendermal3en ar-
gumentieren: Bei Geldanlagen zu einem festen Zings#tkdnnen wir
deshalb durch Wechseln mehr Zins realisieren, weil der Zath jeder
Neuanlage auf das bis dahin akkumulierte Kapital bezalnét statt nur
auf das Ausgangskapital. Wibknen also auf keinen Fall mehr bekom-
men alsrz mal das Endkapital. Die Zinsen, die wir bekommen, sind
f(x)—1 mal das Startkapital; irde das Endkapital mitc multipliziert,
hatten wir dagz - f(z)-fache des Startkapitals als Zinsen. Mehr braucht
uns die Bank nicht zu bieten; also kann sie auch die Ungleighu

fl@)—1<rz-f(x) oder f(z)-(1—rx)<1
fordern. Insgesamt sucht also die Bank eine Funkfionit den Eigen-

schaften
fl@+y)=f(@)- f(y) furallex,y >0,
f@)>1+rz und f(z) - (1—rx) <1 flrallexz>0.

Diese Funktion interessiert zachst nur éir Wertez > 0, es nnte
aber trotzdem sinnvoll sein, sie audlr hegative Werte zu definieren:
Um aus dem gegerantigen Kontostand den Kontostand zu einem
kiinftigen Zeitpunkt ine Jahren zu berechneniissen wir einfach mit
f(x) multiplizieren. Entsprechend sollte der Kontostaod z Jahren —
falls das Konto damals schon bestand — einfacla alf(—z) berechnet
werden knnen. Da der damalige Kontostand nfitz) multipliziert
wurde um seinen jetzigen Wetrtzu erreichen, ist. - f(—z) - f(x) =
a, die einzig sinnvolle Weise, eine derartige Funktipins Negative
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fortzusetzen, besteht also darin, die £ < 0 als f(z) = 1/f(—=z) zu
definieren. Schwierigkeiten mit einer Division durch Nulbges dabei
nicht, dennf(z) > 1 +rz fur alle positivenz, undr ist sogar gbRRer als
eins.

Wennf die obigen Forderungen éift, ist fir die so fortgesetzte Funk-
tion f(z+y) = f(x)- f(y) furallez, y € R, und auch die Ungleichungen
in der zweiten Zeile sind diflt: Fir z < O ist

f(z) = ﬁ < ﬁ .also f(x)A—rx)<1 und
Flea)d+rz)= 7% <1, also f(z) > 1+rz.
f(z)

Wir suchen also zu einem Parameter- O eine Funktionf: R — R,

die folgenden Bedingungen gigt:

1) fl(x+y)=f(z)- f(y) furallex,y € R

2) f(x) > 1+rzx furallexr e R

3) f(x)l—rxz) <1 firallex € R.

Wie die gerade durchgélirte Rechnung zeigt, ist die zweite Bedingung
fur positivex aquivalent dazu, dal3 die dritt@rfnegativer gilt und um-
gekehrt. Es geiigt daher, eine der beiden Bedingungen nachzuweisen;
die andere folgt automatisch.

Als nachstes wollen wir unsiberlegen, daf} wir uns audiber den
Parameter keine groRen Gedanken macheissen:

BehauptungErfillt die Funktionf die obigen Bedingungen mit= 1,

so erfillt fur irgendein vorgegebenes= R die Funktiong(x) = f(rx)
dieselben Bedingungen mit diesemn

Beweis:Wie wir gerade gesehen haben, reicht es, wenn wir die ersten
beiden Bedingungen nachrechneiir k,y € R ist

g@+y) = f(r(@+y)) = flra+ry) = f(ra) - fry) = g(@) - 9(y)
und g(x) = firz) > 1+rz,

wie gewiinscht.
n

Damit gibt uns der folgende Satz eine allgemeugersichtiiber die
Existenz und Eindeutigkeit der gerade betrachteten Fomd:
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Satz: Es gibt genau eine Funktioft R — R mit den Eigenschaften

1) flx+y) = f(z) f(y) furallex,y e R
2) f(x) >1+xfurallex e R

Beweis:Wir beginnen damit, aus den drei Forderungen weitere Kon-
sequenzen zu ziehen, um so hoffentlich auf eirigliohe Definition
eines Kandidatenif f zu kommen. Wie wir bereits wissen, @l f
automatisch auch die Bedingung

3) f(x)1—2z) < 1furallex € R.

Offensichtlich istf(0) = 1 fur jede Funktionf, die diese drei Bedin-
gungen eidillt: Nach der zweiten Bedingung ig{0) > 1, und nach der
ersten istf(0) = (0 +0) = £(0)- f(0). AuBerdem haben wir uns bereits
Uberlegt, dal’ stet&(—z) = 1/ f(z) sein muf3.

Die erste Bedingungal3t sich leicht verallgemeinern auf beliebig viele
Summanden:
flry+---+z,)=f(z)- -+ - f(z,) furallez,,...,z, €R.

(Wir haben inzwischen schon so viel Erfahrung mit Beweiskaf} je-
dem Kklar sein sollte, wie er da$tigenfalls formal durch vollgindige
Induktion beweisen kann.)

Wenden wir dies an auf den Fall, daR alle= =/n sind, erhalten wir
die Formel

f@)=f (n %) =7 (%)" fur allez € R undn € N.

Damit kdnnen wir die Bedingungen 2.) und 3.) veradien: Rirz < 1
kdnnen wir bei 3.) durch % z dividieren und erhalten die Ungleichung

flx) < % furallexr < 1.
—

Fur eine beliebige vorgegebene reelle Zalvahlen wir einn € N mit
n > |z| und haben dann die Ungleichung
x x 1 AN
Z<f(E) < =(1-=) .
l+n_f<n>_1_f (l n)
n

Hier steherilberall positive Zahlen; da wir Ungleichungen mit positive
Zahlen multiplizieren drfen, bleibt dies also richtig, wenn wir bei allen
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drei Termen zun-ten Potenibergehen:

(2 () 0=

(1-3)

n
furallen > |z|.
Die gerade bewiesene Ungleichung erinnert sehr an Intsctalchte-
lungen; wenn wir zeigendanen, dal’ wir hier tagshlich eine Intervall-
schachtelung haben, definiert sie eine reelle Zahind wenn es eine
Funktion f mit den behaupteten Eigenschaften gibt, ni(f) = y sein.

Wir wollen also zeigen, daf3 die Folge der Intervalle

{<1+%)n, (1— %)_n] mit n > |z|

eine Intervallschachtelung bilden.

Als erstes riissen wir zeigen, dal3 wir es tathlich mit Intervallen zu
tun haben, daR3 also die untere Intervallgrenze stets kleuter gleich
der oberen ist. Angesichts der gerade bewiesenen Ungteenufir
f(xz) mag das auf den ersten Blidkberflissig erscheinen, aber wir
durfen nicht vergessen, dgf§z) bislang erst ein fiktiver Wert ist; wir
wissen noch nicht, ob es eine reelle Zahl mit diesen Eigexfsaingibt.

Dawir nur Indizes: > |z| betrachten, sind (1#/n)" und (1—z/n)™"
positive Zahlen; daher ist die Ungleichung (/)" < (1 — z/n)™"
aquivalent zur Ungleichung

n n 2 n
(2] (-2 = (2- %) <1
n n n
und daz?/n? wegenn > || zwischen null und eins liegt, ist letztere

Ungleichung offensichtlich richtig.

Nachdem wir Intervalle haben,imasen wir zeigen, daf3 jedes davon in
seinem Vor@nger enthalten ist.ifF die unteren Grenzen bedeutet dies,
daf fir aller € N gelten muf3

T\ T n+l
(1+n) _<1+n+1>
Das Problem dabei ist, dal? selbstvanstlich

145 >1+4- 2
n n+1
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ist; fur = # O gilt sogar das echte GRerzeichen. Der um einsadere
Exponent auf der rechten Seite muf3 also zu einer Umkehr datiéte
fuhren.

Um das zu beweisenpknten wir versuchen, die Differenz der beiden
Zahlen zu berechnen. Da wir dazu alles ausmultiplizierafRten, véare
das allerdings sehr aufwendig, und das bei eher ungewisfalggaus-
sichten. Wir wollen stattdessen versuchen, den Quotienten

(1) /@)

mit Hilfe der BERNouLLIschen Ungleichung

1+2)" >1+nx furn>2undz > —1 aberr #0

abzuschtzen. Da diese nur eine Abgdhung in einer Richtung liefert,
kénnen wir sie nicht sowohl auf deréBler als auch auf den Nenner
anwenden, sonderrbbhstens auf die-te Potenz des Quotienten von
1+z/(n+1)und 1 +z/n. Dazu nussen wir diesen Quotienten umfor-
men zu einem Ausdruck der Form 1z#+was am einfachsten dadurch
geschieht, daR wir — wie schon so oft ihungsaufgaben zur Konver-
genz — den Ahler schreiben als Nenner plus weiteren Term, konkret
also

X X X X X
1+ :]_+—+( —-):1+——7;
n+1l n n+l n n  nn+1)
Dann erhalten wir den Quotienten als

T Z T

1+ 2 T
n+1:1_ n(n+1) =1-— n+tl -1 _ i
1+7% 1+2% n+zx (n+)n+x)’
n n

Da wir davon ausgehen, daf3 > |z| ist, kdnnen wir fir z # 0 die
Ungleichung von BRNOULLI anwenden mit dem Ergebnis, daf? dige
Potenz des Quotientendgser ist als

1o ne
(n+1)n+z)’
Fur ¢ = 0 ist beides gleich eins; also haben wirfn > |z| die
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Abschatzung

e R T

(1_‘_{)" - n+tzn+l n+1
n
n x n T\
_1+<1_n+x>n+1_n+x<n+l>
—14 T r n < T )2
ntrxrn+l nt+tzr\n+l
(n + 1)z?) — na? _ z?

(n+a)n+1f ° (n+a)(n+ 1P’

Firn > |z| ist dies offensichtlich gi3er oder gleich eins, d.h.

T n+l xr\n
+ > +—) .
(1 n+ l) - (1 n)
Zumindest @r die unteren Schranken ist die Inklusionsbedingung also
erfullt.

=1+

Fur die oberen Schrankenissen wir nachweisen, dafd

() =)

gilt fur allen > |z|. DurchUbergang zu den Kehrwerten wird dies zur
aquivalenten Ungleichung

xr \ntl xr\n
_ > -z
(1 n+ 1) - (1 n) oder
n+l n
(1+E0)" (10 2)
n+1l - n
die wir gerade bewiesen haben: Wir hatten schlieRlich kemeahmen
Uber das Vorzeichen vangemacht.

Damit ist die erste Bedingung an eine Intervallschachtglnachge-
wiesen; die zweite Bedingung war, dal3 die Inteévadlen, also die

Differenzen
2" )
n n
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eine Nullfolge bilden. Nach der dritten binomischen Forki@inen wir
diese umformen zu

) (- ()

Von den linken Faktoren haben wir gerade bewiesen, dal3reeened-
noton fallende Folge bilden; sie sind also nach oben bas&hrDa wir
bereits gezeigt haben, daR die behauptete IntervallstHang wirklich
aus Intervallen besteht, sind sie auch nach unten biaskhizum Bei-
spiel durch jedes beliebige untere Ende eines Intervatis zU zeigen,
dal’ wir insgesamt eine Nullfolge haben, reicht es deshadimnwvir
nachweisen, dal3 die zweiten Faktoren eine Nullfolge bilti&th den
Rechenregelnir Grenzwerte aus dem vorigen Paragraphen reicht dazu

wiederum, daR
2\"
i (12 =2
n— oo n

ist. Da (% /n),,\; Offensichtlich eine Nullfolge ist, folgt dies (und damit
die Intervallschachtelungseigenschaft) aus der folgereteas allge-
meineren

Restbehauptung: Ist (y,,),,cn €ine Nullfolge, so ist
nm(1+%f:1.
n— 00 n
Beweis:Mit der Ungleichung von BRNOULLI konnen wir die Folgen-
glieder nach unten absatzen:
<1+y—")n S1+n-9n =14y
n n

falls 1+y,,/n > Oundy,, # 0. Dadiey,, eine Nullfolge bilden, gibtes ein
nq € N, sodafly,,| < 1furallen > n,; erstrechtist dann 1y, > 0.
Fur etwaige Folgenglieder, = 0 missen wir in der Ungleichung noch
das Gleichheitszeichen zulasséim; 4 > n, ist also

(1+%)n21+yn.

Um auch eine Absditzung nach oben zu bekommen, drehen wir die
Ungleichung einfach um: Wenn wiiif eine reelle Zah die Gleichung
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1+u = 1/(1 — v) nachv aufldsen wollen, sehen wir, dall d&ad f
u = —1 nicht funktionieren kann; ansonsten aber erhalten worsafe
Gleichungv = u/(1+u). Da wir von einer Nullfolge,,),.cy ausgehen,
gibt es sicherlich eim, € N, so dafy,,/n 7 —1 fur allen > n,. Fir
n > n, gibt es daher reelle Zahlen), so daid
Yo _ 1
1+ n  1- Zp

ist, namlich z,, = (yn/n)/(l +y,/n). Da @y,),cy €ine Nullfolge ist,
konvergiert nach den RechenregdinGrenzwerte auch die Folge degr
gegen Null, es gibt also ein; € N, so daf}z, < 1 fir allen > nj.
Fir n > ny = maxfq, ny, ng) ist daher nach der BRNoOULLISChen

Ungleichung
Yn ' 1y 1
1+22) = < .
( n) <1zn> —1-nz,

Furn > ng ist daher

l1+y, < (1+yf")n§ L
n 1-nz,

Nach den RechenregeliarfGrenzwerte ist damit

n

. . . 1

1= lim@1+y,) < lm <1+y—"> < Ilim =1,
n—00 n—00 n n—oo 1 — Nz,

also ist der betrachtete Grenzwert gafislich gleich eins.

Damit sind alle Forderungen an eine Intervallschachtehamhgewie-
sen;falls es eine Funktiorf mit den behaupteten Eigenschaften gibt, ist
der Funktionswerff(x) an der Steller also durch die Intervallschach-

telung
(@2 (127 i sl

definiert. Insbesondere ist er dann, wie wir im vorigen Paaplgen
gesehen haben, Limes der Folge der unteren Intervallgnedze

f@)= lim (1 + %)”

Dies kbnnen wir nun aldefinition einer Funktionf betrachten und
mussen beweisen, dal} sie die beiden im Satz gefordertensEfuggiten
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hat. Bei der zweiten folgt das sofort aus der UngleichungB®eRNOUL-
LI, denn danach istif jedesn > |z|

(1+2) > 140 2 =140,
n n
also gilt dies auchifr den Limes.

Fur die Gleichungf(xz + y) = f(x) - f(y) berechnen wir zuichst tir
n > |z +y| den Quotienten

<l+£><1+g> 1+x+y+@ ry
n n/ _ n n? _ n? _ Zn,
AN Ty Lt eEg oY
erh) e e
n n n

Ty

mit z,, = " . Die Folge der,, mitn > |z +y| ist offensichtlich
n

eine Nullfolge; nach der obigdRestbehauptunigt also

(1+3) (1+5) oy
lim n/ A _nl_ = jim (1+l) =1.
n— oo <1 + u) n— 00 n
n
Andererseits ist der linksstehende Limes nach den Redpeinrdir
Grenzwerte gleich

f(@)f(y)

flz+y)’
alsoist dieser Quotient gleich eins und dayifit +y) = f(x) f(y), womit
auch diese Gleichung bewieseans. .
Damit haben wir also gezeigt, dal3 es genau eine Funktid — R
gibt, fur die gilt

fle+y)=f(x) - fly) und f(z)>1+x

fur allez,y € R. Die erste Gleichung erinnert an eines der Rechenge-
setze fir Potenzen: & jede reelle Zahk und alle natrlichen Zahlen

HM™ n —
m,n gilt: a™™ =a™ - a™.

Bezeichnen wir die reelle Zalf(1) mit dem Buchstabes(wie EULER;
man redet auch von detEERschen Zahl), so isf(2) = f(1 + 1) =¢€?
und allgemeinf(n + 1) = f(n) - e; also folgt induktiv, daf¥f(n) = e"
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fur allen € N. Fur natirliche Zahlen stimmt unsere Funktighalso
Uberein mit den Potenzen der festen reellen Zahl

e=f(1) = lim <1 , E) ~ 2,71828 18284 59045 23536 .
n—00 n

Fur eine beliebige reelle Zahl sind Potenzen mit Exponent nicht
definiert; wir kbnnen sie zumindestif die Basise definierentiber die
gerade konstruierte Funktigfi

Definition: Fur eine reelle Zaht schreiben wie® oder expg) fur den
Funktionswert an der Stelleder einzigen Funktiorf: R — R, die den
Bedingungen

f@ry)=f(@) fly) und f(z) >1+z
fur allex,y € R gerigt. Die Funktionf bezeichnen wir als Exponenti-
alfunktion.

(Die Schreibweise exp) wird vor allem dann verwendet, wenn das
Funktionsargument relativ kompliziert ist:

2 5/ x2+a+l
btz +1l ) {) et
exp| 1/ - ist besser lesbar alse V =*~=* .
v —x+1

Da f(—=z) = 1/ f(x) gibt es hier keine Konflikte mit derblichen Kon-
ventiona™" = 1/a™; auch Schreibweisen wi¢"/™ fiir dien-te Wurzel
ausa sind mit dieser Definition veréglich, dennf(1/n)" = f(1) =e.
Die Losung unseres urdjnglichen Problemsalit sich mit diesen Be-
zeichnungen dann so zusammenfassen:

Satz: Zu jeder reellen Zaht gibt genau es eine Funktiofy: R — R
mit den Eigenschaften

frle+y) = fo(2)- f.(y) und f.(z) > 1+rz

fur allez, y € R, namlich die Funktionf, (z) = e"*.

n
Eine Bank, die uns bei einem maiikiichen Zinssatz vop % davon ab-
halten will, sindig Banken zu wechseln, bietet uns also an, das Kapital
bei einer Anlage vorr € R Jahren mit dem Fakta™® zu multipli-
zieren, wobeir = p/100 ist. Bei einem Zinssatz von 5%éave dies
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fur ein Jahr der Faktos®%® ~ 1,051271096, wir be&men also statt
funf Prozent 51271096%, was sich bei der angegebenen Genauigkeit
nicht vom Wert bei selindlicher Verzinsung unterscheidet. Wenn man
mit drei Nachkommastellen mehr rechnet, sieht man, daf3 res ki
sekindlicher Verzinsung mit 336 weitergeht, bei der Exporadfutink-

tion aber mit 376; bezogen auf eine Anlagesumme von eindiaktie
Euro entspricht dies einem Zinsgewinn von vier Cent.

Im Bankenalltag spielt diese sogenarkdatinuierliche Verzinsunkgi-
ne grol3e praktische Rolle, sie ist allerdings beliebt barfimathemati-
schen Modellrechnungen, da man mit der Exponentialfunidinfacher
und besser rechnen kann als mit #atslichen Zinsformeln.

Auch die Funktione™ verhalt sich wie eine Potenzfunktion:F eine
natirliche Zahlniste™ = (e”)". Dies legt es nahéiber die Exponenti-
alfunktion Potenzea® mit beliebigerreellen Basen und Exponentem
zu definieren: Istt = ", so solla” = ¢"* sein.

Furbeliebigereelle Basen ist das allerdings nicht églich: Schlief3lich
iste” > 1+ furz > 0 insbesondere positiv, und da” = 1/e” ist,
muRe® sogar fir allez € R positiv sein. Wir niissen uns also zumindest
auf positive Basen beschéanken.

Unser rachstes Ziel ist es, zu zeigen, dal i@sjédes positiver € R
in der Tatgenaueine reelle Zahk gibt mit e® = a. Dazu sammeln wir
zurachst einige Eigenschaften der Exponentialfunktion:

Lemma: a)e® > Ofuraller € R
b) et = ¢® . ¥ furallez,y € Runde® = 1
c)e* Y =e"/eY furallex,y € R
d) Furz > yistauche® > eY.
Beweis: ahaben wir uns bereitgherlegt, und die erste Gleichung d)s
ist einfach eine der beiden Forderungen an die Exponeauntiaibn.
Nach dieser Gleichung ist insbesondete= ¢°*? = ¢ - ¢°, was wegen
der Positiviit vone? nur filr €2 = 1 mbglich ist. Weiter ist

eTY . oY = @YY = ,

alsoe®™¥ = e¢*/e¥, wie in c) behauptetd) ist wegen der Positivétt
aller Funktionswerte gleichbedeutend mit der Ungleicheffg¥ > 1.
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Nachc)iste®/e?¥ = e*~¥, und das ist wegen der zweiten Forderung an
die Exponentialfunktion @i3er oder gleich 14— y), also echt gil3er

als eins. Damit ist alles bewiesen. .

Satz: Zu jeder positiven Zaht € R gibt es genau eine reelle Zagl
mit, so dafle? = z ist.

Beweis:Als erstes wollen wir ungiberlegen, dalR es eine reelle Zahl
b, gibt mit ¢®* > z: Nach der zweiten Forderung an die Exponen-
tialfunktion isteY > 1 +y fur alley € R, insbesondere ist also
e 1 > 1+ (@ —1) =z, so daR wir zum Beispidl, = = — 1 set-
zen lonnen.

Genauso finden wir leicht eia; € R mit e** < z: Wir kdnnen uns
namlich wieder zuachst einc € R verschaffen mit® > 1/z, und

wegen der Positivétt beider Seiten istdarn© < z, so dald wik; = —c¢

setzen Bnnen.

Ausgehend vom Intervalkj, b,] konstruieren wir wie beim Beweis der
Vollstandigkeit voriR eine Intervallschachtelungifdie gesuchte Zalt
Wennwir ein Intervall§,,, b, ] konstruiert habenjir dase® < z < ebr
ist, betrachten wir die Intervallmitte, = %(an +b,). Fallse > zist,
nehmen wir als achstes Intervall die linke &lfte von [,,, b,,], setzen
alsoa,,; = a, undb,,; = c,; andernfalls nehmen wir die rechte
Halfte, setzen alsa,,,; = c,, undb,,.; = b,,. Die Bedingungen an eine
Intervallschachtelung sind offensichtlich @lif, also definiert dies eine
reelle Zahly. Fur jeden Indexn ist e®» < e¥ < eb»; wir milssen
unsiberlegen, dal mit den Differenzép — a,, auch die Differenzen
e’n — e beliebig klein werden. & jedesn ist

eb" _ % = g%n (ebn*an _ 1)

Nach der Eigenschaft 3) aus dem Beweis des Séilzesdie Existenz

der Exponentialfunktion giltifr jedesr € R die Ungleichung
e“(1—x) <1 oder e —1<ze®.

Somit ist

bn edn = gdn (ebn—an _ 1) S edn ((bn _ an)eb"_a")

=’ (b, —a,) < (b, —a,),

€
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dennb,, < b, fiir allen. Die Zahle™ ist eine Konstante; da,{ — a,,),,cx
eine Nullfolge ist, gilt somit dasselbe audir flie Folge der Differenzen

ebn — %, Da die Folge(e“")nEN monoton wachsend und durah

nach oben beschnkt ist, (ebn)nEN monoton fallend und durch nach
unten besclénkt, konvergieren beide; da die Differenzen eine Nulkolg
bilden, haben auch beide denselben Grenzwert, der sowaRégoder
gleich als auch kleiner oder gleiahsein muf3, also gleich ist. Somit
isteY = z, es gibt also eine reelle Zahlmit e* = y. Diese ist eindeutig
bestimmt, denn jedes # y ist entweder echt gfder oder echt kleiner
als y, und damit muf3 nach obigem Lemma auchecht gbl3er oder
echt kleiner alg¥ = x sein. -
Definition: Istz > 0 eine positive reelle Zahl, so bezeichnen wir die
eindeutig bestimmte reelle Zagpimit ¢Y = z als dennatirlichen Lo-
garithmusy = logz von z. Einige Autoren schreiben augh= Inz um
speziell darauf hinzuweisen, daf} detirliche Logarithmus gemeint
ist und nicht einer der weiter unten definierten anderen.

Bis zum Aufkommen erschwinglicher Taschenrechner spidliega-
rithmen eine wichtige Rollelfr praktische Rechnungen. Der Grund
dafur liegt im folgenden

Lemma: Furzwei positive reelle Zahlen, y istlog(zy) = logz+logy.

Beweis:Nach der ersten definierenden Eigenschaft der Exponential-
funktion istel®92+109y = ¢loge . o9y = 4.y Somit ist logz + logy die
eindeutig bestimmte reelle Zahl, die von der Exponentigfion aufzry
abgebildet wird. Das ist aber nach Definition des Logaritargerade

log(zy).

Fur jemanden, der seine Rechnungen nur mit Bleistift und éPapi
durchiihren muf3, sind Additionen erheblich weniger aufwendig als
Multiplikationen. Daher gab esifher dickelLogarithmentafelnin de-
nen die Logarithmusfunktion tabelliert war, daneben awghielswei-

se die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. Zutilli-
kation zweier Zahlen konnte man deren Logarithmen aus désirnTa
ablesen, diese addieren und dann nachschauen, welchaiBgkghr)
diese Summe als Logarithmus hat.
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Fur uns ist die Logarithmusfunktion beispielsweise intsaes zur De-
finition allgemeiner PotenzenilF eine positive reelle Zahl und eine
beliebige reelle Zaht definieren wir

z — _z-loga

def

a (&

Fur eine naitrliche Zahln ist e"'°9¢ = (°9¢)™ = ¢, die Definition
fuhrt also fir natirliche Exponenten zum gewohnten Ergebnis.

Lemma: Zu zwei reellen Zahlea > 1 undz > 0 gibt es stets genau
eine reelle Zahy, so dafa¥ = zx ist.

Beweis:Die Gleichunga? = ¢¥'°9¢ = z ist gleichbedeutend damit, daR

y -loga = logz ist. Daa > 1 vorausgesetzt war, ist lag> 0, wir
- lo
konnen also durch log dividieren und erhaltep = Ioﬂ'
ga .
Definition: Diese eindeutig bestimmte Zaplwird als Logarithmus

vongz zur Basise bezeichnety = log, .

Geb#iuchlich sind vor allem derifiher zum Rechnen mit Logarithmen-
tafeln benutztelekadisch@der Bricesche Logarithmus lg = log, o«
sowie debinare Logarithmus lbx = log, z. Logarithmen zu einer Basis

0 < a < 1 kdnnte man zwar problemlos definieren, sie spielen aber we-
der in der Mathematik noch in deren Anwendungen eine nenventes
Rolle.

Logarithmen sind auch heute noctitelich unter anderem zur graphi-
schen Darstellung schnell wachsendebf@n: Tagt man diese auf einer
logarithmischen statt einer linearen Skala aufaéérman im allgemeinen
aussagelaftigere Darstellungen.

§5: Stetige Funktionen

Wir konnen die meisten reellen Zahlen, mit denen wir es in Thealée
Anwendungen zu tun haben, nuaherungsweise angeben. Trotzdem
wollen wir diese Niherungswerte in Funktionen einsetzen und hoffen
dann, dal3 sich der so berechnete Funktionswert nicht wiesewnbn
dem unterscheidet, der beim Einsetzen des exakten Wedtedén
ware.
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Das muf3 nicht immer so sein: Definieren wir eine Funktfo® — R
durch die Vorschrift
_[1 fallsz>e

fa) = {0 sonst '
soistf(e) = 1. Verwenden wir aber den bei einer Genauigkeit viamf f
Nachkommastellen korrektenaderungswert ~ x = 2,71828, so ist
f(x) = 0, denn mit zehn Nachkommastellen ést~ 2,7182818285,
d.h.z < e. Schlimmer noch: Wir &nnene mit beliebiger Genauigkeit
anrghern durch die Zahle(ri+%)". Dadie Folge dieser Zahlen monoton
wachst, sind alle Folgenglieder echt kleinergle/erden vonf also auf
die Null abgebildet. Trotzdem igft(e) = 1.

Setzen wirz dagegen ein in die Funktiop(z) = z*, erhalten wir
g(z) = 7,389046158 was sich nur geririgfig vom auf 15 Nachkom-
mastellen korrekten &herungswerg(e) = e? ~ 7,389056098930650
unterscheidet. Funktionen wiewerden wir in diesem Paragraphen als
stetigbezeichnen, @hrend die gerade betrachtete Funkifaumindest
bei e unstetigist.

2

Funktionen niissen nicht auf garig definiert sein: So ist beispielsweise
die Funktionf(x) = 1/(:c2 — 1) nur fur Argumenter # +1 definiert, der
Logarithmus aus dem vorigen Paragraphen iuoef > 0. Wir sollten
den Stetigkeitsbegriff daher so formulieren, dal3 er au€Ranktionen
anwendbar ist, die nur auf einer Teilmenge Wadefiniert sind.

Tatsachlich gibt es keinen Grund, dal3 wir uns &ubeziehungsweise
Teilmengen vorR beschénken; da Stetigkeit etwas mitde zu tun

haben soll, knnen wir in einem beliebigen metrischen Raum arbeiten.

Wir kdnnen allerdings weder dort noch kxmit beliebigen Teilmen-
gen arbeiten: Wenn wir échten, dal3 eine Funktion robust auf kleinere
Schwankungen beim Argument reagiertiiseen wir zumindest ver-
langen, dal sie definiert bleibt, wenn wir das Argument dwicien
Naherungswert ersetzen. Diese Forderung formalisiert égrif8 der
offenen Menge:

Definition: Eine TeilmengeD C X eines metrischen Raund$ mit
Metrik d heil3toffeny wenn es ir jeden Punktr € D eine reelle Zahl
e > 0 gibt, so dal3 jedeg € X mitd(z,y) < ¢in D liegt.
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Anschaulich bedeutet dies, ddl} mit jedem Punkt auch noch eine
gewisse Kreisscheibe/Kugel/Intervall um diesen herurhadten soll,
so dal? man sich in jeder Richtung zumindest ein kleinéskStveit
bewegen kann, ohne die Menfezu verlassen.

In R ist beispielsweise jedes offene Intervall
(a,b)={m€R|a<m<b}

eine offene Teilmenge, deniirfz € (a, b) sind die Differenzerr — a
undb — z beide positiv; bezeichnen wir mitdie kleinere dieser beiden
Zahlen, so istifr jede reelle Zahy mit |z —y| < e

y—a=z—at+t@—z)>x—a—|z—y/>0 und
b—y=b—z+@—-y)>b—c—|z—yl >0,
so dafd aucly im Intervall (a, b) liegt. Ein abgeschlossenes Intervall
[a,b]={x€R|a§x§b}

dagegen ist nie offen: &e es beispielsweiséarfdie untere Intervall-
grenzea eine > 0, so dafy € [a, b] wann immerja — y| < ¢, so Bge
insbesondere — /2 in [a, b], was natirlich nicht der Fall ist.

In offenen Mengen&nnen wir uns somit bewegen und sinnvoll definie-
ren was es heil3t, daf? die Funktippausgewertet an einemalNerungs-
wert fur z, einen Naherungswertifr f(x) liefern soll. Wir beginnen mit
der allgemeinen Situation:

Definition: Eine Abbildungf: D — Y von der offenen Teilmenge
D C X des metrischen Raum& mit Metrik d in den metrischen
RaumyY mit Metrik e heif3tstetigim Punktz € D, wenn es zu jedem
e > 0eind > 0 gibt, so daR gilt: Exfllt ein Elementz’ € D die
Ungleichungd(z, z') < ¢, so iste(f(z), f(z')) < . Die Abbildung f
hei3tstetig(auf D), wenn sie in jedem Punlt € D stetig ist.

Eine Funktionf: D — R auf einer offenen TeilmengP C R ist also
genau dann stetig im Punkte D. wenn es zu jedem > 0 ein§ > 0
gibt, so|f(z) — f(y)| < € istwann immelz — y| < § ist.

Wortlich dasselbe gilt auchif komplexe Funktionen: Eine Funktion
f:D — C auf einer offenen Teilmeng® C C ist also genau dann
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stetig im Punktz € D. wenn es zu jedera > 0 eind > 0 gibt, so
|f(x) — f(y)| < e istwann immelz — y| < § ist.

Beginnen wir mit zwei trivialen Beispielen stetiger Fumkten aufR:

Die konstante Abbildung: R — R, die jedemz € R denselben Wert
f(x) = a € R zuordnet, ist stetig in jedem Punkte R und damit
auf ganzR, denn fir jedesy € R und jedes > 0 ist|f(z) — f(y)| =
la — a| = 0 < ¢; hier kann§ also \Wbllig beliebig geviahlt werden.

Auch die identische Abbildung: R — R mit f(z) =  fur allez € R
ist stetig in jedem Punkt € R und damit auf gan®, denn wahlen wir
zu vorgegebenem € R unde > 0 einfachd = ¢, soist| f(z) — f(y)| =
|z —y| <e,wenn|z —y| < §=cist.

So uninteressant diese beiden Beispiele erscheiigem sind sie doch
die beiden Bausteine, mit denen wir zeigémhken, daf? alle Polynom-
funktionen stetig sind.

Bevor wir das beweisen, wollen wir aber ZAgaist noch zwei Beispiele
unstetiger Funktionen betrachten. Das erste ist genaussirkigert wie
das Eingangsbeispiel dieses Paragraphen: Wir setzen

1 fallsx>0
f(z) = {O sonst
Diese Funktion ist an der Stelle= 0 unstetig, denn nehmen wir etwa
€= % so kann es keid > 0 geben, iir das|f(y) — f(0)| = |f(¥)| < e
ist wann immety — 0| = |y| < ¢ ist: Nehmen wir etwg = §/2. so ist

f)=1>c¢.

Furz #Z Oist die Funktionf in einer gewissen Umgebung verkonstant
und damit stetig inc; die Sprungstelle bet = 0 ist also die einzige
Unstetigkeitsstelle voif.
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Die DIRICHLETsche Sprungfunktion

_J1 fallszeQ
f(z) = {0 sonst
ist offenbar injedemPunktz € R unstetig, dennifr jedesé > 0 gibt
es sowohl rationale als auch irrationale Zahjamit |z — y| < §; diese
Funktion ist also in keinem Punkt stetig.

Um maglichst schnell raglichst viele Beispiele stetiger Funktionen zu
bekommen, wollen wir ungberlegen, dal auch Summen, Produkte und
Quotienten stetiger Funktionen wieder stetig siAtnliche Aussagen
hatten wir bereitdiber die Konvergenz von Folgen bewiesen; um dies
anwenden zu@nnen, wollen wir Stetigkeit via Folgen charakterisieren:

Lemma: Eine Abbildungf: D — Y von der offenen Teilmeng® C
X des metrischen Raun’$ mit Metrik d in den metrischen Rauyi
mit Metrik e ist genau dann stetig im Punkte D, wenn fir jede Folge
(z,,),cn VOn Elementen au® mit Grenzwertr gilt:

lim f(@,) = f().

Zum Beweisnehmen wir zuachst an, die Funktiorf sei stetig inx

und die Folge £,,),cy konvergiere gegem. Zu jedeme > 0O gibt

es dann eid > 0, so dald(f(y), f(z)) < e ist, falls d(z,y) < 6.

Wegen der Konvergenz der Folge gegergibt es zu diesend ein

ng € N, so dald(z, z,,) < o fur allen > ny. Fur diesen ist dann auch
d(f(@), f(z,)) < e, die Folge detf(z,) konvergiert also gegefy(z).

Umgekehrt konvergierelif jede gegerx konvergente Folgex(,),,cy
von Elementen au® die Folge derf(z,,) gegenf(x); wir missen
zeigen, daf¥ stetig ist inz. Ware dies nicht der Fall,&pe es eim > 0,
so dal} es zu jeded > 0 einy € D gabe mitd(z,y) < ¢, aber
d(f(z), f(y)) > e. Insbesondere&pe es iir jede nafirliche Zahln
einz, € D, so dald(z,z,) < 1/n ware, abed(f(z), f(z,)) > e.
Natirlich konvergiert die Folge der,, gegene, aber die Folge def(x,,)
kann nicht gegerf(z) konvergieren, da alle Abinhde detf(z,,) zu f(z)
mindestens sind. Dies widerspricht der Voraussetzung; als¢ istetig

nx. | ]
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Damit kdnnen wir nun ziemlich leicht aus bekannten stetigen Fonktn
neue konstruieren:

Lemma: Sind die Funktionerf, g: D — R auf der offenen Teilmenge
D C R stetig im Punkt € D, so sind auch die Funktionen

‘e {D—>R d 5 {D—>R
. un - g.
g z+— f(z) £ g(x) g z = f(x)- g()

stetig inz. Istg(x) # O fur allex € D, so ist auch
D —R
9] »o I®@

stetig inz. 9(@)

Beweis:Wir benutzen das gerade bewiesene Lemma: Wegen der vor-

ausgesetzten Stetigkeit der Funktiorfenndg in z ist fur jede gegen
konvergente Folgez(,),, iy von Elementen aub

lim_ f(z,)=f() und lim g(z,) = g(z).

Das Lemma folgt damit sofort aus den im vorigen Paragrapleend

senen RechenregelarfGrenzwerte.
|

Daraus folgt nun fast sofort, dal? alle Polynomfunktionestigtsind:
Wenden wir dieses Lemmaamlich an auf das Produkt der Funktion
f(z) = z mit sich selbst, folgt, daR auch die Funktigmnit g(z) = z?
stetig auf ganZR ist und induktiv weiter, daRiir jedesn € N die
Funktion, diez auf z™ abbildet, stetig ist. Multiplizieren wir noch mit
einer konstanten Funktion, folgt al&chstes, dafl} auch alle Funktionen
der Formf(x) = ax™ mita € R undn € N stetig sind, und indem wir
mehrere solcher Funktionen und gegebenenfalls noch einstdate
Funktion aufaddieren folgt dann

Lemma: Firallen € Nunday,...,a, € Ristdie Funktion

R—R
T a, " +a, "+ 4 agr+ag

stetig auf gan®R.
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Bei Quotienten von Polynomenimesen wir etwas vorsichtiger sein, da
deren Nenner nirgends verschwinden darf. Deshalb giltriier

Lemma: f(z) = a,z" +a, 2" 1+ --- + ax + ag und g(z) =
b, t™ +b,, 1™ 1+ + bz + by Seien zwei Polynomfunktionen und
D C R sei eine offene Teilmenge vd®) so daly(x) # O furallex € D.
Dann ist der Quotienf(z)/g(z) eine auf ganD stetige Funktion.

AufRer durch Grundrechenartedrinen wir Funktionen auch durch Hin-
tereinanderaughren miteinander verkipfen. Hier gilt:

Lemma: Sind f:D — R undg: D' — R stetige Funktionen derart,
daRf(x) € D' furallex € D, soistauch die Hintereinanderaiisfung
gof:D— Rmit(go f)(z) = g(f(x)) stetig.

BeweisZu jedemr € D unde > 0gibtes zuAchstwegen der Stetigkeit
von g im Punkt f(z) eind > 0, so dafg(f(z)) — g(y)| <  ist wann
immer|f(z) — y| < J ist. Wegen der Stetigkeit vofiim Punktz gibt es
zu diesend wiederum eim, sodaf}f(z) — f(y)| < distfurallez € D
mit |z — y| < n. Fur diesey ist daher auchg(f(z)) — g(f®))| < «.
Damit ist die Stetigkeit vog o f in x gezeigt.

Lemma: Die Exponentialfunktion ist stetig auf gaiiz

BeweisFur jedex € Ristnach Eigenschaft 3) der Exponentialfunktion
e"(1 —u) < 1, alsoe” — 1 < ue®. Damit ist fur zwei reelle Zahlen
u<v

e’ —e'=e"(e" " -1 <e*-(v—we' " =(v—u)e.
Istw > v, so gilt wegen der Monotonie der Exponentialfunktion erst
recht die Ungleichung
e’ —e' < (v—wu)e” firalleu<v<w.

Daraus folgt nun sofort die Stetigkeit der Exponentialfiimkin einem
vorgegebenen Punkt Zu gegebenem > 0 wahlen wir eine Zahtw
derart, dalg” > e® +e. Mit § = e “eistdann firy mit | —y| < ¢

le® —e¥| <e¥-|ly—z| <e¥d=c¢.

Dies zeigt die Stetigkeit der Exponentialfunktion.
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Korollar: Furjedess > 0 ist die Funktionf(z) = a® stetig auf ganR.

Beweis:Wir schreibem® = ¢'°9¢, Die lineare Funktior: — z - loga
ist stetig und nach dem gerade bewiesenen Lemma auch die&xje-
funktion. Somit ist aucly als Hintereinanderausifirung dieser beiden

Funktionen stetig.
n

Man beachte, daf3 wir hier nicht den Logarithmus als Funkgondern
nur den Wert log als Konstante verwendet haben. Trotzdem wollen
wir natiirlich wissen, ob die Logarithmusfunktion stetig ist. iégage
soll aber erst einmal ziickgestellt werden, denn die nun folgenden
allgemeinen Aussageiiber Stetigkeit werden uns Ergebnisse liefern,
mit denen sich insbesondere auch dies einfach entschéilen |

Wir untersuchen dazu den Wertebereich einer Funktion aBeten wir
etwa die Funktionf(z) = z auf dem offenen Intervall (O1), so ist
deren Bild einfach wieder dasselbe Intervall. Dessen Infinist die
Null, Supremum die Eins, und beides liegt nicht im Intervifatten

wir die Funktion stattdessen auf dem abgeschlossenenvatitéd, 1]
betrachtet, varen sowohl Infimum als auch Supremum Funktionswerte
gewesen.

Ein abgeschlossenes Intervall allein §ghjedoch noch nicht, um dies
sicherzustellen: Die Funktion
1
[0,1] - R 2
f: x falls z <
T — 0 fallsz =
z—1 fallsz >

1
2

NIRNIRNIE-

|
Nl

hat in ihrem Wertebereich alle Zahlen zwischeé und £, nicht aber
diese beiden Zahlen selbst. Sie ist aIIerdings:zbei% nicht stetig.

Wenn wir sowohl Stetigkeit fordern als auch von einem abiglessenen
Intervall ausgehen, kann so etwas nicht passieren:
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Lemma: f:D — R sei eine stetige Funktion und das abgeschlossene
Intervall [a, 0] liege ganz in der offenen Menge. Dann gilt:

a) f ist beschankt auf fr, b]

b) Istm = inf{f(m) z € [a, b]} die gibRte untere Schrankérdie
Funktionswerte aufd, b] und M = sup{f(z) | = € [a, b]} die kleinste
obere Schranke, so gibt es Zahlen, z,, € [a, b], fur die f(z,,) =m
und f(z,,) = M ist.

Beweis: a)Angenommen, der Betrag vof(xz) ware nicht besclimkt
auf [a, b]. Dann dabe es insbesondere zu jederns N einz,, € [a, b],
sodafl f(z,)| > nware. Daalle Glieder der Folge,(),,cx im Intervall
[a, 0] liegen, ware die Folge besclnkt; nach dem Satz vondBzANO-
WEIERSTRASSgabe es daher eine konvergente Teilfolgg)( <y mit
v, =z, , wobeiv, eine streng monoton ansteigende Folgéirigher
Zahlen ist. Der Grenzweft der Folge ,,),,cy muBte die Ungleichung
a < y < berfullen, da diese von allen Folgengliedernerfullt wird.

Nun betrachten wir die Folge der Zahl¢(y,,)/v,,. Die Folge der 1v,,

ist eine Nullfolge, die deyf(y,,) konvergiert wegen der Stetigkeit vgh
gegenf(y); nach den RechenregeliirfGrenzwerte re daher auch
die Produktfolge eine Nullfolge. Andererseits hat apey,,) = f(z,, )
einen Betrag diBerv,,, so daff(y,,)/v,,| > 1 istfur allen, so daf3 die
Folge unndglich gegen Null konvergieren kann. Dieser Widerspruch
zeigt die Besclanktheit vonf auf [a, b].

b) Auch hier argumentieren wir indirekt: Angenommen, ébeg kein
z,, € [a, b], so dal3f(z,,) = m ware. Dam als Infimum insbesondere
eine untere Schranke istane dannf(x) > m fur allez € [a, b], also
ware die Funktion

1
9(z) @ —m
stetig und positiv in allen Punkten aus p]. Nacha) gabe es daher eine
obere SchrankéV fiir diese Funktion. Die Ungleichungxz) < N ist
aber gleichbedeutend mit

f(w)—mz% oder f(x)2m+%

fur allez € [a, b]. Dies widerspricht der Definition vom als giof3ter
unterer Schranke. Dieser Widerspruch zeigt, daf die Aneabm@be
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keinz,, € [a, b] mit f(z,,) = m, falsch war.

Fir die kleinste obere Schranké konnen wir entweder genauso argu-
mentieren, oder aber wir nutzen aus, dal¥ die grof3te untere Schranke
von — f ist. Wie gerade gezeigt, gibt es daher gip € [a, b], so dal3
—f(zy)=—M,alsof(x,,) = M ist.

Als nachstes wollen wir zeigen, daf3 unter den Voraussetzungsegli
Lemmas auch alle Wertewischenm und M angenommen werden.
Dazu beginnen wir mit einem Spezialfall, den zumindestgainvohl
schon von Kurvendiskussionen aus der Schule kennen:

Lemma: f:D — R sei eine stetige Funktion und das abgeschlosse-
ne Intervall f, b] liege ganz in der offenen MengP. AulRerdem sei
f(a)f(b) < 0, d.h.f(a) und f(b) haben verschiedene Vorzeichen. Dann
gibt es einz € (a, b), so dal¥f(z) = O ist.

Beweis: Wir konstruieren einen solchen Punkt durch eine Inter-
vallschachtelung aus Intervaller, [, b,,] mit der Eigenschaft, dafl
f(a,)f(,) < 0 furallen € N. Als erstes solches Intervalbknen

wir einfach fa4, b;] = [a, b] nehmen.

Wenn wir das Intervalld,,, b,,] konstruiert haben, betrachten wir dessen
Mittelpunktc,, = %(an+bn).Waref(an)f(cn) > 0undf(b,)f(c,) > 0,

so waren entweder alle drei Zahlet), b,,, c,, positiv oder alle drei ne-
gativ, so daf3 auclf(a,,)f(b,,) > 0 ware, im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Also ist mindestens eine der beiden Zahlen kleiter gleich
Null; falls f(a,,)f(c,) < Oist, nehmen wir die linke Hifte [a,,, c,] des
Intervalls als neues Intervalk],,, b,.,], andernfalls die rechte &lfte

[cn7 b’n] N

Es ist klar, daR dadurch eine Intervallschachtelung definied, denn
jedes Intervall ist als linke oder rechteilfte seines Vorgngers insbe-
sondere in diesem enthalten, und da jedes Intervall nur hatth so
lang ist wie sein Vorgnger, bilden die Intervalhgen eine Nullfolge.
Also definiert diese Konstruktion eine reelle Zaht [a, b]. Wegen der
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Stetigkeit vonf ist
f@=f(lim a,)= lm fa,) und
fz)=Ff (nlg\m bn> = lim f(b,), also
f@?= lm f(a,)- lim f(b,)= lim (f(a,)f(0,)).

Fur allen € Nist f(a,)f(b,) < 0, also ist auch der Grenzwef{r)?
kleiner oder gleich null. Als Quadrat einer reellen Zahlkanaber nicht
negativ sein, also isf(z) = f(z)? = 0, und wir haben eine Nullstelle

gefunden. .

Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf andere Werte klstoun
nur noch eine reine Formadit, wir erhalten den

Zwischenwertsatz: f: D — R sei eine stetige Funktion und das abge-
schlossene Intervalkf b] liege ganz in der offenen MengB. Weiter
seienm = inf{f(z) | = € [a, b]} die gBRte untere Schrankérfdie
Funktionswerte aufd, b] und M = sup{ f(z) | = € [a, b]} die kleinste
obere Schranke. Dann gibt es zu jeder reellen Zahit m < ¢ < M
einz € [a, b], so dal3f(z) = cist.

Beweis:Fir ¢ = m und fur ¢ = M haben wir das bereits bewiesen; wir
konnen also zwei Werte,,,, z,, € [a, b] finden, so dal¥f(z,,) = m
und f(z,,) = M ist. Wir wollen unsiiberlegen, da3 e§ifm < ¢ < M
sogar zwischeg,, undz,, einz gibt mit f(z) = ¢. Dazu wenden wir
das vorige Lemma an auf die Funktigifz) = f(x) — ¢ auf diesem
Intervall [a*, b*], d.h. fur a* = min(z,,,, z,,) undb* = maxg,,, z,,)-
Die Voraussetzungen sind alit, denn

9(a)g() = g(@,)9(@rr) = (f(@) — ) (flzar) —€) = (m— )M —0)

ist negativ, dan < cund M > cist. Somit gibt es eirx im Intervall
[a*, b*] C [a, b] mit g(x) = f(z) — c = 0, alsof (z) = ¢, wie behauptst.

Als nachsten Schritt in Richtung Umkehrfunktionen stetigeriiamen
wollen wir injektive Funktionen genauer untersuchen. tdjiér
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Lemma: f:D — R sei eine stetige Funktion und das abgeschlossene
Intervall [a, b] liege ganz in der offenen Meng®@. Die Funktionf ist
genau dann injektiv aufi] b], wenn sie dort streng monoton ist.

Beweis:Falls f auf [a, b] streng monoton ist, &nen zwei verschie-
dene Werter, y € [a, b] nicht auf denselben Funktionswert abgebildet
werden, denn wegen der strengen Monotonie muf3 eine dembdiale
gleichungenf(z) < f(y) oderf(x) > f(y) gelten.

Ist umgekehrtf injektiv auf [a, b], S0 missen wir uns zuichstiberle-
gen,welcheMonotonie wir beweisen wollen. Dazu betrachten wir die
Funktionswerte an den Intervallenden; falla) < f(b), ist f auf [a, b]
sicherlich nicht monoton fallend; wir iissen also zeigen, dgfddann
auf ganz &, b] monoton vachst.

Wir Uiberlegen uns zudchst, daf¥f(a) < f(z) < f(b) ist fur allex aus
dem offenen Intervalld, b). Ware ramlich f(z) < f(a), so mifite f
nach dem Zwischenwertsatz im Interval] [b] den Wertf (a) annehmen,
im Widerspruch zur Injektivat auf [z, b]. Entsprechend if3te f im
Intervall [a, =] den Wertf(b) annehmen, fall§'(z) > f(b) ware.

Gabe es nun im Intervalbf b) zwei Punkter < y mit f(z) > f(y), SO

gabe es wegen der Ungleichurign) < f(y) < f(z) nach dem Zwi-
schenwertsatz ein € [a, z] mit f(z) = f(y), wieder im Widerspruch
zur Injektivitat. Somit istf monoton wachsend aud b].

Falls f(a) > f(b) ist, ist—f(a) < —f(b), wir kdbnnen also das gera-
de bewiesene auf die Funktionf anwenden. Da diese somit streng

monoton vachst, muly¥ selbst streng monoton fallen. .

Satz: f: D — R sei eine stetige Funktion und das abgeschlossene
Intervall [a, ] liege ganz in der offenen MengP. Falls f auf [a, b]
streng monoton achst, gilt

a) fbildetdas Intervall¢, b] ab aufdas Intervalbh, M]mitm = f(a)
und M = f(b).

b) f hat eine streng monoton wachsende Umkehrfunktion, d.le ein
Funktiong: [m, M] — [a, b], fUr die f o g die Identitit auf jn, M]
istundg o f die Identitt auf [a, b].

c) g ist stetig auf n, M).
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Beweis: aWegen der vorausgesetzten Monotonie istifath f(a) das
Minimum und £(b) das Maximum der Funktionswerte auf dem Intervall
[a, b]. Nach dem Zwischenwertsatz wird auch jede Zahl zwischeseti
beiden Werten angenommen.

b) Als streng monoton wachsende Funktionfishsbesondere injektiv;
daher gibt es zu jedem € [m, M] genau einz € [a, b], so dald
f(z) = yist. Natirlich setzen wig(y) = z, alsoistf o g(y) = f(9(y)) =
f(z) = y. Entsprechend isg o f(z) = g(f(z)) das einzige Element
des Intervalls ¢, b], das auff(z) abgebildet wird, alsa. Auch die
strenge Monotonie vorg ist klar: Ware ramlich fur y; < y, nicht
g(yy) < g(y,), so wareg(y,) < g(y;) und damit wegen der Monotonie
von f auchy, = f(g(v2)) < f(9(v1)) = vs-

c¢) Auch die Stetigkeit vory folgt leicht aus der Monotonie vofi: Sind
y = f(zp) € (m, M) unde > 0 vorgegeben, sodnnen wire natirlich
problemlos verkleinern; wir nehmen an, daf3 sowphle als auchy +¢
in (m, M) liegen. Dann gibt es Elementg, z; und z, aus [, b], so
daBf(z,) =y — ¢, f(z) = y und f(z,) = y + . Wir definierens als
das Minimum der beiden Zahlen— z; undz, — z;. Ist|z — x| < 4,
so ist insbesondere; < z < z,, alsoy — e < f(z) < y +¢, also
|f(@) -yl <e.

86: Summen und Reihen

Wenn wir per Computer einen Funktionsweéherungsweise berech-
nen lassen,d&nen je nach Funktion im Hintergrund sehr verschiedene
Formeln ausgewertet werden. In vieleallEn aber werden Polynome
und ahnliche Summen ausgewertet. Irachsten Kapitel werden wir
sehen, wie man die meisten interessanten Funktionen alwGeete
einer Folge von Polynomen darstellen kann; hier soll esaehst nur

um einige erste Grundlagen gehen.

Reihen sind spezielle Folgen, deren Glieder nicht direkhaat werden,
sonderruber die Differenz zu inrem Voamnger. Ist alse; = a, das erste
Folgenglied und:,, = z,,_; +a,,, SO ist

n
z, = E 273
k=1
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die Summe der Zahlen vam, bis a,,. Falls diese Folge gegen einen
Grenzwerte konvergiert, schreiben wir

(o]
= g ay, .
k=1

Die Zahleng,, und damit auctx,, konnen dabei wahlweise reelle oder
komplexe Zahlen sein.

Als Beispiel einer Reihe betrachten wir wieder ein Geldgelait einem

festen Zinssatz vop %, gehen aber jetzt davon aus, daf’ jedes Jahr am

ersten Januar eine feste Sumareinbezahlt wird. Wir interessieren uns
fur den Kontostand am ersten Janualahre nach Kontoéffnung.

Bei der Kontoedffnung wurde erstmalig de&hrliche Anlagebetrag
einbezahlt: diese Summe standahre lang auf dem Konto, wurde als
n mal mitg = 1 +p/100 multipliziert und wuchs damit auf;".

Am ersten Januar des Folgejahres wurde wieder die gleicher®u
einbezahlt; da sie nut — 1 Jahre auf dem Konto stand, wird sie nur
mit ¢"~! multipliziert. Der zwlf Monate sjiter einbezahlte Betrag
wir entsprechend nur mig"~2 multipliziert, und so weiter bis zum
ersten Januar Jahre spter, der gerade erst einbezahlt wurde und damit
natirlich noch keine Zinsen abwirft.

Der Betrag, der nach Jahren zur Veifgung steht, ist also
n
z,, =aq"+aq"_l+---+aq+a=2aqk.
k=0

Diesen Ausdruck &tten wir gerne in einer einfacheren Form. Dazu
verhilft ein einfacher Trick: Wir multiplizieren ihn mi:

n+l

gz, =aq™ +ag" +---+ag’ +ag=>_ad".

k=1
Vergleichen wir dies mit der Darstellung var),, so kommen fast alle
Terme in beiden Summen vor; lediglich am Anfang und am Enbe gi
es Diskrepanzen. Damitkinen wir mit einer deutlichen Vereinfachung
rechnen, wenn wir die beiden Summen voneinander subteahier

qn+l_1
q—1"

qr, —x, =aq"t —a alsoist z, =a
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wobei letztere Formel nétlich nur fur ¢ 7 1 gilt. (Die Formel firg = 1
kann sich hoffentlich jeder Leser selligterlegen.) Auch ohne diese
Formel ist klar, dal3 die Folge, im bei einer Geldanlage angestrebten
Fall ¢ > 1 unbeschinkt wachst.

Was passiert, weng < 1 ist? Unter dem Gesichtspunkt einer Geld-
anlage mag dieser Fall unrealistisch erscheinen, wennbeir laeden-
ken, dal3 gerade bei einer langfristigen Geldanlage aucintlaion
bericksichtigt werden mul3 und nicht zu allen Zeiten jede Ankgigen
Uber der Inflationsrate liegenden Zinssatz erzielt, karah & zumin-
dest nicht ausgeschlossen werden. Die Annahme &éimarlange Zeit
konstanten Inflationsrate ist zwar fidich noch unrealistischer als die
einerlber lange Zeit konstanten Zinssatzes, aber bei der Anvmgndu
mathematischer Methoden tastet man sich meist langsamovoex-
trem idealisierten (sprich:dllig unrealistischen) Modellen zu immer
realitatsraheren und im Idealfall schlie3lich auch praktisciztichen.

Gehen wir also aus von einer abstrakt mathematischen Snustir ha-
ben zwei reelle oder komplexe Zahlenndq # 1, und wir interessieren
uns fur das Verhalten von

n+l _ l

n
_E: _4q
T, — aqk—aT.
k=0 q

Aus §4 wissen wir, dal? die Folgey'),,cx fur |¢| > 1 betragsrafig
unbeschiinkt wachst, @rr |¢| = 1 aberg # 1 unbestimmt divergiert und
fur |q| < 1 gegen null konvergiert. Damit ist nach den Rechenreggln f
Grenzwerte klar, daf3 in diesem Fall die Folge der
n n+l n+l
— k_ ¢ -1 _1—¢q
xn—;aq =a 1 =a 1—¢

gegeru/(1 — g) konvergiert. fir |¢| < 1 ist somit
ad a
> agk = .
k=0 q
Damit haben wir zumindest eine unendliche Reihe ausgeetciuie
sich bald zeigen wird, ist dieses Aghst eher énstlich und unbedeu-

tend erscheinende spezielle Resultat ein Ausgangspuniddutlich
allgemeinere, interessantere uridzalichere Ergebnisse.
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Wenn eine Summe aus unendlich vielen Termen einen endlMfeeh
haben soll, missen die einzelnen Summandeniniath klein werden;
insbesondere gilt

Lemma: Falls die Summe mit Summandes,§, . konvergiert, mufd
(az)ren €ine Nullfolge sein.

Beweis:Wenn die Folge der Teilsummaer, = }";_; a, konvergiert, ist
sie insbesondere einealcHY-Folge, es gibt also zu jedem> 0 ein
ng € N,sodallz,, — z,,| < efurallem,n > ng. Diesgiltinsbesondere
firm =n+1, firn > ngistdaherz,,,; — z,,| = |a,.1| < €. Somit ist

(ax)ren €ine Nullfolge.
n

Umgekehrt betrachten wir die Summe, deren Summanden diel&3li
unserer Standard-Nullfolge/& sind, wir setzen alsa, = 1/k und

"1
In:ZE
k=1

Um einen ersten Eindrudkber die Konvergenz dieser Reihe zu bekom-
men, berechnen wir einige Gliedeftmerungsweise):

710 ~ 2,928968253968254
100 ~ 5,187377517639621
1000~ 7,485470860550343
10000~ 9,787606036044345
100000~ 12,09014612986328
10000007~ 14,39272672286478
100000007 16,69531136585671

Z100000000~ 18,9978964138477

Die Teilsummen steigen also nur recht langsam an, allesdistgdie
Differenz zwischenz,g... und z,0. bei den hier betrachteten Werten
stets ungethr gleich; wenn man nachrechnet kommt man auf etwa
2,302585.

Das spricht nicht ddifr, dal3 die Summe gegen einen endlichen Grenz-
wert konvergiert, und in der Tat divergiert diese sogenahatmoni-
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sche ReiheDas Kinnen wir am einfachsten dadurch sehen, dafd wir die
Differenzen zwischen den Teilsummen zu aufeinanderfalgerzwei-
erpotenzen abséltzen: Da die Folge der Zahlery A monoton #llt,
ist

2n+1 2n+1

1
> o= > 2n+1—ﬁ—§-
k=27+1 k=2"+1
Damit ist
2’n,+1 n 2m+1
Z——1+Z Z —>1+Z——1 n+1
k=1 m=0k=2m+1

und das viichst unbegrenzt mit WachsendenDle harmonische Reihe
divergiert also (bestimmt) gegen unendlich.

Sie schrammt allerdings nur haarscharf an der Konvergerizeizdm
Kapitel Uber Integralrechnung werden wir sehen, dal? die Summe der
Zahlen ¥n" fur jedegeeller > 1 konvergiert. Err = 2 etwa kann man
(mit Methoden jenseits der Analysis | wie beispielsweise Heeorie

der FoUuRIER-Reihen) zeigen, daR die Reihe gegen'6 konvergiert;
entsprechend ergeben sich aughdndere gerade natiche Zahlenr
Summen der Form™ mal rationale Zahl. Die Grenzwertérfungerade

sind erheblich schlechter verstanden.

Wenn wir bei Summen und Reihen sind, sollten wir auch endicle
Summenformel beweisen, die zwar nichts mit unendlichenrSemzu
tun hat und eigentlich auch nichts mit Analysis, die aberdaach in
der Analysis immer wieder gebraucht wird. Es geht darum,rdte
Potenz einer Summe ¢ b) durch Terme der Form*s* auszudiicken.

Der Ansatz ist einfach: Wir schreiben
(a+b)" =(a+b)(a+b)---(a+b)
n Faktoren
und multiplizieren dies aus nach dem Distributivgesetndah erhalten
wir die Summe aller Produkte aud-aktoren, wobei dei-te jeweils ei-
ner der beiden Summanden ausdgr Klammer ist. Insgesamt erhalten

wir also 2 Summanden; wegen der Kommutatitiler Multiplikation
haben diese jedoch allesamt einenwerl Wertea*b"~* mit einemk
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zwischen 0 undk. Wir missen ahlen, wie oft jeder dieser Terme vor-
kommt.

Dazu Uberlegen wir uns, auf wie viele Arten wir aus Faktoren
k auswvahlen ldnnen (aus denen wir dann jeweils den Summanden
nehmen). Wenn wir einfach der Reihe nach Faktoren hernehtmben
wir fUr den ersten noch die volle Auswabhl vatfraktoren, beim zweiten
haben wir nur noch — 1, namlich alle, auRer dem bereits aus@éten,
fur den drittem — 2, und so weiter. Insgesamt haben wir also
nn—1)...(n —k+1)
Maoglichkeiten. far die Berechnung voru(+ b)" ist es allerdings ohne
Bedeutung, ob wir deirten Faktor als ersten oder als letzteniiodr
sichtigt haben bei der Auswahl vdnFaktoren, aus denen wir das
nehmen wollen; iir jede Wahl vonk-Faktoren niissen wir also noch
dividieren durch die Anzahl der dglichen Anordnungen einer Menge
von k Elementen. Wie wir in dellbungen gesehen haben, gibt esidaf
k! Moglichkeiten; der Terna*s™* tritt daher

ny _nhn-1)---n—k+1) n!
<k> def k! Tk (n - k)
Mal auf. Fur k£ = 0 undk = n kommt hier auch 0! vor; déf verwenden
wir die Ubliche Konvention, daf3 ein leeres Produkt gleich eins selin
d.h. 0! = 1. Somit ist

n n! n n!
<o> = oy - L und <n> “ao b

wie es auch sein soll; Eine Menge vanElementen hat genau eine
Teilmenge mit null Elementen,amlich die leere Menge, und genau
eine Teilmenge mit Elementen, &mlich sich selbst.

Das Symbol(}}) bezeichnen wir als deBinomialkoeffizientefy'); ge-
sprochem uberk. (Im Englischen sagt maimchoosek; hier steckt der
Begriff der Auswahl also schon in der Sprechweise.) Dantitfo

Binomischer Lehrsatz: Fir zwei Elemente, b eines Korpersk ist

@y =3 <Z> alyrt it <Z> " (nn_!_ 0

k=0
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I
Die kompakte Schreibweis%n'—kI ist natirlich nicht zum wirkli-
\n — :

chen Rechnen gedacht; da ist damgere Ausdruck
n\ _nn-1)---(n—k+1)
<k> - k!
erheblich ginstiger.
Der Namebinomischer Lehrsatkommt daher, dal? man eine Summe

aus zwei Termen aBinombezeichnet; er hat nichts mit irgendwelchen
Mathematikern zu tun.

Die obige Herleitung dieses Satzes war wahrscheinlichgdlversand-
lich fUrr die Leser, die aus der Schule mit elementarer Kombiratwor
Wahrscheinlichkeitstheorie vertraut sindy fden Rest sieht das Ganze
vielleicht noch etwas dubios aus. Deshalbamte ich den Satz noch
einmal ohne Kombinatorik beweisen, und zwar durch vatidige In-
duktion:

Firn = 1ist (é) = <i> =1, der Satz wird also zur trivialen Aussage
atb=a+b.

Wenn wir den Satzfr ein festes: bewiesen habengknen wir ¢+b)™*1
berechnen als ( n

(a+0)"t=(@+b)" - (@+b) = { <Z> “kbnk> (a+b)

k=0

— i <Z> gk ipn—k 4 i <Z> akpn—k+l

k=0 k=0
n+l n n n
- Z akbn+17k + akbn+17k
-1 k
k=1 k=0

k=0 k=1 k=n+1

mit C,, = <k B 1) + <Z> denn wie wir bereits gesehen haben, ist

(6)=()=
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Fur den InduktionsschluB isssen wirC), noch weiter umformen:

C=<n)+<n>= n! . n!
Fo\k-1 k) (k=D (n+1—k)! kl(n— k)

_nlk+nl(n+1—k) _ (n+21)! _(n+l
T kl(n+1-k)! kK(m+l1-k \ k)
Damit gilt der binomische Lehrsatz audlrf: + 1, also fir allen € N..

Die beiden im Beweis verwendeten Regeln

(6)= () =2 wa ("0) ()= (")

lassen sich auch dazu verwendsdir, éin festes, nicht zu grol3esdie
samtlichen Binomialkoeffiziente@i) einfach zu berechnen: Im Dreieck

0

HINEGINE

906006000

stehen aul3en lauter Einsen, und innen ist jeder Eintraguient® der
beiden daiberstehenden. Damiaft sich das Dreieck leicht rekursiv
berechnen:

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
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Die offensichtliche Symmetrie dieses sogenanntescRLschen Drei-
ecks in Bezug auf seine Mittelachsérinen wir leicht allgemein bewei-
sen:

<Z> Y (nn!— D (n —nli)!k! - <n . k> '

BLAISE PascAL (1623-1662) ging nie zur Schule, da
ihm sein Vater alles selbst beibringen wollte. Mathema-
tik war erst ab dem Alter 15 vorgesehen, jedoch war
er durch Andeutungen seines Vaters so neugierig ge-
worden, daf3 er die Geometrie im Alter von 12 Jahren
selbst erfand. Zwei Jahred&er nahm er an mathemati-
schen Treffen in Paris teil; mit 16 gsentierte er seine
erste eigene Arbeit. Um seinem Vater, einem Steuer-
einnehmer, zu helfen, baute er eine der ersten mecha-
nischen Rechenmaschinen. Imaggren Leben befalite
er sich hauptichlich mit Philosophie und Theologie,
kam aber immer wieder zur Mathematik gk, wo er unter anderem die Wahrschein-
lichkeitstheorie begmdete.

Nach diesem Einschub kehren wir wiederimk zu unendlichen Sum-
men und betrachten al§ichstes Beispiel die Summe

S=) (-1t =1-1+41-1+1—--.
k=1
Durch Zusammenfassen aufeinanderfolgender Terdamndén wir sie
leicht ausrechnen: Fassen wir jeweils die Terme init 2¢ — 1 und
k = 2¢ zusammen, erhalten wir die Formel

S=Y (P +(1) => 1-1)=(1-1)+(1-1)+---=0.
/=1 /=1

Wir kdnnen freilich auch die Terme mit= 2/ undk = 2¢ + 1 zusam-

menfassen und erhalten dann

S=1+) (1P + (1% =1+ (-1+ 1)+ 1+ 1)+ =1,
=1

Eine dritte Mbglichkeit ware, dal’ wir nuiiber die ungeradeasummie-

ren und den Term+1)**! mit (—1)**** kombinieren. Damit erreichen

wir allerdings nur diejenigen geraden Zahlen, die das Dippsner
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ungeraden Zahl sind. Was noch fehlt, sind die geraden Zatiierdas
Doppelte einer geraden Zahl sind; das sind genau die dugcteitbaren
Zahlen. Somit ist

S = Z ((_1)k+l + (_l)2k+l) + Z(_l)4€+l
k=1 ¢=1
k ungerade
- Y @ ps =0 1
k=1 £=1 =1
k ungerade

was gegen-oo divergiert.

Von diesen drei Ergebnissen kann offensichtlidkliistens eines richtig
sein; welches?

Gehen wir zuiick zur Definition: Eine unendliche Summe konvergiert,
wenn die Summe ihrer Teilsummen konvergiert, und ihr Werdiggin
der Grenzwert dieser Folge. In unserem Fall haben wir disdm@imen

-\ K+l _ 1 fallsn ungerade
o = ;(_l) B { —1 fallsn gerade -

Somit ist keines der drei geragbewiesenen* Ergebnisse richtig; die
Folge ders,, und damit die Summe ist unbestimmt divergent.

Der Fehler in den obigen Rechnungen lag darin, dal3 wir zwandti-
chen Summen beliebig umordnen und klammeinrien; dazu iisssen
wir nur das Kommutativ- und das Assoziativgesetz hinreicheft an-
wenden. DalR wir diese Gesetze beliebig oft anwendemén, folgt
aus dem Prinzip der voliahdigen Induktion, aber damibknen wir nur
beweisen, dal’ wir jedendlicheAnzahl von Umordnungen vornehmen
kdnnen, nicht aber unendlich viele. In unendlichen Sumniefed wir
also nicht beliebig umordnen; wenn wir es trotzdem tun, leghawir
mit etwas Geschick die verschiedensten Reihen, die niclgagen ver-
schiedene Grenzwerte konvergieren, sondern teilweisle bestimmt
divergent sind.

Das Problem liegt offensichtlich hauptshlich darin, daf3 sich Terme
gegenseitig weghebei@knen. Das funktioniert offensichtlich nur dann,
wenn es Summanden mit verschiedenen Vorzeichen gibt; Wieso
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also erwarten, dal3 wir weniger Probleme haben bei Reihesn &um-
manden allesamt dasselbe Vorzeichen haben. Das ist imsterealann
der Fall, wenn wir die Summanden einer beliebigen Reihetdime

Betrage ersetzen. Deshalb definieren wir

oo

Definition: Die unendliche Reihez a, heifdt absolut konvergent,

) - o k=l
wenn die Reih€  |a,| konvergiert.
k=1

Die beiden Summer) " a, und ) |a,| werden, selbst wenn beide

k=1 k=1
existieren, oft nicht das geringste miteinander zu tun haBetrachten
wir etwa fur eine reelle Zaht-1 < ¢ < 0 die geometrische Reihe

= 1
qu: 1—q°
k=1 q
Die Summe der Be#ge ist hier
gzt t
pt 1-lgl 1+q

Fur ¢ = — 3 etwa ist die erste Summe gleighdie zweite aber zwei.

Trotzdem folgt aus der absoluten Konvergenz einer Reihendkon-
vergenz. Um dies einzusehen, betrachten wir dagc8ysche Konver-
genzkriterium @ir die Folge der Teilsummen

(o )
Sy = E ap
k=1

einer unendlichen Reihe. Nacln@Hy konvergiert diese Folge genau
dann, wenn es zu jedem> 0 einn; € N gibt, so daf}s,, — s,,| < ¢
ist fur allen, m > nq. Hieristfurm > n

m n m
|$m = 8l = E ak_E Q| = E ag
k=1 k=1 k=n+1
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Setzen wimg = ny + 1, so dnnen wir die Bedingung auch so formulie-
ren, daf es einy € N gibt so dai

Sie ist naiirlich nicht absolut konvergent, denn wenn wir alle Summan-
dendurch ihre Be#ige ersetzen, erhalten wir die divergente harmonische

m

D ak

k=n

<e furallem >n>ng.

Somit gilt:
Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen: Die unendliche Rei-

heZ a;, mit reellen oder komplexen Summandgykonvergiert genau
k=1
dann, wenn es zu jedegn> 0 einng € N gibt, so dal3

m

D a

k=n

<e furallem >n>ng.

Daraus folgt nun leicht

oo
Satz: Ist eine unendliche Reihg a;, mit reellen oder komplexen

k=1
Summander,, absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Beweis:Da die Summe der Beige konvergiert, gibt es nachaGcHy
zu jedenme > 0 einng € N, so dal

Z |a|
k=n
Nach der Dreiecksungleichung ist dann aber auch
pLN
k=n

so daf’ die gegebene Reihe nactuCHy konvergiert.

m
:Z|ak|<6 furallem >n > ng.

k=n

m
§Z|ak|<€ furallem >n > ng,

k=n

Um zu sehen, ob auch die Umkehrung dieses Satzes gilt, bttrawir
die sogenanntalternierende harmonische Reihe

Reihe.

Um einen Eindruck von kglicher Konvergenz oder Divergenz der al-
ternierenden harmonischen Reihe zu bekommeénnk&n wir wieder

n
einige der Teilsummes,, = > % berechnen (lassen):
k=1

$10 ~ 0,6456349206
$100 ~ 0,6881721793
$1000 % 0,6926474306
$10000~ 0,6930971831

Diese Werte legen den Verdacht nahe, dal3 die Folge gegan\&kewt
nahe (7 konvergieren sollte. Zumindest die Tatsache, dal3 siegtonv
giert, kbnnen wir auch leicht beweisen mit Hilfe eines Kriteriumsivo
LEIBNIZ:

Definition: Eine Reihe der Forny ~(—1)**'q, mitreellen Summanden

k=1
heiBtalternierendwenn entweder alle,, > 0 oder allea;, < 0 sind.

Die Summanden sind also abwechselndl@r oder gleich Null und
kleiner oder gleich Null. Br solche Reihen haben wir das

Konvergenzkriterium von Leibniz: Eine alternierende Reihe
oo
Z(_l)k+lak
k=1

konvergiert, falls die Folg¢|a,|)
ist.

eN eine monoton fallende Nullfolge

Beweis:Wenn wir alle Summanden mit1 multiplizieren,andert sich
nichts an der Konvergenz: Der Grenzwert wird einfach elsnfait
mit —1 multipliziert. Daher Bnnen wir uns beim Beweis auf den Fall
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beschanken, daf alle,, > 0 sind. Bei den Teilsummen

5, = Y (-1,
k=1

ist dann tir gerades: stetss,, < s,,,,, denn
— +2 —
Sn+1 = Sn + (71)’” Up+1 = Sn + Ap+1 -

Wir betrachten die Folge der Interval(gs,,,, 52n+1])neN und wollen
unsiiberlegen, daf3 sie eine Intervallschachtelung definieren.

Dazu missen wir als erstes zeigen, dal3 jedes Intervall in seinem
Vorganger liegt, dal? alsg,, < s,,,, UNds,, 43 > 85,41 1St DA @, ), en

eine monoton fallende Nullfolge ist, folgt das sofort duBd¢rechnung

der Differenzen:

_ 2n+2 on+3 _
Sop+2 = Sop = ((—1) mr A1+ (=1) ™ a2n+2) = Q41 — Aopa2 > 0

und

Son+3 7 Son+1 = ((_1)2n+3a2n+2+ (= 1)2n+4a’2n+3) = Ugp43— Gope2 < 0.
SchlieBBlich muf noch gezeigt werden, daf die Inteimaién eine Null-
folge bilden; das ist aber klar, denn wie wir zu Beginn des &ses

gesehen haben, hat dage Intervall die langeas,, ;.
u

Insbesondere konvergiert also die alternierende harmloaiReihe; da-
mit ist klar, da3 es auch konvergente Reihen gibt, die nibisbhut
konvergent sind. Im @&chsten Kapitel werden wiibrigens sehen, dal3
sie gegen den nétlichen Logarithmus von zwei konvergiert.

BARON GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646—
1716) gilt als der letzte Universalgelehrte, der das ge-
samte Wissen seiner Zéiberblickte. In der Mathema-
tik ist er vor allem beiihmt durch die Entwicklung der
Infinitesimalrechnung (bémlich derer es einen langen
Prioritatsstreit mit NWTON gab); Bezeichnungen wie
g—z und [ f(z) dz gehen auf ihn ziirck. Durch sei-
ne Begiindung der symbolischen Logik legte er auch
einen wesentlichen Grundstein deatgren Informatik.
Weitere Arbeiten befassen sich mit den Naturwissen-
schaften und der Technik, der Philosophie, Theologie

und der Geschichte.
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Wir werden Reihen im weiteren Verlauf der Vorlesung haépidich
brauchen, um uns unbekannte Funktionswerte wie Jet,8in 2 oder
auch Konstanten wig naherungsweise zu berechnen. Die Konvergenz
solcher Reihen énnen wir nairlich nicht dadurch beweisen, da’ wie
die Differenzen zum (uns unbekannten) Grenzwert betracistatt-
dessen brauchen wir als erstes Kriterien, die uns die Kgewvereiner
Reihe garantieren; danach erénkien wir uns in einem zweiten Schritt
Gedankertuiber die Berechnung des Grenzwerts machen.

Ein solches Kriterium, das voneiBNIz, haben gerade kennengelernt;
die meisten andererahgen in irgendeiner Weise zusammen mit geo-
metrischen Reihen, mit denen wir eine gegebene Reihe wehigle Die
Vergleiche beruhen auf dem folgenden

(oo}
Majorantenkriterium:  Zur unendlichen Reihg a;, mit reellen oder
k=1

komplexen Summander), gebe es eine konvergente Re@ by, mit
k=1
reellen Summandebd, > 0 derart, daf3a,| < b, fur alle k. Dann

konvergiert)  a, absolut.

k=1
Zum Beweiskdnnen wir genauso vorgehen wie beim Beweis, dal3 je-
de absolut konvergente Reihe konvergiert: Wegen der Kgevervon

Z b, gibt es nach @UcHY zu jedere > 0 einng € N, so dald
k=1

m m
Zbk :Zbk <e furallem >n>ng.

k=n k=n
Nach der Dreiecksungleichung ist dann auch

m m m
Zak §Z\ak|§2bk<s furallem > n > ng,
k=n k=n k=n

so daf? die gegebene Reihe nactuCHyY konvergiert.
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oo
Die Reihez b, bezeichnet man in diesem Zusammenhang als eine

k=1
konvergente Majorante.

Als erste Anwendung wollen wir urigberlegen, daf die ReWE e

k=1

1 1 1 1
konvergiert: Eirk > 1 st — und
vergi TS Sk —D k-1 kY
1

"1 " 1 1) &1
Zk(kl)_Z:(kl_k) ko
k=2 k=2 =1

. . L = 1 .
konvergiert gegen eins. Somit ist die Summe Em eine
=2

konvergente Majorante, die betrachtete Summe k(_)nvelayimtabsolut
und ist damit insbesondere konvergent.

Als weitere Anwendung erhalten wir sofort, dal® fede reelle Zahl
s > 2 die Reihe o 4
¢(s) = ; T

konvergiert, dennk* < 1/k?firallek € N. Die so definierte Funktion
heil3t REMANN sche(-Funktion. ( ist der griechische Buchstaketa)

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
war Sohn eines lutherischen Pastors und schrieb sich
1846 auf Anraten seines Vaters an der Univatsit
Gottingen fir das Studium der Theologie ein. Schon
bald wechselte an die Philosophische Fakulim dort
unter anderem bei &uss Mathematikvorlesungen zu
horen. Nach Promotion 1851 und Habilitation 1854 er-
hielt er dort 1857 einen Lehrstuhl. Trotz seingshen
Todes initiierte er grundlegende auch noch heute funda-
mentale Entwicklungen in der Geometrie, der Zahlen-
theorie undiber abelsche Funktionen. Seine Vermutung
Uber die Nullstellen der (heute alssRIANN sch bezeich-
neten)-Funktion ist die baihmteste offene Vermutung
der heutigen Mathematik.

Tatsachlich konvergiert die Reihe soganfalles > 1, aber das werden
wir erstim Kapiteliber Intergralrechnung beweiseirnen. Mehr noch:
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In der Funktionentheorieder Analysis mit komplexen Zahlen, zeigt
man, daf’ die so definierte Funktion fortgesetzt werden kaneirer
Funktion mit beliebigen komplexen Argumenter¥ 1. Eine beiithmte
Vermutung von REMANN besagt, daf3 alle ihre nichtreellen Nullstellen
den Imagiréhrteil% haben. Dies &tte wichtige Konsequenzen beispiels-
weise fir Satzelber die Verteilung der Primzahlen.

Nicht zuletzt deshalb @&hlte die €Ay Foundation dieses Problem im
Jahre 2000 als eines ihrer sieben Millenium-Probleimejéren losung
sie jeweils eine Million Dollar ausgesetzt hat. Bislanggsdt eines die-
ser Probleme, die®INCARE-Vermutung, gedst (von GRISHA PERELMAN
aus St. Petersburg, der den Preis ablehnte); um die restlggchs, dar-
unter die REMANN-Vermutung, knnen sich die Leser noch béhen.
Fur Einzelheiten siehrttp://www.claymath.org/millennium/.

Wie bereits enathnt, werden wir das Majorantenkriterium hawjatslich
verwenden, um vorgegebene Reihen mit geometrischen Reiten
vergleichen; schlieBlich sind das die einzigen, bei den@nemen
vollstandigenUberblick sowohliber ihr Konvergenzverhalten als auch
ihren Grenzwert haben. Als erstes solches Vergleichsknitebetrach-
ten wir das

Wurzelkriterium: Zak sei eine Reihe mit reellen oder komplexen

k=1
Summanden. Falls es eine reelle Zahkt 1 gibt und eirk, € N, so dal3
¥/\|ag| < qistfurallek > k,, ist die Reihe absolut konvergent.

Beweis:Fur k > kg ist |a;| < ¢"; somitist Lir die Reihe

oo
Sb, mit b= ] fallsk < ko
q° fallsk >k
stets|a,| < b,,. Diese Reihe ist konvergent mit Grenzwert
ko—1 - o
Zbk Z|ak|+zq Z|ak|+qkozqk_2|ak|+
k=ko

Somlt haben wir eine konvergente Ma]orante gefunden; digclgene
Reihe konvergiert daher nach dem Majorantenkriterium lalbhso
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In der Literatur wird das Wurzelkriterium meist etwas spdler, dafir
aber kompakter formuliert:

o0

Wurzelkriterium, 2. Fassung: Zak sei eine Reihe mit reellen oder
k=1

komplexen Summanden. Fa]LIs liY/|a,,| existiert und echt kleiner als
—00

eins ist, konvergiert die Reihe absolut.

Beweis:Sei lim {/lax] = ¢ < 1. Danniiste = (1 — ¢;) > 0, und
—00

nach Definition eines Grenzwerts gibt es gjne N, so dal

1-—
w’“/|ak|—q1‘<€= qu furallek > k.

Fur diesek > kg ist dann insbesondere
_ l1-q _q+t1_
Ve <gr+e=q + 5 T o
Als Mittelwert vong, < 1 und der Eins ist aucti < 1, also kbnnen wir
das Wurzelkriterium in seiner ersten Form anwenden mitedigahlq
und k.

Eine zweite Miglichkeit zum Vergleich mit einer geometrischen Reihe
besteht darin, da wir Quotienten zweier aufeinanderfalge Sum-
manden betrachten. Da dabei eine Division durch Null aigfitr&nnte,
formulieren wir es zuachst quotientenfrei:

oo
Quotientenkriterium: Z a,;, sei eine Reihe mit reellen oder komple-

k=1
xen Summanden. Falls es eine reelle Zakl 1 gibt und eink, € N, so
daB|a,,1| < qla,| fUr allek > k,, konvergiert die Reihe absolut.

Beweis:Wir setzena = a,,. Durch vollstindige Induktion folgt sofort,
daR|a,| < ¢" *oa ist fur allek > ko. Damit kdnnen wir wieder im
wesentlichen genauso verfahren wie beim Beweis des Wuiteglkms:
Fur die Reihe

= : _ [ lay| fallsk < k,
;bk mit by, = {aqk falls k > &
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ist stetsa,,| < b, und diese Reihe ist konvergiert gegen den Grenzwert

00 ko—1 o ko—1 0 ko—1 a ko
Sob= Y lal+Y = Y layl+ag 3o gt = Y gl 2
k=1 k=1 k=ko k=1 k=0 k=1 -4

Somit haben wir eine konvergente Majorante gefunden; dirlgene
Reihe konvergiert daher nach dem Majorantenkriterium labso

Auch dieses Kriterium&nnen wir etwas spezieller mit einem Grenzwert
formulieren:

oo
Quotientenkriterium, 2. Fassung: Zak sei eine Reihe mit reellen
k=1

oder komplexen Summanden. Faklls Iigﬁl‘ existiert und echt klei-
—o0 |Q

ner als eins ist, konvergiert die Reihe absolut.
Beweis:Wir kdnnen diese zweite Fassung im wesentlichen auf die glei-
che Weise aus der ersten Fassung folgern wie beim Wurzeilarit: Sei
lim M =g¢; < 1. Dannist = %(1 — ¢g1) > 0, und nach Definition
k— o0 ‘ak‘
eines Grenzwerts gibt es efig € N, so dal}

la,|
|ay]

Fur diesek > k ist dann insbesondere

|a, | _ o l-q g+l _

g te=gqt ==~ =¢g<1

lag| @ @ 2 2 det?
Damit kdbnnen wir das Quotientenkriterium in seiner obigen Form an-
wenden.

1-—
-q <s:qu furallek > k.

Man beachte, daf? die jeweils zweite Fassung dieser Kritedevwacher
ist als die erste, denn diese auch anwendbar, wenn der in\ggten
Fassung betrachtete Grenzwert nicht existiert.

Fiir Anwendungen dieser beiden Kriterien sei aufdmingen verwie-
sen und vor allem auf die Behandlung der Potenzreihendohsten
Kapitel.



