Einleitung

Wer im Katalog der Mannheimer Univergisbibliothek das Stichwort
Analysiseingibt, ertalt mehrere Tausend Treffer, wird aber schnell fest-
stellen, daf3 nur ein Bruchteil der gefundeneicBer etwas mit Ma-
thematik zu tun hat. Beim grol3eRest’ handelt es sich praktisch aus-
schlie3lich um Bicher in englischer Sprache. Dort heéfBialysisnicht

nur Analysis, sondern vor allem auch Analyse, und dieses Kéonmt
auch im Deutschen in praktisch jeder Wissenschaft vor, \@mTdxt-
analyseliber die chemische Analyse und die Analyse politischer oder
sozialer Verkltnisse sowie der Arbeit von Analysten an dérge bis

hin zur Psychoanalyse.

Analysis und Analyse sind beide abgeleitet vom griechisctiéort
avaAlev = auflosen, zerlegen: Bei der chemischen Analyse soll be-
stimmt werden, welche Stoffe in einem Gemisch enthalted, sirs
soll also —zumindest gedanklich — in seine Bestandteilegewerden.
Ahnlich soll bei der Analyse wirtschafts- und sozialwissemaftlicher
Zusammenénge ein (im Allgemeinen komplizierter) Sachverhalt auf-
geldst werden in einzelne Fakten, Hintdigde, Entscheidungen und so
weiter, und bei der Psychoanalyse soll die Belishkeit des Patienten
dadurch verstanden werden, daf3 die Rolle entscheidendanisse
aus seinem Leben betrachtet wird.

Auch hier in der Analysis wird es um eine Art von Zerlegung greh
Wir betrachten Funktionen, mit denen wir z.B. den zeitliché&rlauf
irgendeiner Gil3e beschreiben wollen. Bei interessantedfen wie
Aktienkursen oder volkswirtschaftlichen Keniden sind diese Funk-
tionen sehr kompliziert; besdimkt man sich jedoch auf ein sehr kurzes
Zeitintervall, ist zumindest bei manchen Funktionen mieen deutlich
einfacheren Verhalten zu rechnen. Die Analysis versucistdgam Ver-
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halten in solchen kleinen Teilintervallenaglichst viele Informationen
Uber die Funktion selbst zu gewinnen. In der VorlesAnglysis Isol-
len die grundlegenden Werkzeugde folche Untersuchung vorgestellt
werden

Den Umgang mit einem Werkzeug lernt man nur durch dessen Ge-
brauch: Genauso wie niemand zum Schlosser wird, indem @eBibon
Bohrmaschinen betrachtet und Abhandlungd®r das Drehmoment
liest, wird niemand, der einfach mathematische FormelnSéatde aus-
wendig lernt, damit erfolgreich Probleme aus Wirtschaft&tur- oder
Sozialwissenschaftedsen.

Zum einen beginnen Probleme der wirklichen Welt nie mit Estgllun-
genwie, f: R — R sei eine mindestens zweimal stetig differenzierbare
Funktion“; der Anwender muf3 sich stets Zghstiberlegen, ob sich sein
Problemiberhaupt mit Mathematikben &f3t, und wenn ja, mit welcher.

Die Antwort darauf wird selten eindeutig sein: Gelegehthgird sich
dasselbe Problem sowohl mit als auch ohne Mathematik nmecsil
lassen, und auch wenn man sidlr £ine mathematischedksung ent-
scheidet, steht selten eindeutig fest, wie es weiter geht:

Realistische Probleme (im Gegensattthungs- und Klausuraufgaben)
sind fast immer zu komplexif eine vollsindige formale Beschreibung.
Vor ihrer Ubersetzung in Mathematikimssen sie daher vereinfacht wer-
den, wobei aber nétlich die fur die jeweilige Problemstellung we-
sentlichen Aspekte erhalten bleiberiissen. Beispielsweise wird man
oft GroRRen, die ihrem Wesen nach ganzzahlig sind, mit reelle Bahle
modellieren, da die Mathematik der reellen Zahlen erhbl@iafacher

ist als die der ganzen Zahlen und auch deutlich mehr Methaden
Verfugung stellt. So sind beispielsweise Geldbgé stets ganzzahlige
Vielfache der kleinsten \Ahrungseinheit, aber wenn es um ein Brutto-
inlandsprodukt oder die Umsatzprognose eines Industriebs geht,
wird man Ve&anderungen um einen Cent doch eher als kontinuierlich
denn als Sprung empfinden.

Die mathematischen Werkzeuge zursung eines Problem&hgen we-
sentlich ab von solchen Modellierungsentscheidungen: dfiedung
durch kontinuierliche Gif3en verlangt typischerweise analytische Me-
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thoden, oft Differentialgleichungen; beim Modellierentig@nzen Zah-
len ist man in der diskreten Mathematik, wo eher algebraisohd
zahlentheoretische Methoden im Vordergrund stehen — voerdeu-
mindest ein Teilibrigens auch analytisch ist.

Selbst wenn dié/bersetzung eines Problem in Mathematik (oder besser
seine Anigherung durch Mathematik) feststeht, gibt es im Allgemei-
nen verschiedene mathematische #me, die theoretisch allesamt zu
korrekten losungeniihren; in der Praxis kann sich aber der Rechenauf-
wand zweier Verfahren so stark unterscheiden, daf nur devdseiden
wirklich durchfuhrbar ist, oder aber so, daf? zwar beide dureHfar
sind, das eine aber erheblich mehr kostet als das andere.

Fur einen Anwender geht es somit nicht in erster Linie daruindie
Voraussetzungeilif einen bestimmten mathematischen Saizkgind:
Diese Frage stellt sich erst viel&er. Als erstes mul3 erdden, wel-
che mathematischen Modelle in Frage kommen und welche davon
Ldsungen mit realistischem Aufwanirren. Wer hier erfolgreich sein
will, muf3 vor allem ein Gadihl fur die Tragweite und den Aufwand
mathematischer Methoden entwickeln.

Dieses Gdihl kann man —wie auch die richtige Techriik ien Umgang

mit einem Hammer oder einer Feile — nur durch praktischehufag
erwerben. Ein wesentlicher Bestandteil dieser Vorlesimgydaher die
Ubungen, die — im Rahmen dessen, was im ersten Semegtgicm

ist — die notwendige Erfahrung dazu vermitteln sollen. Haigb der
Vorlesung ist also, daf} Sie praktisch@&higkeiten entwickeln, und das
ist nur mbglich, indem Sie selbst praktische Erfahrung sammeln. Die
Ubungen sind somit mindestens genauso wichtig wie die Sorig;
ohne regelraRigesUben ist ein erfolgreicher Besuch dieser Vorlesung
praktisch unraglich.
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Kapitel 1
Zahlen

Im Anfang waren die ndtlichen Zahlen 12, 3,... . Man kann sie
addieren und multiplizieren, Subtraktion, Division und i&iziehen
dagegen sind nicht immer dglich. Aus dem Bestreben, auch solche
Operationen raglichst ohne Einsclnkungen durclithren zu wollen,
entstanden im Laufe der Zeit weitere Zahlbereiche wie diezga,
rationalen, reellen und komplexen Zahlen. In diesem erkimpitel
sollen diese kurz vorgestellt werden.

§1: Mengen

Ein Zahlbereich besteht aus vielen Zahlen; wir sagen, esiseMenge
von Zahlen. Den BegriffMenge" verwenden wir dabei genau so, wie
ihn GEORGCANTOR 1895 zu Beginn einer Arbeitin den Mathematischen
Annalen (Bandi6, S. 481) eingefhrt hat:

Unter einer ‘Menge’ verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-

stimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder un-

seres Denkens (welche die ‘Elemente’ von M genannt werden) zu einem

Ganzen.
Wer diese Definitioniir eher vage &lt, hat sicherlich nicht unrecht; in
der Tat zeigte &NTOR selbst schon 1897, dal? der unkritische Umgang
mit diesem Mengenbegriff zu Widerdpmhen fihren kann. Zu Beginn
des zwanzigsten Jahrhunderts entstand deshalb die sogemmaio-
matische Mengenlehrejne auf einem umfangreichen Axiomensystem
beruhende g@zise Theorie, die allerdings den Nachteil hat, recht fbrma
und unanschaulich zu sein. Da wir Mengen in dieser Vorlesumals
bequeme Sprechweise verwenden wollen, lohnt sich der mitadéo-
matischen Zugang verbundene Aufwand nicht; hier soll dag Menge
nur im naiven Sinne der A&\Torschen Definition verwendet werden.
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GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP CANTOR (1845—
1918) wurde in Sankt Petersburg geboren als Sohn ei-
nes dinischen Kaufmanns und einer Russin. 1856 zog
die Familie nach Deutschland undaCror besuchte
zurichst die Realschule, dann diétere Gewerbe-
schule in Darmstadt. Ab 1860 studierte er aaist In-
genieurwissenschaften an der ETHrich, 1862 wech-
selte er dann zum Mathematikstudium an die Univer-
sitat Zirich und 1863 nach Berlin, wo er 1867 pro-
movierte. Danach unterrichtete er AZmhst an einer
Berliner Madchenschule; 1869 ging er an der Uni-
versitat Halle, wo er sich gleich darauf habilitierte.
Wie seine Dissertation besiftigte sich auch seine Habilitationsschrift mit einem ifiae
aus der Zahlentheorie; danach arbeitete er jedoch vor allémem Gebiet der Analysis.
1872 wurde er auBerplarafliiger Professor in Halle, 1879 erhielt er dort einen Lehr-
stuhl. Zwischen 1879 und 1884 w¥éentlichte er eine Serie von sechs Arbeiten in den
Mathematischen Annalen, in denen er die Grundlagen der bfdelre darstellte.

Die Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens, dieguwi
einem Ganzen zusammenfassen, werden hier meist ZahlenMiein
CANTOR benutzen wir geschweifte Klammern, um die Elemente zu
einer Menge zusammenzufassen, also zum Beispiel

M ={2,3,57}
fur die Menge, die aus den Zahlen325 und 7 besteht. Um auszu-
dricken, dal3 ein Objekt Element einer Meng@/ ist, verwenden wir
das einen griechischennachempfundene Zeicher" und schreiben
m € M; in Wortenm ElementM oder auch kurzn ausM. Fallsm
kein Element vonM ist, wollen wir dies kurz in der Formn ¢ M
ausdticken. Im Falle obiger Meng®/ ist also 5¢ M, aber 11¢ M.

Eine Menge muf3 nicht notwendigerweise ein Element enthattie
Menge, didiberhaupt kein Element erith, bezeichnen wir als dieere
Mengeund schreiben sie als= { }.
Mengen niissen auch nicht endlich sein; Beispiel einer unendlichen
Menge ist etwa die Mengaller nafirlicher Zahlen. Diese wirdibli-
cherweise mit dem Symbdl bezeichnet, d.h.

N={1,2345,...}.

Oft definieren wir Mengen auch durch Eigenschaften ihreniglete;
die Menge aller geraden Zahlerknen wir beispielsweise schreiben
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als
G = {n € N| nistdurch 2 teilba} ;

das allgemeine Schema ist
N = {n € M | n hat Eigenschaff' }

fur die Menge aller Elementeeiner Mengel!, die zu&tzlich noch die
Eigenschafit haben. Auch endliche Mengen lassen sich so definieren;
beispielsweise ist

{2,3,5,7} = {n € N | nist prim und kleiner als 1.

Da Mengen als Zusammenfassungen ihrer Elemente defimelttse-
trachten wir zwei Mengen als gleich, wenn sie dieselben Elgmha-
ben. So ist beispielsweise

{27 37 57 7} = {77 57 37 2} = {37 57 77 2} ’

auf die Reihenfolge, in der die Elemente auf@gelz werden, kommt es
also nicht an.

Falls jedes Element einer Men@é auch Element einer anderen Men-
ge M ist, bezeichnen witV als eineTeilmengevon M und schreiben
N C M. Falls umgekehrt nicht jedes Element va# bereits in NV
liegt, bezeichnen witV als eineechteTeilmenge vonM und schrei-
benN C M. So ist beispielsweisg2, 3,5,7} C N, denn 2, 3, 5und 7
sind natirliche Zahlen und selbstve#stdlich gibt es aul3er diesen vieren
noch viele weitere.

Aus zwei MengenM und N lassen sich verschiedene neue Mengen
konstruieren; am wichtigsteiif uns sind
e Die Vereinigungsmeng&/ U N: Ein Elementm liegt in M U N,
wenn es inM oder inN (oder in beiden) liegt.
e DerDurchschnittM N N: Ein Elementn liegtin M N N, wenn es
sowohl inM als auch inV liegt.
¢ Die Differenzmengé/ \ N: Ein Elementmn liegtin M \ N, wenn
es inM, nicht aber inN liegt.

Bei mehr als zwei Mengen schreiben wir

UM, =mumu---uM,

r
i=1
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fur die Vereinigungsmenge, bestehend aus allen Elemerigein, ihin-
destens einer der Mengét, liegen, und

(M =MyN My -0 M,
=1

fur den Durchschnitt, bestehend aus allen Elementen, dedar der
Mengenl; liegen.

Fur die MengenV ={2,3,5,7} undN = {1,3,5,7,9} ist also
MUN ={1,2,3,5,7,9},
MNN={3,57},
M\N={2} und N\M={1,9}.

In der folgenden Zeichnung i/ die Menge aller Punkte im Innern
des roten Kreisesy die im grinen. Vereinigung, Durchschnitt und die
beiden Differenzen sind jeweils in cyan einget:

@b

Die VereinigungM U N Der DurchschnitiVf N N

@ B

Die DifferenzM \ N Die DifferenzN \ M

82: Der Korper der rationalen Zahlen
Wenn wir Zahlen nicht nur addieren, sondern auch subtrahieollen,
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missen wir negative Zahlen zulassen; wenn wir auch dividierel-
len, brauchen wir Biche. Wahrend Biiche bereits vor mindestens vier
Tausend Jahren den Babyloniern bekannt waren, sind nedgdivien
historisch betrachtet noch ziemlich jung: Erst im sechztdahrhun-
dert setzte sich langsam durch, daf} Zahlen auch negatikaeeirien;
als gleichberechtigt mit den positiven Zahlen treten siaélvesstmalig
1545 in G\RDANOS BuchArs magnaauf.

GIROLAMO CARDANO (1501-1576) war ein italienischer
Mathematiker, Arzt und Naturforscher. Sein Vater war
Rechtsanwalt, war aber sehr an Mathematik interessiert.
Er diskutierte mit [EONARDO DA VINCI Uber Geometrie
und brachte auch seinem Sohn Mathematik bei. Dieser
arbeitete zuachst als Assistent seines Vaters, begann
dann aber an der Univeratt Pavia und siter Padua
ein Medizinstudium. Nach dem Tod seines Vaters hat-
te er dessen Veragen schnell durchgebracht und hielt
sich mit Glicksspielilber Wasser, wobei ihm seine gu-
ten Kenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie halfen.
1525 promovierte er in Medizin unddfnete eine nicht
sonderllch en‘olgrelche Praxis in einem kleinen Dorf natselid. 1532 zog er nach
Mailand, wo er bei der Piatti Stiftung eine Stelle als Matlagikiehrer bekam. Mehrere
seiner Schler und Kollegen waren auch seine Patienten, und es gélamcgiativ schnell
einen ausgezeichneten Ruf als Arzt aufzubauen. Matherhatisschftigte er sich vor
allem mit der losung von Gleichungen dritten und vierten Grades; 1545ffestlichte

er sein BuchArs Magna,in dem er die auf ARTAGLIA und CARDANOS Diener [ERRARI
zuriickgehenden ésungsformeln g@rsentierte, 1552 erhielt er einen Lehrstiil¥edizin

an der Universit Pavia, besdiftigte sich aber weiterhin auch mit mathematischen und
naturwissenschaftlichen Fragen.

Wir wollen hier nicht der historischen Entwicklung folgesgondern
erweitern die natrlichen Zahlen zuachst um die Null zur Menge

Ny ={0}uN={0,1,2,3,...}
und weiter um die negativen Zahlen zur Menge
Z={-3-2,-10123,...}

derganzerZahlen. Alsrationale Zahl bezeichnen wir einen Bruch der
Form

P mit peZ und ge N,
q
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Dadurch, dafd wirifr den Nenner nur néatliche Zahlen zulassen, ist
insbesondere sichergestellt, da’ kein Nenner Null aafireann.

Wie aus der Schule bekannt istyknen Bilche gekirzt und erweitert
werden; zwei Bii]che§ und £ sind also nicht nur dann gleich, wenn
p = r undgq = s ist, sondern bereits dann, wenn esimid¢he Zahlen
n, m gibt mit np = mr undng = ms, denn dann ist

Die Menge aller Biache (mit dieser Gleichheitsdefinition) bezeichnen
wir als die Menge)) der rationalen Zahlen.

In Q lassen sich (abgesehen von der Division durch Null) allenGru
rechenarten unbesdémnkt ausiihren; wie aus der Schule bekannt sein
sollte, ist

:t_ pSiqT, Bt:zz und ]_j:t:ps,

q S qs q s (s q s 4qr
wobei man bei den beiden letzten Formeln gegebenenfalts mitc-1
erweitern muf3, um nétliche Zahlen im Nenner zu habenifdiese
Rechenoperationen gelten digblichen” Regeln, die BENST STEINITZ

1910 durch den Begriff ddsorpersformalisierte:

Definition: Ein Korper k ist eine Menge zusammen mit zwei Rechen-
operationen + und, genanntAddition und Multiplikation, die je zwei
Elementeru, b € k ein weiteres Element + b bzw.a - b zuordnen, so
daR gilt:

I.1) Das Assoziativgesetz der Addition

(a+b)+c=a+(b+c) fur allea,b,c € k
[.2) Es gibt ein Element & &, so daf gilt
a+0=0+a=a furallea € k&
1.3) Zu jedem Element € k gibt es ein Element’ € k, so daB gilt
a+a =a' +a=0.
[.4) Das Kommutativgesetz der Addition
at+b=b+a furallea,b € k
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[1.1) Das Assoziativgesetz der Multiplikation
(a-b)-c=a-(b-c) furallea,b,c € k
[1.2) Es gibt ein von OserschiedeneBlement 1€ k, so daR gilt
a-1=1-a=a fur allea € k

[1.3) Zujedemvon 0 verschiedenen Elemert k gibt es ein Element
a” € k, so daR gilt

a-a"=d"a=1.
I1.4) Das Kommutativgesetz der Multiplikation
a-b=b-a fur allea,b € k
IIl.) Das Distributivgesetz
a-(btc)=a-b+a-c furallea,b,c € k

Das Element’ aus 1.3.) wirdublicherweise als-a bezeichnet und”
aus 11.3) alsa 1. Statta + (—b) schreibt man kurz, — b, statta - b1
entsprechend/b. Der Malpunkt wird auch oft weggelassen.

’ |  ERNSTSTEINITZ (1871-1928) wurde in Schlesien gebo-
ren und studierte ab 1890 an den Univéitsih Breslau
und Berlin. 1894 promovierte er in Breslau, ein Jahr
spater wurde er Privatdozent an der Technischen Hoch-
schule Berlin-Charlottenburg. 1910 wurde er Professor
in Breslau, 1920 in der UniversitKiel. In seinem Buch
Algebraische Theorie derdtper gab er 1910 die erste
Definition eines Krpers und bewies vieleafe, die
noch heute zum Standardstoff jeder Algebra-Vorlesung
getdren. Auch die Konstruktion der rationalen Zahlen
als Aquivalenzklassen von Paaren ganzer Zahlen geht
auf ihn zuftick.

Somit ist die MengeQ der rationalen Zahlen ein d¢per. Dagegen
bilden die natfrlichen Zahlen keinen #&rper: Beispielsweise gibt es
dort weder eine Null noch gibt es zu einer imithen Zahln eine
weitere Zahlm € N, so dafl¥ +m = 0 ist. Auch die ganzen Zahlen
bilden keinen Krper, denn beispielsweise gibt & £ = 5 keine ganze
Zahlw mit zw = 5w = 1.

Neben den Grundrechenarten haben wir ionpéer der rationalen Zahlen
auch noch die Vergleichsoperatores und ,, <", die wir genau wie die
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Grundrechenarten auf die entsprechenden Operatidngafize Zahlen
zurickfuhren ldnnen:

r
P > — genau dann, wennps > gr und

q S

p T

— < — genaudann, wennps < gr.

q S

Um auch die Regelrnif den Umgang mit diesen Operatoren zu forma-
lisieren, definieren wir

Definition: Ein Korperk mit Addition ,+* und Multiplikation,,-* heif3t

angeordnetyenn es eine Relation>" gibt, so daf gilt:

1. Hir je zwei Elementer, b € k gilt genau eine der drei folgenden
Beziehungena > b, b > a odera = b.

2. Transitivifat: Ista > b undb > ¢, soist auchu > c.

3. Ista > bundc € k, soistauclu +c¢ > b+ec.

4. Ista > bundc > 0, so ist aucluc > be.

Fur zwei Elemente:, b € k schreiben wir aucla < b, fallsb > a ist.
AuRerdem schreiben wir > b, fallsa > b odera = b ist; entsprechend
a < b, fallsa < bodera =b.

Offensichtlich istQ) mit der gerade eingahrten Gbdl3erbeziehung ein
angeordneter Brper. Wie wir noch sehen werden, kann allerdings nicht
jeder Korper angeordnet werden.

§3: Beweismethoden

Wahrscheinlich haben sich einige Leser gefragt, warum eiméuen
Begriffe Kdrper und angeordneter Krper eingefihrt haben, nur um
einige Bingst aus der Schule bekannten Rechenregeln zusammenzufas
sen — und selbst von diesen nur einen kleinen Teil. Wenn warnur

mit rationalen Zahlen besaftigen wirden, vare dies in der Tat ein
Ubertriebener und deshaliberfiissiger Formalismus.

Tatsachlich kennt die Mathematikdtper aller Art, die in den verschie-
densten Gebieten Anwendung findeiir Bie Analysis ist vor allem der
Korper der reellen Zahlen wichtig, mit dem wir uns idasten Paragra-
phen bescaftigen werden, und der auch gleichzeitig unser wichtigste
Beispiel fir einen angeordnetenifper sein wird.
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Daneben gibt es aber beispielsweise auch endlidirpdt: Ein Korper
mit 256 Elementen spielt eine wesentliche Rolle bei derét&btrektur
von CDs und DVDs sowie auch beifkdvanced Encryption Standard
AES, mit den heute ein Grof3teil der Kommunikation bei (naetzditi-
gem Stand) wirklich sicheren Internetverbindungen vdisselt wird.
Zur Vereinbarung eines Sdldsels fir diese Kommunikation wieder-
um spielen oft endliche &rper eine Rolle, deren Elementanzahl in der
Gegend von 19° liegt.

Die Positionsbestimmung per Satellit mit dé&eneral Positioning Sy-
stemGPS beruht bekanntlich darauf, dal3 24 verschiedene $atelli
standig die Uhrzeit und ihre Positionsdaten zur Erde funken;Nhvi-
gationscomputer berechnet dann aus der Laufzeit der ®iglealvon
ihm empfangenen Satelliten seinen Standort. Alle Satal(iind je nach
Weltgegend zur Eithung der Genauigkeit auch noch eine ganze Reihe
terrestrischer Sender) funken gleichzeitig und auf dbeseFrequenz;
daf die Signale trotzdem voneinander getrennt werdemén, Bngt
wesentlich zusammen mit einem endlichairper mit 1023 Elementen.
Es gibt auch Krper, deren Elemente Funktionen sind und mit denen et-
wa Computeralgebrasysteme rechnen, um Integrale zu bmestimes
gibt Zahllkdrper, die zum Beispielifr die derzeit schnellsten Faktorisie-
rungsverfahren (und damit Angriffe auf weit verbreiteteyptioverfah-
ren) eine wichtige Rolle spielen, und so weiter.

Wenn wir nun eine Aussage beweisen und dazu nichts als dlipek
raxiome voraussetzen, dann gilt diese Aussage in jedemigdin die-
ser Korper, auch in solchen, die wir gar nicht kennen. Wenn wiedag

im Beweis alle uns bekannten Eigenschaften der rationadéier ver-
wenden, danndnnen wir nur sicher sein, daf3 die bewiesene Ausdage f
rationale Zahlen gilt; wenn wir sie &fer auchiir reelle oder komplexe
oder sonstige Zahlen braucheniissen wir uns einen neuen Beweis
Uberlegen.

Damit sind wir bei einemiir die Mathematik extrem wichtigen Konzept
angekommen: dem Beweis.

a) Was ist ein Beweis?
Sowohl in den Naturwissenschaften als auch in den Wirtsshaid So-
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zialwissenschaften gewinnt man Erkenntnisse, indem nrdartitinzel-
beobachtungen Gesetafligkeiten vermutet und diese gegebenenfalls
durch weitere Experimente oder Studien testet. Da MethaddiMel3-
instrumente $indig weiterentwickelt werden, kommt es immer wieder
vor, daf3 eine lange Zeit anerkannte Theorie aufgegebenunct dine
neue ersetzt werden muf3.

Aussagen der Mathematik dagegen sind meist von der Art:ridiete
Voraussetzungl gilt die AussageB. Der Zusammenhang zwischen den
beiden Aussaged und B hangt dabei nicht ab von den Eigenschaften
irgendwelcher spezieller Objekte, sondern ist logischrayséufig.

Betrachten wir als Beispiel die Aussage
Firr jede natirliche Zahln istn? — n + 41eine Primzahl.

Wir kdnnen diese Aussage testen, indem wiraast die ersten zehn
natirlichen Zahlen durchprobieren:

n 1 2 3 456 7 8 9 10
n?—n+41 41 43 47 53 61 71 83 97 113 131

Das sind in der Tat alles Primzahlen. Widknen zur Vorsicht noch
einige gblleren testen: Er n = 32 etwa erhalten wir die Primzahl
1033, ir n = 100 die Primzahl 9941,0f n = 200 die Primzahl
39841, fir n = 5000 erhalten wir die Zahl 24995041, von der man
mit einiger Mihe ebenfalls zeigen kann, daf sie prim ist. Um als letz-
tes noch eingkrumme" Zahl zu testen, nehmen wir die ersten zehn
Dezimalstellen vonr, d.h.n = 3141592654, hier erhalten wir die
Zahl 98696 042842862 473 (98 Billiarden 696 Billionen 42 Iidit

den 842 Millionen 862 Tausend und 473), von der uns nur noch ei
Computer begittigen kann, dal3 auch sie prim ist.

Nach den Standards einer experimentellen Wissenschafhhain da-
mit rechtiiberzeugende Argumente dakusammengetragen, dafd obige
Behauptung richtig ist. Wir haben allerdings nicht gezeigif? alleine
schon die Annahmey sei eine nairliche Zahl, ausreichtir die Be-
hauptung, daf? — n + 41 notwendigerweise eine Primzahl sein muR,
wir haben sie also nicht bewiesen.

In der Tatiiberlegt man sich leicht, dafl} obige Behauptung falsch ist:
Fir n = 41 sind die drei Summanderf, » und 41 allesamt durch 41



15 Analysis | SS2009

teilbar, also auch die Summe. Entsprechendes gilirtiett auch fir
jedes durch 41 teilbare.

Die naheliegende Vermutung, daf3 dies die einzigen Ausnateei
konnten, wird gesitzt durch die (mihsamelberpiifung der Tatsache,
daln? — n+ 41 fir allen < 41 eine Primzahl ist, abeiif n = 42 ist

n?—n+4l=n(n—1)+41=42-41+41=43 41
wieder durch 41 teilbar, so dalR auch das falsch ist.

Selbst sehr viele Beispiele dtaen also nicht davor, daf3 eine Aussage
falsch sein kann; gerade in der Zahlentheorie gibt@gFbei denen
Milliarden von Rallen Uberpiift wurden und sich die Aussage dann
schliellich doch als falsch herausgestellt hat.

Betrachten wir als@ichstes die Aussadede Zehnerzahl ist gerada/ir
kdonnten nairlich auch hier zuachst einmal einige Zehnerzahlen wie
20,70 und 125Qiberpiifen, aber eigentlich ist jedem klar, daf3 wie
ein Gegenbeispiel finden werden. Um das auch zu beweisiéssan
wir nur die verwendeten Begriffe exakt definieren:

Eine natirliche Zahln ist eine Zehnerzahl, wenn es eine iiréiche
Zahlm gibt mitn = 10m; sie ist gerade, wenn es eine imithe Zahlk
gibt mitn = 2k. Da 10 = 2 5 ist, kdnnen wir jede Zehnerzahl= 10m
auch als

n=(2-5)-m=2-(5m)=2-k mit k=5m
schreiben, also ist sevangshufiggerade.

Das ist ein wesentlicher Unterschied zur Situation etwamMaturwis-
senschaften: Deren Gesetze sind Hypothesen, die anhamtoebach-
tungen und Experimenten aufgestellt werden; man kann rsschilie-

Ren, dal sigere Wissenschaftler etwas finden, was diesen Gesetzen
widerspricht. In der Tatifhrte beispielsweise in der Physik bislang noch
jeder wesentliche Fortschritt bei Me3methoden und -gekaiti zur
Modifikation existierender Gesetze. Selbst daNonsche Gravitati-
onsgesetz, das oft als Inbegriff eines NaturgesetzeswilRte inzwi-
schen durch dasiESTEINSche ersetzt werdeiiper dessen enddige
Gestalt sich die Experten auch heute noch nicht einig sind.

Kap. 1: Zahlen 16

Verglichen damit sind wir in der Mathematik in einer bengisi@erten
Situation: Was die Pythagéer vor zweieinhalb Tausend Jahren bewie-
sen haben, ist auch heute noch richtig.

Im Gegenzug muf3 man freilich zugeben, daf3 die Aus3ede Zehner-
zahlist geradeleutlich weniger interessant ist als dasAonsche oder
gar BNSTEINSche Gravitationsgesetz. In der Tat sagte#RT EINSTEIN
einmal

Insofern sich die Satze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen,

sind sie nicht sicher, und insofern sie sicher sind beziehen sie sich nicht
auf die Wirklichkeit.

Auch HaNS GRAUERT (geb. 1930), von 1959 bis zu seiner Emeritierung
1988 Professor in Gtingen und einer der bedeutendsten Analytiker des
zwanzigsten Jahrhundertsjidkte sichahnlich aus:

Die Realitat ist endlich und deshalb immer unmathematisch. Will man die

Mathematik zur Erkenntnis der Realitat benutzen, mu3 man die Realitat
nach der Mathematik idealisieren.

Trotzdem formulierte BNSTEIN natirlich alle seiner Theorien in der
Sprache der Mathematik, und den Mathematiker@RT schreckten
diese Aussagen erst recht nicht. Was uns (nicht nur) dieder&itate
zeigen, ist vielmehr, dal’ jede Anwendung mathematischéhdden
aus zwei wesentlich verschiedenen Schritten besteht: islee muld
die Wirklichkeit auf ein mathematisches Modell abgebildetden. Da
auch kleine Ausschnitte der Wirklichkeit erheblich komyaesind als
mathematische Theorien, mul3 es dabei zwandig zu Vereinfachun-
gen kommen, und auch Fehler beispielsweise auf Grund wiivadliger
Information lassen sich nie ausschlief3en.

Im zweiten Schritt, beim mathematischen Modell, liegem&land pézi-
se Voraussetzungen vor, die zwar vielleicht nicht unbedieg Realiat
entsprechen, die aber trotzdem alleiniger Ausgangspuesinetiteren
Vorgehens sind: Ab hier sind alle weiteren Folgerungen psknfig
richtig — wenn man einmal davon absieht, daf? selbdttrate Wissen-
schaftler schon gelegentlich falsche mathematische Beweabffent-
licht haben und so etwas sicherlich auch in Zukunft immerderevor-
kommen wird. Es gibt eigentlich keinen vémftigen Grund dafr, dai
das Ergebnidifr die Anwendungeniitzlich sein muf3; daR dies trotzdem



17 Analysis | SS2009

fastimmer der Fall ist, veranlafite im Falle der Naturwissbaften den
Physik-Nobelpreistiger EJGENE WIGNER dazu, eine Arbeit mit dem
Titel The Unreasonbable Effectiveness of Mathematics in ther&latu
Sciencegu vebffentlichen Communications in Mathematical Physics
13(1960), S. 1-14; auch mehrfach im Internet zu finden).

Eines der Ziele dieser Vorlesung besteht darin, Ihnen zgereiwie
ein mathematischer Beweis so gleft wird, dal3 keine Nglichkeit fur

einen Irrtum bleibt; die ersten Grundlagen dazu sollen imtRligeses
Paragraphen zusammengestellt werden.

b) Direkte Beweise

Kehren wir zuiick zu einem der zu Beginn dieses Paragraphegtanw

ten Probleme: In der Definition einesdkpers ist nur ein Teil der aus
der Schule bekannten Rechenregeélnden Umgang mit Zahlen for-
malisiert. Wenn wir wissen wollen, welche weiteren Regeinkiinftig
beispielsweise auctilf die (bislang noch gar nicht einggfrten) reel-

len und komplexen Zahlen sowie audlr £ndliche Krper verwenden
kdnnen, niissen wir versuchen, diese Regeln aus den Axiomen abzulei-
ten, die wir der Definition eines&pers zu Grunde gelegt haben.

In einfachen Ellen gelingt dies, indem wir einfach bekannte Rechenre-
geln auf eine Seite der zu beweisenden Formeln anwendewijrtsge

zur zweiten Seite transformiert haben. Entsprecheéth&n wir auch
aus einer Aussage auf eine andere schliel3en.

Als erstes Beispiel daf wollen wir beweisen, dal in jedendiper die
Multiplikation mit Null stets auf das Ergebnis Nullfirt, d.h.a-0=10
fur alle a € k: Nach dem Distributivgesetz und dem Axiom 1.2) ist
namlich

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
Addieren wir nun auf beiden Seiten das Elemeif - 0), erhalten wir

die Gleichung 0 = - 0 — wobei wir auch noch das Assoziativgesetz 1.1)
angewandt haben.

Als nachstes wollen wir ungiberlegen, daRR das Elemerit aus 1.3)
eindeutig bestimmt ist: Sind’ unda* zwei Elemente eines tpersk

Kap. 1: Zahlen 18

und geltenifir a € k die beiden Gleichungen
a+a’'=d'+a=0 und a+a*=a*+a=0,
soista’ = a*. Zum Beweis brauchen wir auRer den beiden Gleichungen
und dem Axiom |.2) nur das Assoziativgesetz der Addition:
ad=ad+0=d+(a+a*)=(a' +a)+a*=0+a* =a*

Damit folgt nun schnell, daf? das Element in jedem Korper auch als
(—1) - a berechnet werden kann: Nach dem Distributivgesetz Il de
Axiom I1.2) und dem Kommutativgesetz 11.4) ist einerseits

a- (1+(—1)) =a-1+a-(-1)=a+(-1)-a,
andererseits ist
a- (1+(71)) =q-0=0.
Alsoista +(—1)-a=(-1)-a+a=0und somit{1)-a = —a.

Mit zu den bekanntesten Rechenregeln aus der Schitlierz die drei
binomischen Formeln

(a+b)? = a®>+2ab+b?, (a—b)? = a®—2ab+b? und @+b)(a—b) = a®—b2.
In der Schule werden sie bewiesen via Ausmultipliziereh, isher die

Formel
(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd;

betrachten wir also z@athst diese.

Nach dem Distributivgesetz I1l.) aus der Definition einégspers gilt fir
beliebige drei Elementg, b, c eines Kirpers die Formel(b+c) = ab+ac.

Wir haben vier Elemente, b, ¢, d; betrachten wir an Stelle vanundb
nur ihre Summe + b, haben wir drei Elemente+ b, c undd; nach dem
Distributivgesetz ist also

(a+b)(c+d)=(a+b)c+(a+b)d.

Fur den Anfinger erscheint diese Transformatioigticherweise pro-
blematisch, weil die Buchstabenb, ¢ im Distributivgesetz und in obi-
ger Formel verschiedene Bedeutung haben; man muf3 sich &tdren,

daf3 in beiden Formeln die Buchstaben einfach Platzhaitdrdliebige

Korperelemente sind.
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Ein Leser, dem diese Umformung groRe Schwierigkeiten m&etmn
sie in zwei Schritte zerlegen: Wir betrachten vier neuealdedns, ¢, u, v
und setzen im Distributivgesetz= s + ¢, b = v und ¢ = v. Dies fuhrt
auf die Formel

(stt)utv)=(s+t)u+(s+t)v furalles,t,u,vek.
Da die Buchstaben, ¢, u, v nur Platzhalter iir Elemente vork sind,

hangt die Richtigkeit einer solchen Formel nicht von der Benang
dieser Platzhalter ab; daher ist diese Aussage gleichbeabmit
(a+b)(c+d)=(a+b)c+(a+b)d furallea,b,c,de€ k.
Da wir noch zu interessanten Ergebnissen kommen wollerdemerir
das nur selten so ausfrlich hinschreiben; aber die gleiche Idee steckt
hinter jeder Umformung, bei der wir eine bekannte Formelemten auf
Ausdiiicke, in denen teilweise dieselben Variablen in andereeBieohg
vorkommen.
Um die beiden Summandea € b)c und (@ + b)d weiter auszurechnen,
brauchen wir ein Distributivgesetz, bei dem der Klammedausk auf
der linken Seite des Produkts steht; so etwas gibt es ni¢bt unseren
Korperaxiomen. Wir haben dort aber unter 11.4) das Kommugatetz
der Multiplikation; danach ist
(a+b)c=cla+b) und @+bd=d(a+D).
Die rechten Seitendnnen wir nach dem vorhandenen Distributivgesetz
ausrechnen und erhalten
(a+b)c=cla+b)=ca+cb und (@+b)d=d(a+b)=da+db.
Somitist @ +b)(c+d) =ca+cb+da+db.
Wenden wir nun noch auf jeden der vier Summanden auf der rech-
ten Seite das Kommutativgesetz 11.4) der Multiplikatiordurann das
Kommutativgesetz 1.4 der Addition auf die beiden mittlefmman-
den (und strenggenommen auch einige Assoziativgesetaiegnhwir
die gewviinschte Formel
(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd.
Daraus folgen nun leicht die drei binomischen Formeln: Setirc = a
undd = b, erhalten wir

(a+b)%=da?+ab+ba+b?=a?+2ab+b?,

Kap. 1: Zahlen 20

wobei wir das Kommutativgesetz der Multiplikation anged@haben
sowie die Formebb + ab = 2ab, die aus dem Axiom 11.2) sowie dem
Distributivgesetz und dem Kommutativgesetz folgt:

abtab=ab-1+ab-1=ab-(1+1)=ab-2=2-ab;

die dabei verwendete Gleichung 1 + 1 = 2 ist streng genommen di
Definition der Zwei.

Es ist klar, dalR wir in dieser Vorlesung nie zu interessaBtgebnissen
kommen, wenn wir das ganze Semedgieer in dieser Ausfhrlichkeit
argumentieren; wer praktische Probleme mit mathematiskteghoden
behandeln rachte, muR3 daher aglichst schnell lernen, seine Beweise
so abzukirzen, daf3 zwar jeder Grundlagen vertraute Leser zumiimdest
Prinzip in der Lage ist, seine Argumente auf die ganzigu$ithe und
exakte Form bringendante, dal? aber seinedentation trotzdem so
kurz ist, daf? nur die wesentlichen Punkte &nnt werden. Was digve-
sentlichen” Punkte sind dmgt naiirlich stark vom Umfeld ab: In einer
VorlesungAnalysis Iwerden Dinge aushrlich behandelt, die in einer
Vorlesung fir Finftsemester stillschweigend als bekannt vorausgesetzt
werden; in einer Bachelor-Arbeit wird man vielleicht nocélegent-
lich kurz sagerWie aus der Analysis bekannt,. ; spatestens in einer
Masterarbeit wird man&ze aus deAnalysis lanwenden, ohne sie zu
erwahnen.

Wie im wirklichen Leben mul3 man also auch bei der Asnwenduniipeza
matischer Methoden einen Entwicklungsprozess durchtauafang-
lich sind nur ganz aughrliche Beweise verandlich, im Verlauf des
mathematischen Erwachsenwerdens bekommen dann aber euteh h
sehr kryptisch erscheinende Argumente einen klar erkeent&inn.

In dieser Vorlesung werden extrem disfliche Beweise wie der obige
nur in der ersten Vorlesungswoche und nur auf dem erstaimgs-
blatt vorkommen; danach werden die Argumente imnigezé&r, wobei
freilich immer die wesentlichen Ideen erkennbar bleiberssen.

Der Beweis der zweiten und dritten binomischen Formel soll Iz
lustration des Gesagten auf dem Niveau der zweiten Vortesuoche
durchgeiihrt werden: Wir setzen in der Forméirfdas Ausmultiplizie-
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renc durcha undd durch—b dann ist
(a+b)(a —b) =a®— ab+ba — b*>=a® — b?,

die dritte binomische Formel.UE die zweite nmissen wirb durch —b
ersetzen und = a,d = —b setzen; dann ist

(a—b)2=(a—0b)a—0b)=a®—ab—ba+b>=0a®—2ab+b>.

¢) Beweis durch Widerspruch

Manchmal &f3t sich eine Aussage nur schwer direkt beweisen, ihr Ge-
genteil aber leicht widerlegen. Als einfaches Beispietdaiten wir die
Aussage

k sei ein angeordneter &tper unda € k. Ista > 0, so ist
—a < 0,undfira < Oist—a > 0.

Wir nehmen an, diese Aussage seifalsch, es gebe also zBecekmit

a > 0, fur das—a nichtkleiner als Null ist. Da—a # 0, muf3 dann nach
der ersten Eigenschaft aus der Definition eines angeomlh&iepers
—a > 0 sein, und nach der zweiten dieser Eigenschaften ist

O=a+(-a)>0+0=Q also 0>0.

Das ist ndtrlich Unsinn, alsoiihrt die Annahmes;-a seinicht kleiner
als Null zu einem Widerspruch. Damit muf& < 0 sein. Genauso folgt
auch, daf3ir a < 0 gelten muf3-a > 0.

Damit kbnnen wir nun beispielsweise beweisen, daf3 in jedem angeord
neten Korper das Quadrat eines Elements? 0 grof3er als Null sein
mul3: Ista # 0, so ist entwedet > 0 odera < 0. Im ersten Fall &knnen

wir einfach die Ungleichung > 0 nach der dritten Regel aus der Defi-
nition eines angeordneterdkpers mita multiplizieren und erhalten die
gewlnschte Ungleichung

a’>=a-a>0.4=0.
Ista < 0, so ist—a > 0 und, wie wir oben gesehen haben, ist in jedem
Korper a) = (—1) - a. Somit ist
(—a)? = ((—1) . a) . ((—1) . a) =(-1)-(-1)-a-a=d?.
Da wir bereits wissen, dall das Quadrat der positiven Zahpositiv
ist, folgt damit die gewinschte Aussagé > 0.

Kap. 1: Zahlen 22

Wir sind bislang von den natlichen zu den rationalen Zahlen fortge-
schritten, weil wir alle Grundrechenarten difsfen wollten; wenn wir
guadratische Gleichungedden wollen, issen wir aber auch Wurzeln
ziehen bnnen. Das ist aber imdtper der rationalen Zahlen leider nicht
immer nbglich: Als rachstes Beispiel eines Beweises durch Wider-
spruch (den bereits vor rund zweieinhalb Jahrtausende?ytiiegoaer
kannten), wollen wir ungiberlegen, dal3 es keine rationale Zahl gibt,
deren Quadrat gleich zwei ist:

Angenommen, esibe einen Bruch mit Quadrat zwei. Daritbg es auch
einen entsprechenden gekten Bruchp/q. Dessen Zhler und Nenner
wirden die Gleichung? = 242 erfiillen, also viarep? eine gerade Zahl.
Dann ware aber aucp gerade, denn das Quadrat einer ungeraden Zahl
ist ungerade. Wenp eine gerade Zahl @re, niiRte abep? durch vier
teilbar sein, so daR aueff = p?/2 eine gerade Zahl &ve, also riRte
auchg eine gerade Zahl sein. Das widerspricht der Tatsachep tpfls
gekiirzter Bruch vorausgesetzt war. Also kann es keinen Brublemge
dessen Quadrat gleich zwei ist, die Gleichurfg= 2 hat also keine
rationale losung.

Ein Beweis durch Widerspruch zeigt, dal} das Gegenteil deemnei-

senden Aussage nicht richtig sein kann; er zeigt aber leidbt,warum

die Aussage inhaltlich betrachtet richtig sein muf3. Da varAlissagen,
die wir beweisen, auch verstehen wollen, ist ein inhaldidReweis si-
cherlich vorzuziehen; oft gibt es aber — wie im vorliegen8eispiel —

keine Alternative.

d) Vollstandige Induktion

UnterInduktionversteht man in der Wissenschaftstheorie die Methode,
auf Grund von Einzelbeobachtungen zu einer allgemeinesa#gezu
kommen. Wie wir bereits gesehen haben, ist das in der Mattilema
nicht immer ein erfolgversprechender Ansatz, auch wentehieumer
mehr mathematische Aussagen durch systematisches Frmbieneist

mit Computern — gefunden werden: Will man sicher sein, daB so
erhaltene Aussage richtig ist, muf3 man siezahst beweisen.

Das Prinzip devollstindigennduktion istanwendbar au#fize, die sich
aufirgendeine Weise auffassen lassen als Aussalgereine natrliche
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Zahl, also z.B. die Aussage

Firjede natirliche Zahln ist die Summe der erstematiirlichen
Zahlen gleichin(n + 1).

Klassische Induktion ¥wde bedeuten, dal3 wir diese Aussaijgevier-
schiedene Werte vom Uberpiifen:
1.2 2.3 3.4
= = + = = + 2+ = =
1=1 2,123 2,1236 5
Bei dervollstandigeninduktion zeigen wir die Aussage zachst fir
n = 1. Danach betrachten wir si@rfn = 2 unter der Voraussetzung,
daf? wir sie @ir n = 1 bereits kennen:
1.2
+2="—4+2=——=_=
1+2 2 2 2 2 2
Danach betrachten wir siéifn = 3 unter der Voraussetzung, dal3 wir
sie furn = 2 bereits kennen:
2-3
+24+3=——+3=——="=
1+2+3 2 3 2 2 2
und so weiter.

In dieser Form erscheint dies deutlich uérsdlicher und ubersicht-
licher als der naive und direkte Zugang. Vorteilhaft wirégbr Ansatz
erst, wenn man die Sdidse von 1 auf 2, von 2 auf 3, von 3 aufigw.

zusammenfasst zu einem einzigen Schlufd der Form: Wenn disagje
fur eine nairliche Zahln gilt, dann gilt sie auchifrn + 1.

Im vorliegenden Fallist dies aglich. Um die Argumente kurz uritber-
sichtlich zu halten,fhren wir dazu erst eine Alikzung fir Summen
ein: Ista; irgendein Ausdruck, der von einer daichen Zahli abrangt
und der fir alle; zwischen den beiden Zahlenund m definiert ist, so
schreiben wir

Zai d:efan +an+1+an+2+'”+amfl+a’m '

also zum Beispiel

Zi =142+ --+(n—1)+n und Ziz = 12422+ -+ (n—1)2+n?.
=1 =1

Kap. 1: Zahlen 24

In dieser Schreibweise wird die zu beweisende Formel zu
z":i _n(n+1)
i=1 2

Wir nehmen an, diese Formel gelte £ine feste Zaht, und wir wollen
zeigen, daf sie dann audir» + 1 gilt. Dazu schreiben wir

n+l n
;i: i:li+(n+1):n(n2+1)+(n+l):n(n+1);.2(n+l)
 (+2)n+1) (n+ D) +2)
= A _ ! |

und das ist genau die géwschte Formelifr n + 1.

Damit haben wir ein Verfahren gefunden, um aus der Richtigler
Formel 1ir eine Zahln auf deren Richtigkeitdr n + 1 zu schliel3en. Da
wir aulerdem wissen, dal3 die Formi@l = 1 gilt, kbnnen wir sie so
nacheinandeiifrn = 2,n = 3,n = 4 und so weiter beweisen, insgesamt
also ir jedenatirliche Zahln. Diese Vorgehensweise bezeichnet man
als das

Prinzip der vollsindigen InduktionFalls eine Aussagd(n) Uiber eine
natirliche Zahln fur n = 1 gilt und falls tir jede naifirliche Zahln aus
ihrer Richtigkeit vonA(n) die von A(n + 1) folgt, dann gilt die Aussage
fur jede nairliche Zahin.

Den Beweis der Aussagf(1) bezeichnet man als démuktionsanfang;
den Beweis vom(n + 1) unter der Voraussetzung odeduktionsan-
nahmegdalRA(n) gilt, als deninduktionsschritt.

Das Prinzip der vollgtndigen Induktion ist sehr universell anwendbar,
liefert allerdings nicht immer den bestiglichen Beweis: Die Summe
S,, der erstem Zahlen tatten wir auch direkt berechnedhnen, indem
wir sie einmal vorvarts und einmalirckwarts aufsummieren:

S,=1+ 2 +-.--+(n—-1)+n
S,=n+m-1)+---+ 2 +1
Deri-te Summand rechts istin der ersten Zgéjlie der zweitem +1—i.
Addieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir redatser eine
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Summe vom Summanden, die allesamt gleiah+ 1 sind. Somit ist
n(n +1)
2

Bei diesem direkten Beweis wird sofort klavarum die Summe der
erstenn natirlichen Zahlen gIeich%n(n + 1) ist; beim Beweis via
vollstandige Induktion wird nur klardaR diese Formel gilt. Dafr
geht freilich der Beweis via vollahdige Induktion stur nach Schema F,
wahrend manifr den direkten Beweis erst auf die Idee kommen muf3,
die Summe einmal vorarts und einmalirckwarts hinzuschreiben.

25, =n(n+1) und S, =

Inleicht modifizierter Form kann das Prinzip der vaistligen Induktion
auch verwendet werden, um Aussagéfn) zu beweisen, die erst ab
einer gewissen natlichen Zahlk gelten: Dazu rissen wir die Aussage
beim Induktionsanfang statiif eins fir die Zahla beweisen, und beim
Induktionsschritt nissen wir nur beweisen, dalrfiedesn > a qilt:
Aus der Richtigkeit vord(n) folgt die vonA(n + 1).

Als Beispiel dazu betrachten wir dieeBNouLLIsche Ungleichung: In
einem angeordnetendfper gilt

(Q+2z)" > 1+nz firallen >2undallex > —1 aulBerr =0.

Furn = 1 hatten wir hier die offensichtlich falsche Aussagerl* 1+z,
die Ungleichung kann also nichirfallen € N gelten.

Firn = 2 ist nach der ersten binomischen Formel
QL+z)2=1+2c+2?,

und das ist sogatif allex 7 0 groR3er als 1 + 2, denn wie wir bereits
wissen, ist das Quadrat einer jeden von Null verschiederaéh &cht
groRer als Null. Dies nehmen wir als Induktionsanfang.

Fur den Induktionsschritt nehmen wir an, die Gleichungigeirfendein

n > 2 erfullt; wir miissen zeigen, daf3 sie dann auatvf+ 1 gilt. Dazu
schreiben wir (1 4)™** = (1 + )" - (1 + z) und wissen, daR der erste
Faktor (1+z)™ auf der rechten Seite nach der Induktionsannaht@egr
ist als 1 +nz. AulRerdem wissen wir, daf® > —1, also 1 +x > 0O ist.
Daher lonnen wir die Ungleichung (1 )" > 1 +nx mit (1 + z)
multiplizieren und erhalten die neue Ungleichung

L+2)"t> A +na)d+z) =1+ @+ Lz +na?.

Kap. 1: Zahlen 26

Dies wiederum ist giler als 1 +#¢ + 1)z, dennz? und n sind beide
positiv, also aucha?.

Nach dem Prinzip der vollahdigen Induktion ist damit die Ungleichung
von hcOoB BERNOULLI bewiesen.

JACOBBERNOULLI (1654—-1705) war der erste Mathema-
tiker aus der weitverzweigteneBRNouLLI-Familie. Auf
Druck seiner Eltern muf3te er sich an der Univéxtsit
Basel zwar fir Philosophie und Theologie einschreiben
und erhielt auch die entsprechenden Abiske, aber
er verwendete einen Grof3teil seiner Zéit las Studi-
um der Mathematik. Auf anschlieRenden Reisen nach
Frankreich, die Niederlande und England kam er mit
vielen fihrenden Mathematikern seiner Zeit in Kontakt.
1683 kehrte er nach Basel fiek und lehrte an der
dortigen Universit Mechanik, theoretische Physik und
Mathematik.

84: Von den rationalen zu den reellen Zahlen

Im Korper der rationalen Zahlerbknen wir zwar alle Grundrechenarten
unbeschiinkt ausfihren (auf3er natlich der Division durch Null); wie
wir gerade gesehen habergrinen wir aber beispielsweise nicht die
Wurzel aus zwei ziehen. Unseachstes Ziel ist die Erweiterung der
rationalen Zahlen zu einer Menge, in der wir eirisling der Gleichung
z? = 2 finden lbnnen. Dabei wollen wir das bislang Erreichte nicht
aufgeben, auch die neue Menge soll also ein angeordnétpeksein, so
daf insbesondere alle im letzten Paragraphen bewiesecbartegeln
weiterhin gelten.

Fragen wir einen Taschenrechner, der mit zehn Ziffern reghwas,/2
ist, erhalten wir die Antwort = 1,414213562. Daf3 diese Antwort nicht
richtig sein kann, sehen wir, wenn wif von Hand oder mit einem
Computer in voller Genauigkeit berechnen:

2 = 1,999999998944727844 .

Das unterscheidet sich zwar nur wenig von der Zwei, ist abénidiv
ungleich zwei — was iniibrigen auch schon ohne Rechnung klar war,
dennz ist schlielBlich eine rationale Zahl, und wir wissen, dal3 das
Quadrat einer rationalen Zahl nie zwei sein kann.
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Nicht nur mit Taschenrechnern oder Computedmien wir uns ratio-
nale Zahlen verschaffen, deren Quadrat sich nur wenig vorz dei
unterscheidet; die babylonischen Mathematiker wuf3tearsehr rund
vier Tausend Jahren, wie sie beliebig genaadé&tunggisungen kon-
struieren konnten. Heute wird ihr Verfahren benannt naeRd# von
Alexandria, der es etwa zwei Tausend Jahi@espin einem Lehrbuch
prasentierte.

Die Idee ist einfach: Ist? = 2, so istz = 2/z. Ist aberz? < 2 undz
positiv, soist 2z > z und (2/z)? > 2;im Fallez? > 2 ist entsprechend
2/z < z und (2/z)> < 2. Da also eine der beiden Zahlerund 2/x

ein zu kleines Quadrat hat, die andere ein zu grof3es, sakt€dadrat
ihres Mittelwertgy naher bei der Zwei liegen als die Quadrate der beiden
Ausgangszahlen.

Mit dem Mittelwerty konnen wieder genauso verfahren: Eine der beiden
Zahleny? unda/y? ist gioRer alsa, die andere kleiner; der Mittelwert
ausy undy/a sollte also eine besseréNerung sein alg, und so weiter.

Da uns bei diesem Verfahren schnell die Buchstaben ausgetegich-
nen wir die so konstruierten Zahlen nicht mity, z, ..., sondern mit
Zg, T, Tp, T3, - - - ; AUF diese Weise dnnen wir das Verfahren beliebig
oft anwenden, ohne unsastdig neue Buchstabéiverlegen zu iassen.

Wir gehen aus von einer positiven Zahl aus einem angeondnete
Korperk. Im Augenblick kennen wir erst einen solchedrder, ramlich

den KorperQ der rationalen Zahlen, aber wie wir bald sehen werden,
funktioniert der Algorithmus auclhiif reelle Zahlen — die zumindest den
Babyloniern noch nicht bekannt waren.

Algorithmus von Heron

Gegebenisteine Zahl> 0 aus dem angeordneteikoerk; konstruiert
werden Naherungsisungene,, i =1,2,3,... der Gleichunge? = a.

Wir gehen aus voirgendeinerpositiven Zahke, € k, z.B.z, = 1, und
konstruieren daraus sukzessive neue Zahlerafjeer Vorschrift

1
el fri=12,3,....
2 Ti—1

Kap. 1: Zahlen 28

Eine solche Vorgehensweise bezeichnet man in der MathlealatRe-
kursion: Wir haben keine geschlossene Formigl£;, sondern knnen

x; nur berechnen, wenn wig; , kennen, zu dessen Berechnung wir
wiederumz;_, brauchen, und so weiter. Da wif kennen oder besser
gesagt willkirlich festlegen, &nnen wir auf diese Weise nacheinander
beliebig vielex, bestimmen.

Wenn wir dies beispielsweise auf = 2 anwenden und mit, = 1
anfangen, erhalten wir

—} 1+g —§
173 1) "2

_1(3,2:2\_17
273\273 ) 12

1/17 2-12 577
'7;3 = — _t = —),
2\12 17 408

und so weiter. Um die Quadit der Naherunggisung besser beurteilen zu
konnen, berechnen wir dié in (ndherungsweiser) Dezimaldarstellung;
dies tihrt auf folgende Tabelle:

2

1 T T;

0 1 1
3

1 > 2,25

2 1 2,00694 44444. .
12
577

3 208 2,00000 60073 04882 .
665857

4 270832 2,00000 00000 0451Q.
886731088897

5 627013566048 2,00000 00000 00000 00000 00025

Schonz3 unterscheidet sich also erst in der sechsten Nachkomreastel
von zwei, beiz haben wir bereits elf Nullen nach dem Komma und
bei zZ sogar 23. BRt man einen Computer weiterrechnen, stellt sich
heraus, daR sick?, erst ab der 784. Stelle von der Zwei unterscheidet.
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Zumindest in diesem Fall funktioniert der Algorithmus akshr gut.
Wir wollen sehen, was wir allgemein ddrer sagenénnen.

Fur z, konnen wir eine beliebige positive Zahlalen; je nachdem,
wie grof3 diese ist, kanmg kleiner oder gdRer alsa sein. Falls es ein
Elementz € k gibt mit 22 = o und wir mit einem positiven solchen

Element starten, ist sogag = a.
Wir wollen unsiiberlegen, daR danach aber, di.if> 1, allez? > a

sind. Dazu schreiben wit; = 3(z;_; + a/z;_;) und berechnen nach
den binomischen Formeln

2
2 _1 a 1/, a?
TP —a=g xi_l+x— —a=g xi_l+2a+x2— —a
i1 i-1

1/, a? 1 a Y
= — " — + — = — . -
(e ) =5 (2)

Da Quadrate stets @Rer oder gleich Null sind, ist damif > a firr alle
i> 1.

Als Naherungsausidcke fur die Quadratwurzel voa sind diez; abz;
also stets zu groR — es sei denn, wéttan einz;, mit z2 = a, was
zumindest in interessante@lfen nur selten vorkommen wird. Somit ist
z; genau dann eine besserafiérung als;, wennz; < z, ist.

Wenn uns das Verfahren immer besser@drungsausidcke liefert,
sollte also i@ir allei > 1 gelten:z;,; < z;. Auch das Bnnen wir leicht
direkt nachrechnen:

_ 1 + @ _1 @\ <o
i T Tl =T 2 T; z, -2 T; 2, ) =

denn wegen? > aistz; > a/z;.

Ausz;,, < z; folgt, dala/xz;., > a/x; ist; daher haberiif 7 > 1 die
Ungleichungskette

T

a
— <

Z; L1

< Tiv1 < T,

und wenn es ein Elementgibt mit 22 = a, dann ist auch
a

T; Ti+1

T < T < Ty,

Kap. 1: Zahlen 30

wir kdnnenz also sowohl von oben als auch von unten immer enger
eingrenzen und erhalten somit immer besseaibédunggisungen. Das
besagt aber noch nicht, daR3 diesihidrungsisungen auch beliebig gut
werden niissen, denn ekinte ja sein, da der Abstand zwisclg,
undz; eine gewisse Schranke nie unterschreiten kann.

Um diese Frage zu untersuchen, vergleichen wir die Differsvischen
x; unda/z; mit der zwischenz,; unda/x,,;:

a zi—a
T, — — = — und
Z; Z;
a 1 a 2a ?+a  2ax
;(;.+1 — = — wi + — — = -
¢ Tiq 2 x; z; tajz; 2x; zsta
_ (xlz + a)2 — 4aac22 _ (:vi1 + Zaxf + a2) — 4axf _ (ac;1 — 2(1:1:22 + a2)
- 2 - 2 - 2
2z (x5 + a) 2z (x5 + a) 2z (x5 + a)
_ (.2:12—(1)2 _m?—a xf—a
2z,(z2 + a) z; 2(z? +a)
2
zi—a) 1 1 a
< M L= T, — — ,
x; 2 2 x;

denn dar? groRer ist alss, ist insbesondere

0 2 —a 1
< 2(x? + a) <32
Die Differenz zwischer, ., unda/z,,, ist also fdchstens halb so grof3
wie die zwischerz; unda/z;. Tatsichlich verringert sie sich nicht nur
im obigen Beispiel sogar noch sehr viel dramatischer, adlehe Details
sind im Augenblick noch zweitrangig; wichtig ist zalhst vor allem
die prinzipielle Vorgehensweise.

Wenn wir diese Absdlitzung iterieren, erhalten wir die Ungleichungs-
kette

a < 1 a < 1 a
Tinq — Nz, - — Nz, — —
T AN A\ oz

< 1 a < < 1 a
8 xi72 xi_z 22 xl fl}'l '




31 Analysis | SS2009

In der Klammer ganz rechts steht eine feste Zahl, die niahnt abHangt.
Diese Zahl wird durch 2dividiert, und nach den uns bekannten Re-
chenregeln wissen wir, dal? wir eine rationale Zahl durcty&setztes
Halbieren beliebig klein macherhknen.

Wenn wir allerdingsnur die Axiome eines angeordneterbioers vor-
aussetzen, dann finden wir dort nichts, womit wir eine deyaiussage
beweisen &nnten. In der Tat gibt es angeordnetérper mit Elemen-
ten, die gbRer sind als jede Zweierpotenz und auchf¥gr als jede
ganze Zabhl; da diesedfper hier in der Vorlesung keine Rolle spielen
(und auch sonst niclitbernm@f3ig wichtig sind), mchte ich nicht weiter
darauf eingehen.

Wichtig fur uns ist nur, da wiifr einen beliebigen angeordnetedrder
nicht beweisen knnen, dal3 sich obere und untere Aharung an die
Ldsung vonz? = a beim HERON-Verfahren beliebig nahe kommen;

wenn wir das zeigen wollen, brauchen wir atdiche Eigenschaften.

Das Ziel dieses Paragraphen besteht, widitierschrift sagt, darin, aus
den rationalen Zahlen die reellen zu konstruieren, unchgelavir uns
nur in den rationalen Zahlen bewegeiinken wir eine feste Zahl belie-
big klein machen, indem wir sie durch immegere Zweierpotenzen
dividieren.

Wir wissen nun also, daR beispielsweise die Gleichuhg 2 zwar
keine Losung im KorperQ der rationalen Zahlen hat, wir wissen aber
auch, daf3 wir rationale Zahlen findedrinen, der Quadrat der Zwei
beliebig nahe kommt. Wir wollen die rationalen Zahlen etesi zu
einem gblReren Krper, in dem wir eine &sung dieser Gleichung (und
hoffentlich auch vieler anderer i@ unlosbarer Gleichungen) haben.

Fur eine solche Erweiterung imsen wir festlegen, was dimeuen®
Zahlen sein sollen. Die niatliche Zahlen sind uns wohlbekannt; wenn
wir sie aber definieren iif3ten, bliebe uns kaum etwas andéresg, als
so vorzugehen, wie der Zahlbegriff wohl auch historisctsiamd: Die
Zahlen kommen vom Alihlen, zwei ist also einfach eine Alnzung

fur 1+1, drei fir 1 + 1 + 1 und so weiter. Rationale Zahlen sindi@re,

und auch das sind eigentlich Rechenvorschriften: Der B15 g;(ﬁ

bezeichnet das Ergebnis der Division von 159570 durch 9042d

Kap. 1: Zahlen 32

wenn wir das mit geiigender Sorgfalt ausrechnen, kommen wir zum
. - 3 .
Ergebnis, dal3 wir diese Zahl auch besserﬁ$chre|ben knnen.

Bei den nun einziithrenden reellen Zahlen geht es — wie wir im Laufe
der Vorlesung immer wieder sehen werden — um deutlich kazriepli
tere Objekte, aber wie bei allen Zahlen wollen wir auch daedghnen
und wir wollen Ergebnisse, die wir je hach Anwendung in Euna u
Cent oder in Metern und Zentimetern austhen bnnen. Daifir sind
Eingrenzungen, wie sie uns das Verfahren vareN liefert, durch-
aus geeignet; das einzige Problem ist, da3 wir wie bei dérchzn
dieselbe Zahl auf verschiedene Weise darsteltamkn: HERON liefert
uns schlieBlichiir jedenpositiven Startwert Anaherungen ag/a, aber
natirlich hangen die konkreten Zahlen ab vom Startwert.

Wir formalisieren zuachst die Anaherung durch obere und untere
Schranken:

Definition: & sei ein angeordneterdfper undu, b seien zwei Elemente

von k.

a) Das abgeschlossene Intervall p] ist die Menge allerz € k& mit
a<z<hb.

b) Das offene Intervalld, b) ist die Menge aller € k mita < z < b.

c) Die halboffenen Intervalle sind definiert als

[a,b)={x€k|a§m<b} und (a,b]={m6k|a<a:§b}.

Mit dem Verfahren von HRONfinden wir somitimmer kleinere Interval-
le [a/z;, z;]. Um eine solche Formulierung @xise zu fassen, ilssen
wir noch erkbren, wasimmer kleiner* bedeuten soll.

Anschaulich ist das zwardlig klar, aber bei komplizierten mathema-
tischen Sachverhalten kann uns aber unsere Anschauurgegtieh
auch in die Irre @ihren. Dies mi3ten beispielsweise die Mathematiker
des spten siebzehnten sowie des achtzehnten Jahrhundertsrztibme
erfahren: Gemeinsam mit den Physikern (zu denen ein Gia®teih-

nen selbst gefrte) war es ihnen gerade erst gelungen war, mit der neu
geschaffenen Differential- und Integralrechnung die Natwinem bis
dahin nicht bekannten MalRe zu extén undiberpiifbare Vorhersagen

zu machen, von denen ihre V@ngger nicht einmal zu &umen gewagt
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hatten. Genau wie mancher heutige Wirtschaftsguru glauties die
Welt vollstandig im Griff zu haben und ihren Ablauf wie den eines
Uhrwerks erkéren zu Bnnen. far spekulierende Philosophen und in
Dogmen verhaftete Theologen hatten sie nur Verachiomigy.

Deren Rache kam postwendend. Teilweise waren ihre Entgegmu
die Ublichen, damals unter Gelehrten aller Art sehr beliebtelerRi-
ken, teilweise auch in literarischer Form. Auch heute ndtlgelesen
(und auch in deutschétbersetzung editlich) sind einige Romane des
irischen Schriftstellers und GeistlicheoONATHAN SwIFT (1667-1745;
seit 1713 Dekan der Dubliner St.-Patricks-Kathedrale)isbetwa der
dritte Band vorGulliver’s Travelseine stellenweise sehr boshafte Sati-
re, die sich zwar grun@szlich gegen alles Moderne richtet, in einigen
Teilen aber auch speziell die Mathematiker (Reise nachtedpder die
mathematisch arbeitenden Naturwissenschaftler und iegen(Reise
nach Balnibarbi) aufs Korn nimmt.

Viel schmerzhafter waren allerdings einige rein wisseafttbhe Streit-
schriften, die bathmteste daruntérhe Analyst; or, a Discourse Adres-
sed to an Infidel Mathematician. Wherein it is examined wérethe
Object, Principles, and Inferences of the modern Analystswore di-
stinctly conceived, or more evidently deduced, then RelgyjMysteries
and Points of Faithdie GEORGEBERKELEY 1734 vebffentlichte. Dal3
sie auch heute noch gelesen wird, sieht man unter anderem,diaf3
sie mehrfach als Volltext im Internet zu finden ist.

GEORGE BERKELEY (1685-1753) wurde im irischen
Kilkenny geboren und besuchte (Wi@NATHAN SWIFT)
zurachst das dortige Kilkenny College, die wohl be-
ruhmteste Privatschule Irlands. Im Alter von nur 15 Jah-
ren begann er mit der Studium von Mathematik, Lo-
gik, Latein, Griechisch, Hebisch, Franésisch, Philo-
sophie und schlieBlich auch Theologie am Trinity Col-
lege der Universit Dublin, wo er 1704 seinen B.A.
erwarb. Gleich darauf véffentlichte er ein elementares
Lehrbuch der Arithmetiks, unterrichtete aber ab 1707
Theologie. Philosophisch war er ein Vertreter des Empi-

eine davon unaliingige Realdt gibt es nicht. 1734
wurde er Bischof von GOYNE in der irischen Grafschaft Cork.

rismus, wonach nur unsere Wahrnehmungen real sind;

Kap. 1: Zahlen 34

BERKELEY verwendete iir seine mathematischen Beispielen Ama-
lystund in anderen Schriften genau die Art von Schluf3folgeronget
denen die Analytiker damals arbeiteten und in denen oft \&ielig
kleinen oder gar unendlich kleinen &en die Rede war; was er damit
bewies waren aber entweder offensichtlich unsinnige&oder er be-
rechnete denselbenddheninhalt mit verschiedenen Methoden, die sich
allesamt nicht von den damaiglichen mathematischen Vorgehens-
weisen unterscheiden lie3en, die aber trotzdem zu lautschiedenen
Ergebnissenifr genau dieselbe &the fihrten. Auch wenn zumindest
in den heute noch bekannten Werken von Mathematikern di&sier
kaum falsche Behauptungen zu finden sind, war damit dochigieze
daf3 ihre Beweise nicht exakt waren, sondern nur dank gutatiom zu
richtigen Ergebnisseriihrten.

Gegen Intuition in der Mathematik ist selbstv@rsdlich nichts einzu-
wenden; kein wirklich interessantes mathematisches Bigeturde je
ohne Intuition bewiesen, und zumindest soweit ich weil3 habb-

senahler, die immer nur eine Rechenvorschrift an die andelrengi
noch nie einen auch nur moderat nichttrivialen Satz bewiese

Die Mathematik als exakte Wissenschaft hat freilich denpkash, dai3
alle ihre Aussagen zumindest im Prinzip auf einige wenigaeofest-
gelegte Annahmen, die Axiome Ziokfuhrbar sind. Das Ideal jeglicher
Mathematik waren auch noch im siebzehnten und achtzehatehuih-
dert dieElementevon BJKLID, die auch von Philosophen und Theologen
als Urbeispiel jeglicher exakter Wissenschaft betrachtetden. (Erst
Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts entdeckten Mathamatiald
EUKLID auch noch einige (wenige) Annahmen benutzte, die er niggend
explizit voraussetze.)

Somit diangte die Frage, wie auch Probleme dér flie Naturwis-
senschaften so wichtigen Analysis mit der gleichen Strdreyeiesen
werden konnten wie die derdgLiDischen Geometrie. Wie BRKELEY
gezeigt hatte, waren die Methoden der damaligen Analytikeht mit
denen der griechischen Geometer vergleichbar; die Argtatien mit
beliebig oder unendlich kleinen &Ben kann zu willlkrlichen Schlul3-
folgerungen fihren, und BRKELEY fragt beZiglich dieser Galden po-
lemisch:May we not call them the Ghosts of departed Quantities?
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Erst um 1800 fand @JCHY einen nidgliche Ausweg aus dem Dilemma:
Er fuhrte die Grundlagen der Analysis #igk auf die Theorie algebrai-
scher Ungleichungen und konnte damit die analytischeniféegreiner
Weise definieren, die klare Beweise im Stile der griechisgheometrie
erlaubte. Einziger Nachteil seiner Methode ist, daf? er Heiwias in die
Mathematik einfihrte, was noch heute der Schrecken vieleragler
ist: Die befihmten griechischen Buchstabeifepsilon) unds (delta).
Wir brauchen hier zuichst nur das und definiererbeliebig kleinso,
dal jede vorgegebene Schrarkaie Folgenglieder schlielich kleiner
alse werden. In diesem Satz ist noch nicht ganz klar, yehlieR3lich®
bedeuten soll; die einzig sinnvolle exakte Interpretatairaber wohl
die, daB3 es eine Zahl, geben muf3 (die nétlich vone ablangt), so
daR der Betrag aller Folgengliedgy fir n > ng kleiner alse sein soll.
Den Betrag definieren wir dabei auf dieliche Art:

Definition: Der Betrag eines Elements € k eines angeordneten
Korpers ist
2] :{ z fallsz >0
—z fallsz <0’

Damit haben wir alles zusammen, was wir zuazisen Definition des
anschaulichen Konzepgsvird beliebig klein* brauchen:

Definition: Eine Folge ¢,,),,cy VOn Elementen,, eines angeordneten
Korpersk heil3tNullfolge, wenn es zu jedem > 0 ausk einng € N
gibt, so dafla,,| < e fur allen > n,.

Baron AUGUSTIN Louis CAUCHY (1789-1857) stellte
als erster durch die exakte Definition von Begriffen wie
Konvergenaund Stetigkeitdie Analysis auf ein siche-
res Fundament. In insgesamt 789 Arbeiten bafiite

er sich u.a. auch mit komplexer Analysis, Variations-
rechnung, DifferentialgleichungenpoBRIER-Analysis,
Permutationsgruppen, der Diagonalisierung von Matri-
zen und der theoretischen Mechanik. Allserzeugter
Royalist hatte er &ufig Schwierigkeiten mit den dama-
ligen Regierungen; er lebte daher mehrere Jahre im Exil
in Turin und sgter in Prag, wo er (mit sehré@figem
Erfolg) den frandsischen Thronfolger unterrichtete.

Kap. 1: Zahlen 36

Typisches Beispiel einer Nullfolge ist etwa die Folge ajt= 1/n: Hier
ist|a,,| =|1/n| = 1/n genau dann kleiner ats wennn > 1/¢ ist; als
ng kdnnen wir also jede natliche Zahl nehmen, die gRer ist als 1.
Mit diesem Begriff ist nun auch klar, wie die Forderung, dafetvalle
[a,,, b,] beliebig klein werden, g@zise formuliert werden kann:

Definition: Eine Intervallschachtelung@ber einem angeordneterdok
per k ist eine Folge von Intervallend],, b,1),.cy Mit den folgenden
beiden Eigenschaften:

1. [a,41, bpsal € [a,, b,] furallen € N

2. Die Folge derl,, — a,,), <y ist eine Nullfolge.

[
|

n—1 an+lbn,+1 bn71

[ 1 -]
L 1 J

a

- C [an+1’ b7L+l] - - [a’n—17 bn—l] c---
Genau wie wir die rationalen Zahlen durch Quotienten gadahten
(mit positivem Nenner) definiert habenyrknen wir nun reelle Zahlen
definieren durch Intervallschachtelung@rerQ. Genau wie eine ratio-
nale Zahl in vieléltiger Weise als Quotient ganzer Zahlen darstellbar
ist, 1a3t sich auch eine reelle Zahl durch die verschiedenstenvail-
schachtelungen definiereridie Quadratwurzel haben wir ja gesehen,
dafd uns das ERoN-Verfahren tir jedenStartwertz, > 0 eine Intervall-
schachtelung liefert, von der wir intuitiv sagerisden, daf3 sie sich
auf die Quadratwurzel zusammenzieht. Wigseen nun nur noch for-
mal definieren, wann zwei Intervallschachtelungen diesetkelle Zahl
definieren sollen. Da die Intervalle immer kleiner werdetiten wir er-
warten, daf3 es bei zwei Intervallschachtelungen zur setsdlen Zahl
auch die Intervallenden immer mehr aufeinander zugehehgenau so
wollen wir die reellen Zahlen auch definieren:

Definition: Reelle Zahlen sind gegeben durch Intervallschachtelungen
Uber dem KrperQ der rationalen Zahlen. Dabei sollen zwei Intervall-
schachtelungendl,, b,]),,cn und (lc,,, d,,]) ,eny 9€Nau dann dieselbe
reelle Zahl definieren, wenn die Folgen - a,,),,cy Und @, —b,,),.cn
Nullfolgen sind. Die Menge aller reeller Zahlen bezeichménmit R.
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Damit sind reelle Zahlen definiert, wenn auch die Definitiomes selt-
sam erscheint. Wir werden aber im Verlauf der Vorlesung immwieder
sehen, dal3 wir die reellen Zahlen nicht wirklich in den Grsgkommen
konnen; sie sind eine Idealisierung der Wirklichkeit, ungeeRechen-
vorschrift, mit der wir sie sukzessive immer besser&rarn knnen
ist leider das Beste, was wir an Konkretisierung erwartémnen. Bei
praktischen Problemen werden wir riiber ein meist relativ kleines

hinauskommen, und trotzdem zeigt jahrtausendelange farfghder
Natur- und Ingenieurwissenschaften und auch mehr als huddh-
re Erfahrung der Wirtschaftswissenschaften, dal? dieere&ahlen ein
besseres Beschreibungsmodell der Wirklichkeit liefesrbaispielswei-
se die rationalen Zahlen.

Die rationalen Zahlen bilden riglich eine Teilmenge der reellen Zah-
len: Rir eine rationale Zahf € Q kdnnen wir einfach die Intervall-

schachtelung nehmen, dergimdliche Intervalle gleich dem Intervall
[g, q] sind.

Unabdingbare Voraussetzurigy die Nutzlichkeit der reellen Zahlen ist
natirlich, daf3 wir damit rechnendkinen. Da wir sie durch Intervall-
schachtelungen definiert haben, liegt es nahe, dal} wichsh ver-
suchen, mir Intervallen rationaler Zahlen zu rechnen.akdtkch sind
auch Intervalle reeller Zahleriitzlich fur manche Anwendungen; daher
wollen wir gleich mit Intervallen in beliebigen angeordeetkorpern
rechnen, wobei wir hoffen, daf sich die reellen Zahlen aisBel eines
solchen angeordneterbikpers herausstellen werden.

Reelle Zahlen sind durch Intervallschachtelungen gegetadrer liegt
es nahe, zuichst Rechenoperationdir fintervalle zu definieren. Dies
hat durchaus auch eine praktische Bedeutung, denn vieenRat der
realen Welt lassen sich oft nicht mit beliebiger Genauigkemitteln;
verlallliche obere und untere Schranken lassen sich aber motafie
finden. In diesem Fall wissen wir nur, da3 der gesuchte Wesgchen
diesen beiden Schranken liegt, d.h. wir kennen ein Interivatiem er
mit Sicherheit liegt.

Meist wird man in so einer Situation einen &thwert nehmen, z.B. den
Mittelwert zwischen oberer und unterer Schranke, und deeaftinen in
der Hoffnung, daR3 dieselbe Rechnung mit einem anderen \edem
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Intervall auf einahnliches Ergebnis gélfirt hatte. Je umfangreicher und
komplizierter die Rechnungist, desto fragndiger wird diese Annahme.

Will man zu sicheren Aussagéiber das Ergebnis kommen, muf3 man
von vorn herein mit Intervallen rechnen; das Ergebnis ishdavar auch
nur ein Intervall, und wenn man Pech hat sogar ein recht gradteer
man hat immerhin die Sicherheit, dal3 der gesuchte Wert dahj&all
dort liegt.

Deshalb entstanden schon vor ruriohfzig Jahren Programmierspra-
chen, wie Triplex ALGOL oder Pascal XSC, die auch mit Intdara
rechnen Bnnen; heute gibt es sowoliirfC als auch die Computeralge-
brasysteme entsprechende Klassenbibliotheken, unditzeitet eine
IEEEworking groupan einem internationalen Standard IEEE P1788 f
Intervallarithmetik.

Ist x irgendeine Rechenoperation und sind§], [c, d] zwei Intervalle,
so solldas Intervalld, b]*[c, d]fiurjedese € [a, bjund jedes; € [c, d]
das Rechenergebnis« y enthalten.

Im Falle der Addition bedeutet dies, da’ wir Schranken suéiealle
moglichen Summenr: +y mita < z < bundc < y < d. Nach den
Rechenregelnifr angeordnete &per kbnnen wir die beiden Unglei-
chungernz < z undc¢ < y addieren zw + ¢ < z + y und entsprechend
auch an der oberen Grenze; hieaudgt sich die Definition

[, B+ [e, d] = [a+c, b+d]

also Brmlich auf. (Beim numerischen Rechnen, wo Rundungsfetler
befurchten sind, raf3te man zu#zlich noch darauf achten, daf? bei der
Berechnung der unteren Schrarakec im Zweifelsfall abgerundet wird,

fur b + d aber aufgerundet. Diese Probleme wollen wir aber hier in der
Analysis | noch %llig ausklammern; wir gehen davon aus, daf3 wir alle
Rechenoperationen zumindest im Prinzip exaktigusn kbnnen.)

Auch bei der Subtraktion gibt es keine Problemeclst y < d, so ist
—d < —y < —c¢; deshalb setzen wir
[aa b]f[cvd] = [afda bfc]'
def
Beider Multiplikation lassen sich zuminde#gtpositive Zahlem, ¢, x, y
wieder die beiden Ungleichungen< z undc¢ < y kombinieren zu
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ac < xy; sobald aber negative Zahlen ins Spiel kommen, gilt es eine
ganze Reihe vondilen zu unterscheiden. Da es uns nur ums Prinzip geht,

beide positiv sindifr alle n > ny oder abera,, undb,, beide negativ
sind fir alle n > ny,.

nicht um eine mglichst effiziente praktische Implementierungnken
wir uns aus der Afire ziehen, indem wir einfach alle vierdglichen
Produkte einer Schranke des ersten Intervalls mit eineraBkk des
zweiten Intervalls berechnen und dann den kleinsten deigte als
untere, den gifdten als obere Schranke des Intervalls nehmen:

[a, 0] - [c, d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)] ,
e

wobei allgemein min{y, a,, . . ., a,,) die kleinste der Zahlea,, ..., a,

bezeichnen soll, daddinimumalso, und max(, a,, . . ., a,,) die gilite,
dasMaximum.

Bleibt noch das Problem der Division. Da Division durch Naoleinem
Korper nicht sinnvoll erkdrt werden kann, darf bei der Division von
Intervallen offensichtlich der Divisor nicht die Null ertlen, Somit
kénnen wir nur durch Intervalle dividieren, bei denen entereoeide
Schranken positiv oder beide negativ sind. In diesemiialegt man
sich leicht, daR
_ [ la/d, b/c] fallsO<c<d

[a, ]/lc, d] = { [b/c, a/d] fallsc<d<O0

die einzig sinnvolle Definition ist.

Damit wissen wir, wie man mit Intervallen rechnet; reellehlém sind
aber durch Intervallschachtelungen definiert. Auch hietdiisich eine
offensichtliche losung an: Wollen wir zwei reelle Zahlen, die durch
Intervallschachtelungend],, b,,]),,cn und (Ic,,, d,,]),,cn definiert sind,
miteinander verkipfen, so verkiipfen wir einfachir jedes. die Inter-
valle [a,,, b,,Jund [c,,, d,,] miteinander. Dabei gibt es einige Probleme.
Am offensichtlichsten ist das mit der Division: Selbstiarsllich kann
eine von Null verschiedene reelle Zahl auch durch einevatischach-
telung definiert werden, bei der zumindest einige der latérveine
negative untere und eine positive obere Grenze haben.

Wir wollen unsiiberlegen, dal? die®hhstensiir endlich viele Intervalle
am Anfang gelten kann, genauer:

Fur jede Intervallschachtelun{{a,,, b,,]), die sich nicht auf die Null
zusammenzieht, gibt es einen Indgx so dall entwedes,, und b,

Offensichtlich reicht es, wenn wir einen einzigen Indgxfinden, tir
dena, undb, beide negativ oder beide positiv sind: Da alle folgenden
Intervalle in fa,, , b, ] liegen, gelten dann dieselben Ungleichungen
auch tir allen > n,.

Wir beweisen dies durch Widerspruch: Falls es keinen saolbidexn,
gibt, ista,, <0< b, furallen € N.

Nach Definition einer Intervallschachtelung ist die Folge &, — a,,
eine Nullfolge, d.h.iir jedess > 0 gibt es eim,, so daf®,, — a,, < ¢
ist fur allen > ny. Nach unseren Annahmen ist dann also

b, —a, =1b,| t]a,| <e furallen > ng.

Dann ist aber auclb,| < ¢ und|a,| < ¢ fur allen > ny, denn die
Summe zweier Befige ist golier oder gleich jedem einzelnen. Damit
sind @,),cx Und 0,,),cn Nullfolgen, die Intervallschachtelung zieht
sich also auf die Null zusammen, im Widerspruch zur Vorauzsse.

Somit mul? es einen Index, geben, ab dem entweder alle Intervall-
grenzen positiv oder alle negativ sind, womit die Behaugtoewiesen
ware.

Die Intervalle f,,, b,,] mit n > ny bilden nafirlich auch eine Inter-
vallschachtelung und definieren dieselbe reelle Zahl; keilivision
kdnnen (und rissen) wir daher einfach den Divisor beschreiben durch
eine Intervallschachtelungen aus Intervallen, von deeamels die Null
enthalt.

Ein zweites Problem besteht darin zu zeigen, dal3 die so eeéni
Folgen von Intervallefiberhaupt Intervallschachtelungen sind.

Sind also beispielsweisea([, b,,]),,en UNd (lc,,; d,,]) en ZWei Inter-
vallschachtelungen, ist dann auch(f-c,,, b,, +d,.]),.c\ €ine Intervall-
schachtelung?

Wir missen zwei Bedingungeimberpiifen: Als erstes muR3if alle
n € N gelten:

[an+1 + Cn+1s bn+1 + dn+1] g [a‘n + Cns bn + dn] .
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Da wir von zwei Intervallschachtelungen ausgegangen siis$en wir,
daf auf jeden Fall

[an+17 bn+l] g [an7 bn] Und [cn+l7 dn+1] g [cn7 dn]
ist, wir haben also die Ungleichungen
ay S Ap+1 S bn+1 S bn und Cn S Cn+1 S dn+1 S dn

fur allen € N. In einem angeordnetendfper kKb nnen wir Ungleichun-
gen addieren; daher ist auch

a, *tc, < Api1 F Cran < bn+l + dn+1 < bn + dn d
und das ist gleichbedeutend mit der behaupteten Inklusion.

Als zweites nlissen wir zeigen, dal die Differenz der Intervallgrenzen
eine Nullfolge bildet. Diese Differenz ist beimten Intervall

(bn + dn) - (a’n + cn) = (bn - an) + (dn - Cn) .
Wir wissen, dal3y{(, —a,,),, ey Und (d,, — c,,),,cn beides Nullfolgen sind,
und wir wollen wissen, ob dies auchirfihre gliedweise Summe gilt.
Diese Frage ist auch unahgig vom aktuellen Beweis interessant; wir

formulieren die Antwort daher als einen eigendiffssatzoder — wie
man in der Mathematik meistens sagt —laésnma:

Lemma: Sind @,),cy Und ¢,,),cn beide Nullfolgen, so ist auch
(@, +b,),cn €ine Nullfolge.

Beweis:Wir mussen zeigen, dal® es zu jedem» 0 einny € N gibt,
so dafRja,, +b,,| < e ist. Wir wissen, daBd(,),,cy und ¢,,),,cx Null-
folgen sind; wenn wir aber die Definition direkt einsetzesigf nichts
brauchbares, da wir ja noch addiereiigsen.

Stattdessen gehen wir aus \vof2; auch dazu gibt es ety € N, so dal3
la,,| < e/2furallen > n, und einn, € N, so dalp,,| < /2 fir alle
n > n,. Bezeichnehy = max@q, n,) die giol3ere der beiden Zahlen, so
ist also fir allen > ng

la, | +]b,| < S +5 =¢.
Was uns interessiertist niclat, | +|b,,|, sondern der Betrag var, +b,,.
Wir werden bald allgemeine Regeln kennen lernen, wie machsol
Ausdiicke miteinander in Verbindung bringt; hier soll ein kurzes
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hocArgument gefigen: Ista,, > 0 undb,, > 0, sind die beiden Zahlen
gleich, genauso wens, < 0 undbd, < 0. Ist aber,, > 0 undb,, < O,
so istd,, < a,, +b,, < a,, also ist|a,, +b,,| kleiner als das Maximum
von|a, | und|b, |. Dieses wiederum ist kleiner als die Summe der beiden
Betrage. Entsprechenddknen wir argumentieren, wenry < 0 < b,
ist, so daB in allen&len gilt|a,, +b,| < |a,| *1b,| < e. Damit haben
wir nachgewiesen, dal auaf),(+ b,),,cy €ine Nullfolge ist. .
Wenden wir dieses Lemma speziell an auf die Differenzencveis den
Grenzen von Intervallschachtelungen, schlief3t dies deshiais ab,
daf fir zwei Intervallschachtelungemu(], b,.]),,cn und ([c,,, d,,]) nen
auch (B, b,] +[c,, d,]),.cy €ine Intervallschachtelung ist.

Um zu zeigen, daB3 aucha([, b,] — [c,, d,]).cn €iN€ Nullfolge ist,
kdénnen wir die obige Rechnung fasbutlich wiederholen; alternativ
konnen wir auch zeigen, dal3 mit([, d,,1),,c auch ([-d,,, —c, 1), ey
eine Intervallschachtelung ist, und die Folge dann umsobneals
([a,, b,]+[—d,, —c,]Dnen- Einzelheiten seien den interessierten Le-
sern aldUbungsaufgabetiberlassen.

Deutlich unangenehmer wird die Sache bei Produkten, deisrriter-
valle auftreten, deren Grenzen verschiedene Vorzeichegmaind hier
viele Fallunterscheidungen notwendig. Nun haben wir abseben, dal}
jede Intervallschachtelung, die sich nicht auf die Nullaasnenzieht,
ab einem gewissen Index nur noch Intervalle atttbei denen entwe-
der beide Intervallgrenzen positiv oder aber beide negdti. Wenn
wir uns auf Intervallschachtelungen begrenzen, bei defrenfidr alle
Intervalle gilt, wird die Situation einfacher; beispiethadchte ich den
Fall betrachten, dald],, b,,]),.cn und ([c,,, d,,]),en INtervallschachte-
lungen sind, iir die alle Intervallgrenzen positiv sind. Dann ist

Wir missen als erstes zeigen, dal.}, b,,+1] - [¢,,+1, d,,41] TUr allen
in diesem Intervall liegt, daf3 also gilt

anCp < Ap+1Cn+1 < bn+1dn+1 < bndn '

Dies folgt schnell aus der Tatsache, dafyfositive Zahlem, b, ¢, d gilt:
Ista < bundc < d, so ist auctuc < bd, wir kbnnen Ungleichungen
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also genauso miteinander multiplizieren, wie wir sie obddiert ha-
ben. Dann riissen wir noch zeigen, dal3 die Folge der Inteévalen
(b,d,, —a,c,)nen €ine Nullfolge ist. Wir wissen, dal,( —a,,),, oy Und
(d,, — c,)nen Nullfolgen sind, also sollten wir die irgendwie ins Spiel
bringen. Dazu schreiben wir

bndn —a,Cy = bn(dn - cn) + cn(bn - a‘n) .

Nun sei irgendeirz > 0 vorgegeben, und wir wollen eity, finden, so
daR der Betrag dieses Ausdrucks llen > ng kleiner ist als:.

Da alle hier stehenden Terme positiv sindnken wir auf Betragsstriche
verzichten und die rechte Seite der Gleichung so aigeh, wie sie
dasteht. Da&,, die obere Grenze eines Intervalls ist, dasip p,] liegt,
ist b,, < b;. Genauso ist aucli,, < d; undec,, < d,, alsoc, < d;.
Somit ist

bndn — apCy < bl(dn - Cn) + dl(bn - a‘n)
mit positiven Zahlerb; undd;.

Da(d, —c,),en und ,, — a,,),ex Nullfolgen sind, konnen wir naifirli-
che Zahlem, undn, finden, so daf3

19
2,
Furn > ng = max, n,) gilt dann

£
< —

dn —¢, < n 2d1

fur allen > n, undb, —a furallen > n,.

bndn_ancn < bl(dn_cn)+d1(bn_an) < br%"‘
1

Damit haben wir auch hier eine Nullfolge.

Die anderen &lle geherdhnlich; da wir in dieser Vorlesung noch zu
wesentlich interessanteren Ergebnissen kommen wolleaygEinzel-
heiten dazu wie auch zur Division verzichtet.

Auch auf ein weiteres technisches Probleiicinte ich nur kurz einge-
hen: Eine reelle ZahBI3t sich durch viele verschiedene Intervallschach-
telungen darstellen. Angenommen, wir habetargestellt sowohl durch
die Intervallschachtelungdl,, b,,]),.cy als auch durch {,, d,]),,en-
Entsprechend sei eine reelle Zgtgegeben durch zwei Intervallschach-
telungen (b,,, ¢,,]) neny UNA (Ir,,, 5,,]) nen- DanN konNnen wirz+y einmal
berechneiiber die Intervallschachtelungy], b,1+[p,., ¢, ]).,.cn. aber
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auchiber (k,,, d,]1+[7,, s,])nen- Unsere Definition der Addition ist
nur sinnvoll, wenn beide Intervallschachtelungen dieset®elle Zahl
definieren.

Um dies nachzuweisen, imsen wir zeigen, dal3 die Differenzen der
unteren wie auch der oberen Intervallgrenzen Nullfolged sial also

((a’n +pn) - (cn + Tn))nEN und ((bn + qn) - (dn + sn))neN

Nullfolgen sind. Das ist aber einfach:

(an +pn) - (Cn + Tn) = (an - Cn) + (pn - Tn) und

(bn + qn) - (dn + Sn) = (bn - dn) + (qn - sn) .
Da([a,,, b,])en und ([c,,, d,,]),cn dieselbe reelle Zahl darstellen, sind
die Folgen §,, — c,),cy Und by — d,,),cn Nullfolgen, entsprechend
auchp,,—r,.),en und @, —s,,)nen- SOMit folgt die Behauptung einfach
aus dem obigen Lemma, wonach die Summe zweier Nullfolgedevie

eine Nullfolge ist.Ahnlich zeigt man auch entsprechende Ergebnisse
fur die anderen Grundrechenarten.

Damit haben wir den BrperQ der rationalen Zahlen erweitert zu einer
MengeR, auf der wir ebenfalls alle Rechenoperationen duirbhén
kdnnen. Nun stellt sich nétlich die Frage, ob aucR ein Korper ist.
Dies ist in der Tat der Fall:

Satz: Die reellen Zahlen mit den oben definierten Rechenopertion
bilden einen Krper.

Beim Beweismdchte ich mich auf eine kurze Darstellung der wesentli-
chen Punkte bescinken. Bei den Assoziativ- und Kommutativgesetzen
sowie dem Distributivgesetz gibt es keine Probleme, deageéliten so-
gar schoniir das Rechnen mit Intervallen: Beispielsweise ist

wir kdnnen die Aussage also #igkfihren auf das entsprechende Gesetz
fur rationale Zahlen. Genauso sieht es aus mit der ExistemZ\wdl-
und Einselement: Wenn wir diese definieren durch Interoadishte-

lungen, bei denenamtliche Intervalle gleich [00] beziehungsweise
[1, 1] sind, haben wir auch hier entsprechende Aussagen sdhon f
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Intervalle. Bei der Existenz von Inversen geht das allgslinicht:
Ist etwa die reelle Zahkz gegeben durch die Intervallschachtelung
([a,,, b,])nen SO KONNen wir—z definieren durch die Intervallschach-
telung (-b,,, —a,]) ey Die Summe

[an7 bn] + [_bn7 _an] = [a’n - bn7 bn - an]
ist aber nur dann das Intervall ,[0], wenna, = b, ist. Trotzdem
definiert die Intervallschachtelunga(] — b,,, b, — a,,]),,cx die Null,
denn nach Definition einer Intervallschachtelung istja € a,,),cn
eine Nullfolge, und daraus folgt sofort, dafd auel € b,,),,c €ine ist.
Mit nur geringfigig gioRerem Aufwand beweist man auch die Existenz
von multiplikativen Inversen. .
Was uns jetzt noch fehlt, ist die Ordnungsrelation: Wir wpnIR zu
einem angeordnetend{per machen. Auch das geht leicht mit Hilfe von
Intervallschachtelungen:

Definition: Die reellen Zahlerr undy seien gegeben durch die Inter-
vallschachtelungen 4f,, b,]) e Und (lc,,, d,,]) e Dannistz < y
genau dann, wenn es einen Indegibt, fur dend,, < c,, ist.

[ ] [ ]
L ] L ]

a, b C, d

n

Natirlich gilt diese Relation dann auciirfalle aufrn folgenden Indizes,
denn dass + 1)-te Intervall liegt ja vollsindig imn-ten.

Satz: Mit dieser Ordnungsrelation i& ein angeordneter &tper.

Beweis:Wir miissen als erstes zeigen, ddl fwei beliebige reelle
Zahlenz,y stets genau eine der drei Relationen< y, x = y oder
y < z gilt:

x undy seien gegeben durch die Intervallschachtelunggn &,1),,cx
und (lc,,, d,,]) ,en. Falls fur irgendeinn gilt b,, < ¢, istz < y, falls

d, < a, isty < x. Beides gleichzeitig kann nicht gelten, denn wenn
eine dieser Relationeriif ein n gilt, gilt sie auch @r alle folgenden;
gabe es alsdlir jede der beiden Relationen einen Index, 8beges auch

Kap. 1: Zahlen 46

einn, fur das beides gilt, d.hi,, < a,, < b,, < ¢, < d,,. Damit ware
die rationale Zahd,, echt kleiner als sie selbst, was idich absurd ist.

Falls es keim gibt, fur das eine der beiden Relationendtfist, gelten
fur allen die beiden Ungleichungén, > ¢, undd,, > a,,. Wir missen
zeigen, dal3 dann = y ist. Dazu bilden wir die Differenz — y; sie ist
gegeben durch die Intervallschachtelung

([a"rw bn] - [cn’ dn])nGN = ([an - dn? bn - cn])nGN '
Nach unserer Annahme i8}, — ¢, > O fur allen unda,, —d, <O
fur alle n, die linke Intervallgrenze ist also stets kleiner oder @ei
Null, die rechte gal3er oder gleich Null. Wie wir oben gesehen haben,
ist das nur mglich, wenn sich die Intervallschachtelung auf die Null
zusammenzieht, d.l. — y = O undz = y.

Zur Transitiviit haben wir drei Elemente, y, z, gegeben durch In-

tervallschachtelungend],, b,,]),en: (¢ dr])ren UNd (le,s frl)nen-
Wir miissen zeigen: Ist < y undy < z, so ist auchr < z.

Daz < y, gibt es eim, so daf®,, < ¢, ist; entsprechend gibt es wegen
y < z einm, so dald,, < e, ist. Wenn eine solche Ungleichungrf
einen Index gilt, gilt sie auchif alle folgenden;iir jede Zahlk grof3er
oder gleich dem Maximum von undm ist also sowohb,, < ¢, also
auchd,, < e;. Dann ist aber auch, < ¢, < d;, < e, alsob, < e;.
Das wiederum bedeutet, dafi< z ist.

Als nachstes mul3 gezeigt werden:dst y, so giltauch @ir jedes: € R
die Ungleichunge +z < y + 2.

x, y undz seien wieder durch die Intervallschachtelungen {[b,.1),,cx»
([ens duDnenund(fe,, f.]).cn9egeben. Wegen < y gibteseim, €
N, sodal®,, < ¢, istfurallen > n,.

Die Intervallschachtelungen zu+ z undy + z sind
([an + €no bn + fn])nGN und ([Cn + €n> dn + fn])nEN '
Firn > ngistb, + f, < c, + f,; wir brauchen aber ein, fur das

b,+f, < c,+te, ist. Falls es kein solchesgabe, vareb,, + f,, > c,, te,,
furallen € N, alsoc,, — b,, < f,, — e, furallen € N.

Die Folge derf,, —e,, ist nach Definition einer Intervallschachtelung eine
Nullfolge; fur jedes > 0 gabe es also eine Zah| fur die insbesondere
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fn — e, < eware. Rir jedesn > ny ist abere,, > ¢, undb, <b,,
alsoc,, — b, > ¢, — b,,, wir hatten also die Ungleichung

Cpg —bny L — b, < f, — €, <€

Dab,, < c,, ist, steht links eine feste positive Zahl, zu der wir leicht
ein ¢ > 0 finden lbnnen, @ir das diese Ungleichung nicht gilt, z.B.
€= %(cn0 — b,,,).- Somit ist unsere Annahme falsch; es gibt alsorgin
furdasb, + f,, <c, te,ist,dhz+z <y+z.

Ahnlich folgt auch das noch fehlende Axiom, wonach Unglarufren

mit positiven Zahlen multipliziert werderdkinen. .
Damit kdnnen wir in den reellen Zahlen so rechnen, wie wir es gewohnt
sind und knnen alle Rechenregeln, die in angeordnetérpkrn gelten
anwenden, ohne uns um Intervallschachtelungenrkern zu nissen.

Beispielsweise wissen wir, dal3 eslinzu jeder positiven Zahi > 0
genau eine positive reelle Zahl> 0 gibt mit 22 = a; wir bezeichnen
sie natirlich wie gewohnt mit/a. Mit dieser Zahl bnnen wir nun unter
Ausnutzung aller Krperaxiome rechnen.

Als erstes Beispiel déf wollen wir das Quadrat voa = /3 ++/5 aus-
rechnen: DR ein Korper ist, gelten insbesondere auch die binomischen
Formeln, also ist

(V3+VB)P?=3+2/3V/5+5=8+2/3/5.

Das wollen wir nairlich weiter vereinfachen zu 8 +215, und das ist
auch in der Tat riaglich, denn es gilt

Lemma: Fir zwei positive reelle Zahlem, b ist vab = v/av/b.

Beweis:Nach dem Kommutativ- und Assoziativgesetz der Multiplikat
on ist

(Vavh) = vavivavh = vayavevi = ab.

\/av/b ist also eine Bsung der Gleichung? = ab. Da v/a und v/b
positiv sind, ist es eine positivedlsung, und die einzige positivésung
vonz? = abistz = v/ab.
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+
Auch komplizierte Ausdicke kdnnen wir berechnen, ZB\\/[%
Hier ist das Hauptproblem zéanhst einmal der Nenner, und deimkien
wir in Ausdriicken wie diesem vereinfachéber die dritte binomische
Formel: /3 +1)(v/3— 1) = 3— 1 = 2. Wenn wir den Bruch mi¢/3+ 1

erweitern, erhalten wir also
V3+1 (V3 +1Y _3+2\/§+1_4+2\/§_2+\/§
V31 (V3-1(3+1  3-1 2 ’

was sicherlich ein sehr viel angenehmerer Ausdruck ist.

85: Komplexe Zahlen

Wir alle wissen, wie man quadratische Gleichungést;ldas entspre-
chende Verfahren war — genau wie das heute naeRON benannte
Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel — bereits \@rhiausend
Jahren den babylonischen Mathematikern bekannt.

Der Trick, den sie zur tisung der Gleichung? + pz + ¢ = 0 benutzten,
ist die sogenannte quadratisched&rgung: Wir schreiben die Gleichung
um als

2

(s3] - ram0 wer (s3] 55

und kbnnen sie nun durch einfaches Wurzelziehéseh — falls die
Wurzel existiert.

Wennp undgq reelle Zahlen sind und wir auctblsungerr € R suchen,
haben wirim vorigen Paragraphen gesehen, dal3 jede pd&itingenau
eine positive Quadratwurzel hat; daX) - (—1) = 1 ist, ist nairlich

auch deren Negatives eine Zahl mit gleichem Quadrat. Fhits die
sogenannt®iskriminante

positiv ist, haben wir im reellen Fall die beidesungen

2 2

p p p p

+— = — — = —— — —q.

T+ + 4 ¢ oder =z 5 + 7

Fur A = 0 gibt es offensichtlich nur die einédsungz = —%p.
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Ist aberA < 0, so lonnen wir keine reelle Zahl mit Quadratfinden:
Wir wissen schlief3lich, daf3 in einem angeordnetémiér alle Quadrate
groRRer oder gleich Null sind.

Das ist keine wirklich neue Situatioriif uns: Wir haben zu Beginn
dieses Kapitels die natlichen Zahlen betrachtet, erweiterten diese, um
Subtrahieren zudnnen, zu den ganzen Zahlen, diese dann, um Divi-
sionen zu erraglichen, zum KrperQ der rationalen Zahlen, und weil
wir dort die Gleichung:? = 2 nicht Bsen konnten, haben wir den noch-
mals erweitert zum KrperR der reellen Zahlen. Offensichtlich ist nun
wieder einmal eine Erweiterunglfig.

Wir brauchen im wesentlichen nur eine einzige neue Zahlirbégirére
Einheit i, deren Quadrat gleich minus eins sein soll. Wenn wir die
gewohnten Rechenregeln beibehaltémken, &3t sich dann auchuf
jede negative reelle Zahta (mit « > 0) eine LOsung der Gleichung
22 = —a finden, denn

2. . . 2
(iva)* = (iva) - (iva) = - (Va)’ = ~a.

Natirlich ist auch—i+/a eine Losung, aber das ist gegérer dem Re-

ellen keine neue Situation.

Wir suchen somit nach einemdikper, der einerseits die reellen Zah-
len entlalt, andererseits aber auch ein neues Elemetie imagirére
Einheit, fur diei? = —1 ist.

Da man in einem Krper beliebig addieren und multiplizieren kann,
mufl3 dieser rper fir je zwei reelle Zahlen, b € R auch das Element
a+bi enthalten. Wir wollen sehen, daf3 wir mit (Agathst noch formalen)
Summen dieser Art auch takshlich auskommen:

Definition: a) Die Menge der komplexen Zahlen ist

C= {a+bi | a,beR}.
b) Fir ¢ = a + ib € C bezeichen wik als denRealteilvon ¢ undb als
den Imagirrteil vonc; in Formeln:a = 9Re c undb = Jmec.

Eine komplexe Zahl ist somit gegeben dumtbeireelle Zahlerw undb,
den Realteik und den Imagiarteil b. Eine Zahl der Forma + Qi identi-
fizieren wir mit der reellen Zahl; Zahlen der Form 0 4: oder kurzbi
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bezeichnen wir als (rein) imagin, weil sie nach Auffassung der Ma-
thematiker des 18. Jahrhundeyitagirar’, d.h. nur in der Vorstellung
vorhanden waren. Der Nank®mplexeZahl schlie3lich kommt daher,
daf eine solche Zahl aus einer reellen und einer indagimZahl zu-
sammengesetzt ist.

Genau wie man die reellen Zahlen oft durch ein
Gerade veranschaulicht, kann man also die Me &
ge der komplexen Zahlen veranschaulichen durd
eine Ebene, deren Punki ¢) beziglich eines vor- 2
gegebenen kartesischen Koordinatensystems 3|
komplexe Zaht+ib darstellen soll. Man redet hier 2
von der Qwussschen Zahlenebene, deren Idee aii g
einer Briefmarke zum 200. Geburtstag voauSs
veranschaulicht ist.

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beitiage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Funktionentheorie, zur Differentialgeo-
metrie und Kartographie, zur Fehlerrechnung und Stati-
stik, zur Astronomie und Geophysiksw.Als Direktor

der Gittinger Sternwarte baute er zusammen mit dem
Physiker Weber den ersten Telegraphen. Er leitete die er-
ste Vermessung und Kartierung desrgreichs Hanno-
ver und zeitweise auch den Witwenfond der Univéitsit
Gottingen; seine hierbei gewonnene Erfahrung benutz-
te er fr erfolgreiche Spekulationen mit Aktienage
und Verfahren von @uss sind auch in der heutigen
Mathematik, Physik und Statistik noch allgegemtig.

Wenn wir die MengeC zu einem Krper machen wollen, éssen wir
zurachst Rechenoperationen definieren. Durch diepléraxiome und
die Tatsache, daR ein Teilkdrper vonC sein soll, ist dabei eigent-
lich alles vorgegeben: Wenn ein Assoziativgesetz der Aatdiind ein
Distributivgesetz gelten soll, muf3

(a+bi) £ (c+di)=(axc)+(bxd)i
sein, und Multiplizieren heifl3t einfach Ausmultipliziererach dem
Distributiv- und Kommutativgesetz:

(a+bi)(c+di)=ac+a-di+bi-c+bd-i?=(ac— bd) + (bc + ad)i .
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Fur die Division kbnnen wir den gleichen Trick anwenden wie am Ende
des letzten Paragraphen bei der Division durch reelle Viauzdiicke:
Nach der dritten binomischen Formel (oder der gerade hatgebenen
Definition des Produkts) ist

(c+di)(c—di)=c? —d?-i?=c2+d?.

¢ +d? ist fur alle komplexen Zahlen mit+ di # 0 positiv, insbesondere
also ungleich Null; daherdanen wir Biiche mit Nennee + di # 0
berechnen als

a+bi _ (a+bi)(c—di) ac+bd . bc — ad .

ctdi  (c+di)c—di) cA+d? 2+a2

Satz: Die MengeC mit den oben definierten Verkipfungen ist ein
Korper.

Beweis:Eigentlich nuf3ten wir alle Kdorperaxiome einzeliberpiifen;
wie bei den reellen Zahlenave das recht langweilig und uninstruktiv.
Um nicht gar zuviel Papier zu produzierenpahte ich mich daher im
Sinne des Umweltschutzes auf die interessantesten faedetm.

Vollig uninteressant sind die Axiome, die sich mit der Addlitin C be-
fassen: Da die Addition komponentenweigeRealteil und Imagiarteil

definiertist, folgen alle Axiome sofort aus den entspredeemxiomen
fur R. Das Neutralelement baglich der Addition ist nairlich 0 + G,

und —(a + bi) = (—a) + (—b)i ist das Negative von + ib.

Die Forderungen an die Multiplikation sind weniger offarilich. Un-
mittelbar einsichtig ist das Kommutativgesetz; das Asstbajesetz da-
gegen ist eine eher unangenehme sture Nachrechnerei:

((a +bi)(c + dz)) (e + fi) = ((ac — bd) + (ad + bc)i) (e + f1)
= ((ac — bd)e — (ad + bc)f) + ((ac —bd)f + (ad + bc)e)i
= (ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bee)i
und
(a + bi) ((c +di)(e + fz)) = (a + bi) (ce —df) +(cf + de)i)
= (a(ce —df) — blef + de)) + (a(cf +de) + b(ce — df))z
= (ace — adf — bef — bde) + (acf + ade + bee — bdf)i
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Die Kommutativitit der Addition inR zeigt, daR beide Austicke den-
selben Realteil und denselben Imawiteil haben, also gleich sind.

Neutralelement bémlich der Multiplikation kann, wenn alles Sinn ha-
ben soll, nur 1+0sein, und in der Tat rechnet man ohne Schwierigkeiten
nach, dal jedes Elememt+ bi sowohl bei Links- wie auch bei Rechts-
multiplikation hiermit sich selbst liefert.

Bleibt die Existenz eines multiplikativen Inversen; so wie oben die
Division komplexer Zahlen definiert haben, ist schnell Jd@f3 ¥/ (a+b:)
invers zua + bi ist:

1 N a b . .
a+bi (a*bi)= <a2+62 B a2+bzl> b
_a?+b® ab—ba.

T2+ a2+l

Das noch verbleibende Distributivgesetz sind wieder Rerifois zum

Abwinken, mit der ein interessierter Leser keinerlei Samgkeit haben
sollte.

1.

Damit haben wir unser Ziel erreicht, einerdioer zu finden, der die
reellen Zahlen entidt und zuétzlich auch noch Quadratwurzeln aller
reeller Zahlen unaldngig von deren Vorzeichen.

Wie sieht es aus mit QuadratwurzédomplexerZahlen? Hat die Glei-
chungz? = ¢ furr jede komplexe Zahl eine Losung?

Wir schreiberc = a +bi und machen einen Ansatz= x +yi, wobei nun
a, bbekannte und, y gesuchteeelleZahlen sind. Die Gleichungf = ¢
oder @ +yi)? = a + bi wird ausmultipliziert zu den beiden Gleichungen
#? — y? = a und 2ry = b fur Real- und Imagiarteil. Daher ist
(z — yi)®> = (z® — y?) — 2zyi=a — bi, also

(z +iy)*(z — iy)? = (a +ib)(a — ib) = a® + V2.
Nunistaber§+iy)(z —iy) = z2+y? > 0, alsoist {?+y?)? = a>+b%und
x? + y? = Va2 + b2. Zusammen mit der obigen Gleichurg — 3° = a
haben wir somit das Gleichungssystem

?+y?=vVa2+b? und 22—y’=a.
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Addition bzw.Subtraktion dieser beiden Gleichungéit auf
222 =Va2+b2+a und 2°=Va2+b2—a,

also ist

2 2
m=:t\/7_\/\/a2+bz+a und y::t\/?_\/\/a2+b2—a,

wobei die beiden Vorzeichen so gahlt werden rissen, dasy dasselbe
Vorzeichen wieb hat, denn schlieflich isti% = b.

Nachdem wir Quadratwurzeln aus komplexen Zahlen zielgamén,

ist klar, daf3 wir mit deiiblichen Methode der quadratischen &ngung
oder nach deiiblichen Formel auch quadratische Gleichungen mit kom-
plexen Koeffizientendsen knnen.

Gelegentlich Bnnen wir sogar kompliziertere Gleichungen ahfliche
Weise bsen: Wenn wir beispielsweise alie= C suchen, ifir die 2> =
ist, schreiben wir wieder = z + iy und berechnen

22 = (z+iy)® = 23+ 322 iy +3z- (iy)* +(iy)® = 2°— Bzy?+ By — )i
Dieser Ausdruck ist genau dann gleich eins, wenn

22 —3zy°=1 und F’y—1°=yBz?—1y?)=0
ist, und die zweite Gleichung ist genau danribtfwenny = 0 oder
y? = 32 ist.
y = 0in die erste Gleichung eingesetiahft aufz® = 1, also (daz eine

reelle Zahl ist)x = 1. Die Wurzelz + ¢y = 1 ist in diesem Fall also
einfach die wohlbekannte reelle Kubikwurzel.

Setzen wiry? = 3z° in die erste Gleichung ein, erhalten wir die Glei-
chung—8z® = 1 mit der Losungz = —3. Wegeny? = 3z° gibt es firy
die beiden Mglichkeitent3+/3, die dritten Wurzeln der Eins sind also
1 1 - -1 1 ..
= ——+ - = _ — _ — )

1L, » 5 2\/§z und p 5 2\/C_’>z
Damit ist klar, dafjedevon Null verschiedene reelle Zafldrei Kubik-
wurzeln hat: Die reelle Wurze)/a sowie die beiden komplexen Wurzeln
p¥/aundp/a.
Fur die Losungen der Gleichung® = 1 milssen wir nicht so lange
rechnen: Wennx* = 1 ist, muRz? = +1 sein.z? = 1 hat die beiden

Kap. 1: Zahlen 54

reellen Lbsunger: = 1 undz = —1; die Losungen vor:? = —1 sind
z=iundz = —i.

Auch die Ldsungen vorz* = —1 lassen sich leicht berechnen: Aus
2% = —1 folgt 22 = +i, und die obigen Formelriif die Quadratwurzeln
einer komplexen Zahl zeigen, daf? dann

V2

z=7(ilii)

sein muf3, wobei alle vier Vorzeichenkombinationedghich sind.

Damit kbnnen wir also eine ganze Reihe von Gleichungseh, fir die
es im Reellen keine &sung gibt; tatachlich gilt sogar der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom
fl@)=a"+a, 2" T +a, a" 2+ +ax’+ax+ag

mit komplexen Koeffizientew, vom Gradn > 1 hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Der Beweis dieses Satzes ist mit den Mitteln einer Vorlesfingly-

sis | nicht maglich: Wir wissen zwar bereits, dal3 drrfquadratische
Gleichungen gilt, und im Falle reeller Koeffizienten zeigteeKurven-
diskussion, daf3 esif Gleichungen ungeraden Grades mindestens eine
Nullstelle geben mul3.iU¥ beliebige Polynome gibt es aber leider keine
so einfachen Argumente.

Mit Methoden aus der Algebra zeigtex@ss 1815, dal eine geschick-
te Kombination der beiden gerade betrachteten Spaéf@ltu einem
Beweis des allgemeinen Satzéift; die dazu bedtigte Algebra steht
aber erst gegen Ende einglgebra F\Vorlesung zur Veifigung. Meist
wird der Satz auch dort nicht bewiesen, denn es gibt inzwis&inen
einfacheren Beweis mit Mitteln déunktionentheoriel.h. der Analysis
komplexer Veanderlicher. Eine dritter Beweis schliel3lich arbeitet mit
Methoden der algebraischen Topologie; auch hier folgt der 8emlich
schnell aus Standaréiizen dieses Gebiets.

Wenn wir den Fundamentalsatz der Algebra glaubé&mnkn wir ihn
aber leicht versdirfen:
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Satz: Zu jedem Polynom

n—2+_‘

fl@)=z"+a, 2" 1+a, ,x +a,x? + aqr + ag

mit komplexen Koeffizienten, gibt esn (nicht notwendigerweise ver-
schiedene) komplexe Zahlenp,...,c,, so dal}

f@) =@ —c)@—c)---(z—cp)
ist. Insbesondere isf(z) genau dann gleich Null, wenn eine dieser
Zahlenc; ist.

Beweisdurch vollsandige Induktion: Br n = 1 ist f(z) = = + aq,
also lonnen wir einfacte; = —a, setzen, und der Induktionsanfang ist
bewiesen.

Fur den Induktionsschritt nehmen wir an, der Satz geiefinen festen
Gradn bewiesen, und betrachten ein Polynom

g(z) =™+ b,x" + bnflx”_l +.. 4+ bzxz +byz + by
mitkomplexen Koeffiziented,. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
gibt es mindestens eine komplexe Nullstelle. Wihien eine dieser
Nullstellen aus, nennen sig,; und dividieren das Polynomi(z) mit
Rest durch das Polynoms ¢ c,,.4):

9(@) : (z — cpa1) = f(z) Restr(x).

Da wir durch ein lineares Polynom dividiert haben, ist destRan

konstantes Polynom,amgt also nicht vorx ab, und wir kbnnen auch
einfachr(z) = r schreiben mit einer komplexen Zahl

Die obige Gleichung &nnen wir auch schreiben als
9(@) = (@ — ¢, f(@) +7.

Setzen wirx = ¢,,,4 in diese Gleichung ein, wird sie zu 0 = O-+d.h.
r=0undg(z) = (z — cp41) f(@)-
Da g(z) ein Polynom vom Grad + 1 war, mul3f(xz) Gradn haben,
nach Induktionsvoraussetzung gibt es also komplexe Zahlen. , c,,,
so dafl¥f(z) = (x — ¢p) - - - (x — ¢,,) ist. Damit ist dann auch

9(@) = (& — cpr) f(@) = (& — 1) -+ (@ — ¢,))(@ — cpaa)
wie behauptet.
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Damit haben wir einen &rper gefunden, in dem wir nicht nur al-
le Grundrechenarten (auf3er Division durch Null) beliebigfahren
kdnnen, sondern in dem wir sogar beliebige Polynomgleicbnrigsen
kdnnen. Trotzdem werden wir uns im Rest der Vorlesung fastanmauaf
die reellen Zahlen bescimken.

Der Grund ist einfach: Bei unseren bisherigen Zahlbereiahsiterun-
gen ist es uns immer gelungen, alle wesentlichen Eigenschdes
kleineren Bereichs auf dendfteren ziilbertragen. Beirtybergang von
den reellen zu den komplexen Zahlen konnten wir aber nur dipé
raxiomelbertragen, nicht mehr die eines angeordnetérpirs:

WareC beziglich irgendeiner Ordnungsrelation ein angeordnetar K
per, so viarei> = —1 > 0, da in einem angeordneterdiper jedes
Quadrat eines von Null verschiedenen Elements positi&@hit ware
0=(—1)+1 =i?>+12 > 0, was absurd ist. Es gibt also keine mit den
Rechenoperationen veifgliche Ordnungsrelation auf den komplexen
Zahlen, so daR3 viele Methoden der (reellen) Analysis nicifitkam-
plexe Zahlen anwendbar sind. Trotzdem gibt esiriah Beziehungen
zwischen der reellen und der komplexen Analysis; an eingemigen
Stellen werden die uns auch in dieser Vorlesung das Lebeicletern.

Eine einzige Konstruktionir angeordnete &rper kdnnen wir auch auf
komplexe Zahleriibertragen: den Betrag. Wibknen den Betrag einer
komplexen Zaht nailrlich nicht definieren algfiir¢ > 0 und—c sonst,
aber wir lonnen definieren

Definition: a) DerBetrag|c| der komplexen Zaht + bi ist
|e| =Va2+p2 = \/(a+bi)(a—bi).
b) € = a — bi heildt die zw: konjugiert komplex&ahl.

Der Betrag einer komplexen Zabhl ist also eieelle Zahl, denn unter
der Wurzel steht ja eine Summe zweier Quadrate reeller Aakleist
stets goler der gleich Null und verschwindet wie im Reellen genau
dann, wenn bereits= 0 ist, denru? + b? kann fir reelle Zahler, b nur
verschwindenira = b = 0.

Im nachsten Kapitel werden wir eine anschauliche, geometisdier-
pretation des Betrags einer komplexen Zahl kennenlernen.
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§6: Die Machtigkeit einer Menge

Wir haben im bisherigen Verlauf der Vorlesung unseren Zadgiich
immer mehr erweitert, von den risltichen zu den ganzen Zahlen, von
den ganzen zu den rationalen und den reellen, und schhefditetz-
ten Paragraphen noch zu den komplexen Zahleniriet ist in der
Inklusionskette

NCczZzcQcRcC

jede Menge eine echte Teilmenge der folgenden. Wenn wir esndk
lichen Mengen zu tundtten, vare somit klar, da3 die Elementanzahl
von Z groRer vare als die vorl, aber kleiner als die vof@, und so
weiter.

Um zu sehen, warum wir bei unendlichen Mengen nicht so dinfac
argumentieren@&nnen, wollen wir die Mengé&' der geraden nétlichen
Zahlen vergleichen mit der Men@éaller natirlichen Zahlen. Nairlich
istG eine echte Teilmenge vo¥ es gibt schlie3lich auch noch ungerade
Zahlen. Da aufjede ungerade Zahl eine gerade folgt und uemge kegt
die Aussage nahe, dal3 es genauso viele gerade wie ungerdee giat
und dal’N somit doppelt so viele Elemente eéttwie G.

Nun sindG und N aber unendliche Mengen; was ist das Doppelte von
unendlich?

Wie problematisch die Situation wirklich ist, sehen wir aardal wir
jede gerade Zah} € G schreiben knnen alsg = 2n mit n € N; bei
dieser Sicht der Dinge sollte es also genauso viele gerazleatirliche
Zahlen geben, eben unendlich viel@ren wir dann nur unterscheiden
zwischen endlichen und unendlichen Mengen urigsen sagen, daf}
alle unendlichen Mengen gleich viele Elemente enthalten?

CANTOR fand einen Weg, um auch zwischen unendlichen Mengen noch
weiter zu differenzieren:

Definition: a) Eine Abbildungf: M — N zwischen zwei Mengen
M, N ist eine Vorschrift, die jedem Element € M ein eindeutig be-

stimmtes Elemenf(m) € N zuordnet.

b) Eine Abbildungf: M — N heif3tinjektiv, wenn verschiedene Ele-
mente vonM auf verschiedene Elemente vév abgebildet werden,
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wenn alsof (m) = f(n) nur dann gilt, wenn auch, = n ist.

¢) f hei3tsurjektiv,wenn es zu jedem € N ein Urbildm € M gibt,
d.h. ein Element mif (m) = n.

d) f hei3tbijektiv,wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

e) Zwei MengenM, N heiRengleichméchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: M — N gibt.

f) Eine MengeM heiRtabzhlbar, wenn es eine bijektive Abbildung
f:T — M einer Teilmengd’ C N auf M gibt. Andernfalls heif3t sie
Uberabzhlbar.

In diesem Sinne ist beispielsweise die AbbildufidN — Z, die jede
natirliche Zahl auf sich selbst abbildet, injektiv, aber nisttjektiv, da
die Null und die negativen Zahlen keine Urbilder haben. agest die

Abbildung
Z — Ny
I z fallsz >0

adt _{—z fallsz < 0
surjektiv, aber nicht injektiv, da beispielsweise die Esasvohl +1 als
auch—1 als Urbild hat. Beispiel von abhlbaren Mengen sind einerseits
die endlichen Mengen, denn idich kdnnen wir zu einer Mengé/
mit n Elementen eine bijektive Abbildung

{1,2,3,...,n} > M

finden, die die Elemente vaWl zahlt. Beispiel einer unendlichen &idd-
baren Menge sind etwa die geraden Zahlen; iinden sie alihlen
durch die Abbildungf:N — G mit f(n) = 2n. Somit sind also die
MengenN undG gleichnmachtig, obwohlG eine echte Teilmenge vaw

ist. Das erscheint auf den ersten Blick seltsam, aber w§s®@n uns dar-

an gewdhnen, daf? beim Umgang mit dem Unendlichen immer wieder
Phanomene auftreten, die zumindest auf den ersten Blick parad
scheinen. Es ist eine charakteristische Eigenschaft linokadMengen,
dal sie echte Teilmengen haben, die gleigbinig zur Gesamtmenge
sind.

Wir kdnnen auch eine bijektive Abbildung véhnachZ finden, indem
wir die ganzen Zahlen wie folgt anordnen

0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...
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und der ndirlichen Zahln dasn-te Element dieser Liste zuordnen. In
Formeln ausgedickt haben wir dann die Abbildung

N—->Z

5 falls n gerade
n > f(n) = { r falls n ungerade

Somit ist auctZ abzhlbar.

Betrachten wir als &chstes die rationalen Zahlen! Da zwei rationale
Zahlen beliebig nahe beieinander liegaimken, &llt es schwer, sich

hier eine Abahlung vorzustellen. Wenn wir allerdings daran denken,

daf eine rationale Zahl gegeben ist durch ihréhl&r und ihren Nenner,
laft sich doch leicht eine konstruieren. Sie geht aaN1©R zurlick und
wird heute als erstesABiTOrRsches Diagonalverfahren bezeichnen.

Er zeigt zurachst, daR die Meng®" aller positiver rationaler Zahlen
gleichmachtig ist zuN, indem er die positiven rationalen Zahlen in
einer zweidimensionalen Anordnung Aufschreibt, wobeiarRbsition
(i,7) der Bruchi/j steht. Dann geht er &anderdrmig durch diese
Anordnung:

t->f i-1  §-%
N S N
1 2 3 4 5 6
2 2 2 2 2 2
N S VR
1 2 3 4 5 6
3 3 3 3 3 3
S O A
1 2 3 4 5 6
3 1 4 2 4 1
VS
1 2 3 4 5 6
5 5 5 5 5 5
N S N
1 2 3 4 5 6
6 6 6 6 6 6

Dabei kommt nairlich jeder Bruch mehrfach vor: Beispielsweise ist
1 = 2 = 2 und so weiter. BNTOR streicht deshalb alle Bche, die
schon einmal vorgekommen sind (in der obigen Abbildung slad

die rot eingezeichneten) und é@ihso eine Folge, in der jede positive
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rationale Zahl genau einmal vorkommt;
12113432115654321

1’1'2’3’1’1’2’3’4’5°1’1’2’3’45° 6"
Die Abbildung, die der ndirlichen Zahln dasn-te Glied dieser Folge
zuordnet. ist offensichtlich eine Bijektiopnvon N auf die Menge aller
positiver rationaler Zahlen. Si@éft sich zwar nicht durch eine kurzen
Formel ausdicken, aberiir jede Zahl |aRt sich eindeutig bestimmen,
auf welchen Bruch sie abgebildet wird.

Diese Bijektion &f3t sich, wenn man die negativeriiBhe entsprechend
auflistet, fortsetzen zu einer Bijektidh — Q, die eine positive Zaht
auf g(z) abbildet, die Null auf die Null, und eine negative Zahhuf
—g(—=z): Fur negatives ist —z positiv, g(—z) ein positiver Bruch und
—g(—z) dessen Negatives. Somit si@dundZ gleichnéchtig, also auch
Q undN.

Um zu sehen, daf3 nicht jede unendliche Menge gle&ditig zuN ist,
betrachten wir die Meng® aller Teilmengen vomMN. Wir wollen uns
Uberlegen, daf3 es keine bijektive AbbildufigN — P geben kann. Der
Beweis geht wieder aufANTOR zurlick; man spricht heute vom zweiten
CanTORschen Diagonalverfahren.

Da sich am Aufwand nichtandert, beweisen wir gleich allgemeiner:

Lemma: Ist P die Menge aller Teilmengen einer Mengé, so kann
es keine bijektive Abbildung/ — P geben;M und P sind also nicht
gleichnéchtig.

Zum Beweisbetrachten wir eine Abbildung: M — P, z.B. die
Abbildung mit f(m) = {m} oder irgendeine andereiiFjedes Ele-
mentm € M ist f(m) ein Element vorP, also eine Teilmenge vall.

Wir kdnnen uns daher fragen, welche Elememntec M auch in der
Mengef(m) liegen. Dazu betrachten wir die Menge

T={m€M|m¢f(m)}.
T ist auf jeden Fall eine Teilmenge vdd. Falls es ein Elemente M
gabe mitf(t) = T', so konntet nichtinT" = f(t) liegen, denii’ besteht ja
genau aus den Elementene M, die nicht inf(m) liegen. Wenn aber
t nicht in f(¢t) liegt, dann liegtt nach Definition vori” = f(t) in dieser
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Menge. Sowohl die Annahmee T als auch die Annahme ¢ f(t)
fuhren also zu Widersjpichen. Somit kann es keine M geben mit
f(t) = T. Daher kanry nicht surjektiv und erst recht nicht bijektiv ssin.

Wie sieht es aus mit den reellen Zahlen?

Da wir sie via Intervallschachtelung beliebig genau duattonale Zah-
len approximieren &innen, sollten wir nicht erwarten, dafd es sehr viel
mehr reelle als rationale Zahlen gibt; wiai@ror gezeigt hat, sind aber
die reellen Zahlenichtabzahlbar. Zum Beweis geht er genauso vor wie
bei der Menge aller Teilmengen voh Angenommen, die reellen Zah-
len waren abahlbar, es gbe also eine bijektive Abbildung N — R.

Wir wollen durch eine Intervallschachtelung eine reelldlzakonstru-
ieren, die nicht im Bild vonf liegen kann und so zeigen, dgi3im
Widerspruch zur Annahme doch nicht surjektiv ist.

Wir starten mit irgendeinem Intervalk{, b;] mit rationalen Grenzen
a1,b; € Q, das die reelle Zahf(1) nicht entlalt. Darin kdnnen wir ein
Teilinterval [a,, b,] mit hochstens halberdnge finden, dag(2) nicht
enthalt: Falls f(2) nicht gerade gleich der Intervallmit%a1 +by) ist,
kénnen wir einfach das Intervall halbieren und mindestenssder
beiden Intervalle

+b +b
[al, %] oder {012 L bl]

auswahlen, undiir f(2) = %(al+bl) kdnnen wir zum Beispiel das linke
Drittel ,
—a
+ 1 1
|:al7 a 3 :|
nehmen.

Entsprechend konstruieren wir rekursiv weitere Inteezalhnerhalb
eines jeden Intervallsi[,, b,,] wahlen wir ein Teilintervall &,,,1, b,,.1]
von hochstens halberdange, dag'(n + 1) nicht entflt.

Damit haben wir offensichtlich eine Intervallschachtgubie Bedin-
gung k.41, b,,41] C [a,,, b,] ist nach Konstruktion eifllt, und da die
Intervalidnge fir jedes neua mindestens halbiert wird, ist auch klar,
dal? ¢,, — a,),cy €ine Nullfolge ist. Somit definiertd],, b,,1),,cy €ine
reelle Zahlzx.
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Nach unserer Annahme, egle eine bijektive Abbildung: N — R,
mifte es eim € N geben mitz = f(n). Da unsere Intervalle so kon-
struiert sind, daf¥(n) nicht im Intervall ,,, b, ] liegt, kann das aber
unmiglich der Fall sein: Schlief3lich liegt die durch eine Intdischach-
telung definierte reelle Zahl jpdemder Intervalle. Daher kann es keine
bijektive Abbildungf:N — R geben, die reellen Zahlen sind also im
Gegensatz zu den rationalen Zahitecht abzhlbar.

Somit kennen wir nun zweiberahlbare Mengen, die Menge aller Teil-
mengen volN und die Menge der reellen Zahlen. Da stellt sictunath
die Frage, ob diese beiden Mengen gleiélshtig sind. Es ist zwar etwas
umstndlich, aber nicht schwer, zu zeigen, dal} dies in der TaFalér
ist. Fur diese Vorlesung ist das jedoch ohnéRgre Bedeutung, so dal3
hier auf einen Beweis verzichtet sei.

Als nachstes &nnen wir mit QNTOR fragen, objede Uiberabahlbare
Teilmenge vorR schon die gleiche [ichtigkeit wieR hat, oder ob es
auch noch Zwischenstufen gibt.

Nach unseren Erfahrungen nit und den positiven geraden Zahlen
sollte ziemlich klar sein, daf3 beispielsweise die Intdev§d, 1] und
[0, 2] gleichmchtig sind; die Abbildung

[0, 1] — [0, 2]
T +— 2x

ist offensichtlich bijektiv. Abgeschlossene Intervalkrschiedener (po-
sitiver) Lange sind also gleichachtig. Da die Abbildung

{zreR|z>0} (0, 1]

1
1+22

offensichtlich auch bijektiv istandert sich auch durch eine unendliche

Lange nichts an der Bthtigkeit, also spricht doch einiges dgfdaf
alle Uberabhlbaren Teilmengen vdR gleichméchtig mitR sind.

T —

CANTOR stellte dies 1878 als eine Vermutung auf, die sogenakoie
tinuumshypothesé&r konnte sie aber nicht beweisen, und auctsp
gelang es keinem Mathematiker, sie zu beweisen oder zu lefier.
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1938 konnte KIRT GODEL schlieBlich zeigen, daR sich die Kontinuums-
hypothese nicht widerlegealbt, wenn man nur digblichen Axiome der
Mengenlehre und der reellen Zahlen voraussetzt; es istalsesondere
nicht moglich, ein explizites Gegenbeispiel zu konstruieren.

1963 bewies dann allerdings®. CoHEN, daf? sie sich aus diesen Axio-
men auch nicht beweise@flt: Die Kontinuuumshypothese ist weder
wabhr noch falsch, sondern unentscheidbar! Genauer alisggdwenn

die Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, danibble sie
auch widerspruchsfrei, wenn wir die Kontinuumshypothdsenaues
Axiom hinzufugen; sie bleiben aber auch dann widerspruchsfrei, wenn
wir das Gegenteil der Kontinuumshypothese dazu nehmen.

KURT GODEL (1906-1978) wurde im damaligedste-
reich-Ungarn in Biinn geboren; heute heif3t der Ort
Brno und liegt in der Tschechischen Republik. In der
Schule interessierte er sich vor alleiir Mathematik
und Sprachen; 1923, zum Ende seiner Schulzeit be-
herrschte er bereits den gesamten Standardstoff der Uni-
versiitsmathematik. An der UniveraitWien studierte

er Mathematik und Theoretische Physik und speziali-
sierte sich schlie3lich auf Logik. 1931 bewies er seinen
Unvollstandigkeitssatz, wonach kein Axiomensystem
die Theorie der nérlichen Zahlen vollsindig beschrei-
ben kann. 1940 emigrierte er nach USA und lebte bis zu
seinem Tod in Princeton. Dort lernte er 19428&RT EINSTEIN (1879-1955) kennen
und bewies unter anderem, daf3 es in dessen allgemeineivRatstheorie geschlossene
Weltlinien geben kann, entlang derer man theoretisch iveligangenheit gelangen kann.

PauL JOSEPHCOHEN (1934-2007) wurde in New Jersey
geboren, studierte an der Univegition Chicago und
promovierte dortiber FOURIER-Reihen. Nach kurzen
Aufenthalten in Rochester, am Massachusetts Institute
of Technology und in Princeton kam er 1961 nach Stan-
ford, wo er bis zu seiner Emeritierung im Jahre 2004
(und datiber hinaus) lehrte. 1966 erhielt eirfseine
Arbeiten zur Logik die Fields Medal, den damals be-
deutendsten Preis der Mathematik. Aueer Logik
und Mengenlehre arbeitete er auch auf dem Gebiet der
Analysis, insbesondere der Theorie partieller Differen-
tialgleichungen, sowie der Maf3theorie.

Wir haben somit die freie Auswahl, ob wir ungrfeine Mathematik
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mit oder ohne Kontinuumshypothese entscheiden wollenikieogin-
tersuchen beide Optionen, den meisten MathematikernstisbeiFrage
schlicht gleichdjltig, da von den wirklich relevantera&en der Analy-

sis keiner davon aldmgt, ob man die Kontinuumshypothese voraussetzt
oder nicht.

87: Gleitkommazahlen

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daf? die Mengealmr
Zahlen nicht einmal al@hlbar ist; trotzdem rechnen wirastdig mit
reellen Zahlen, und meistens benutzen wir dazu einen Tasatiener
oder einen Computer. Auchuif einen Leser, der nicht die geringste
Ahnung von der Funktionsweise eines Taschenrechners atep@ers
hat, sollte klar sein, daf3 dort nur endlich viele Zahlen dstgjlt werden
kdnnen. Dasselbe gilt rizdich auch @ir unsere Gehirne.

Wir beschreiben also die Wirklichkeit schon séliter zwei Jahrtausen-
den mit Hilfe einefiberabahlbaren Menge,dnnen damit auch erstaun-
lich korrekte Vorhersagen machen, und trotzdémren wir weder mit
Papier und Bleistift noch mit Taschenrechner oder Computr als
endlich viele Zahlen verarbeiten.

Fur diese Erfolge ist in erster Linie die Numerische Matheknegdr-
antwortlich; seit etwaifnfzig Jahren gibt es zumindest teilweise auch
noch die Computeralgebra als Alternative. Deren Verfamesfordern
zwar meist erheblich gfReren Rechenaufwand, dafber lonnen sie
bei manchen Problemen sogar exakte Ergebnisse liefern.

Numerikund Computeralgebraind Vorlesungenifr hbhere Semester
und damit kein Teil deAnalysis I.Da aber auch Studenten déna-
lysis | routineméRig Taschenrechner und Computer benutzdighte
ich schon hier zumindest kurz die Prinzipien des numeris&echnens
erfautern.

Das Rechnen mit reellen Zahlen per Computer fotglig anderen Re-
geln als denen, die wir vom d&per der reellen Zahlen gewohnt sind.
Zunachst einmal rassen wir uns notgedrungen auf eine endliche Teil-
menge vorR beschénken; in der Numerik sind dies traditionellerweise
die sogenannten Gleitkommazahlen, die je nach Prograrspnarhe
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als Datentypeal oderfloat bezeichnet werden; meist gibt es auch noch
einen Typdouble fir das Rechnen mit doppelter Genauigkeit.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Foens +m - b*¢, wobei

die Mantissem je nach Konvention zwischen O und 1 oder 1 und 10 liegt
und derExponent eine ganze Zahl aus einem gewissen vorgegebenen
Bereich ist. Die Basigist in heutigen Computern gleich zwei; in einigen
alteren Mainframe Computern sowie in vielen Taschenrechnerd
auchb = 10 verwendet.

Praktisch alle heute geduchliche CPUSr Computer richten sich beim
Format fir m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32eBit g
speichert. Das erste dieser Bits stéftfas Vorzeichen, nulli positive,
eins ir negative Zahlen. Danach folgen acht Bit len Exponentea
und 23 Bit fur die Mantissen.

Die acht Exponentenbitdnnen interpretiert werden als eine ganze
Zahln zwischen 0 und 255; wenn keinen der beiden Extremwerte
0 und 255 annimmt, wird das gesamte Bitmuster interpretilsridie
Gleitkommazahl (Mantisse im Zweiersystem, cht}. € {0, 1})

:l:l,ml c.a Moy X 2”7127 .

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werdémken, liegen somit
zwischen 2126 ~ 1,175- 107" und (2— 272%) - 227 ~ 3,403 10%,
Das fihrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenarunteai-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht dogespeichert.
Der Grund liegt nairlich darin, daf3 man eirithrendes Bit null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kaes
sei denn, man hat bereits den niedrigdghichen Exponenten = 0,
entsprechend = —127.

Furn = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zatdrint
pretiert als

:I:O,ml e ’l’)’L23 X 27126,
man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstritt@riémter-

laufbereichaus sogenanntesubnormalerZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Weiédalmunter
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zu 272 x 27126 = 27149 1 401- 10~** dargestellt werdendnnen,
dazu naiirlich die Null, bei der amtliche 32 Bit gleich null sind.

Auch der andere Extremwent= 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich null sind, steht dies je nachzearhenbit
fur £o00, andernfalls fir NAN (not a number)d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wig—1 oder (/0. Das Ergebnis von /D
dagegen ist nicht NAN, sonderrmd;, und—1/0 = —co.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechendestafit;
hier stehen insgesamt 64 Bit zur Mégiung, einesifr das Vorzeichen,
elf fur den Exponenten und 521 die Mantisse. Durch die elf Expo-
nentenbit Knnen ganze. Zahlen zwischen null und 2047 dargestellt
werden; abgesehen von den beiden Extédlafi entspricht dies dem
Exponentere = n — 1023, der somit Werte zwischenl022 und 1023
annehmen kann.

Der Exponent sorgt daiir, daf’ Zahlen aus einem relativ grof3en Bereich
dargestellt werdendnnen, er hat aber auch zur Folge, daf3 die Dichte
der darstellbaren Zahlen in den verschiedeneal38nordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung Mell,

und mit steigendem Betrag werden die Absle benachbarter Zahlen
immer gilier.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein IBBRiches Gleit-
kommasystem mit nur sieben Bit, eineiir flas Vorzeichen und je drei
fur Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Vientgj der
darin darstellbaren Zahlen:

—00 - H A — 00
NAN

Um ein Gefihl dafur zu bekommen, was die@irfdas praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir eirogyees System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Agffile die es
einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zwaneahvir
an, daf3 wir eine dreistellige dezimale Mantisse haben umeEenten
zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedeners Rasi
ne Moglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse dieterZiffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Fet@ym,m,m; - 10°.
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Zunachst einmal ist klar, daf3 die Summe zweier Gleitkommamrahle
aus diesem System nicht wieder als Gleitkommazahl in di€y¢gstem
darstellbar sein muf3: Ein einfaches Gegenbeispieéwlie Addition der
groRten darstellbaren Zahd®9- 10° = 999 zu 5 = (5 - 10*: Natiirlich

ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. B&E}
Standard sieht vor, dal3 in so einem Fall e@xerflowBedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleich wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardénig tun) dieoverflowBedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis do weiterrechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnissen
fuhren: Beispielsweiseave die Rundung von/1999 + 5) auf die Null

fur viele Anwendungen kein gar zu grol3er Fehler, auch wenrafs d

in unserem System die sehr viel genauere Darstellug§60 103

gibt. Spatestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle vo896 - 10°.
Auch wenn wir anschlieRend 500 subtrahieren, sind die Kaquesgezen
katastrophaloo — 500 =0, aber (999 + 5} 500 = 504 ist eine Zahl,

die sich in unserem System sogar exakt darstellen lie3e!

Selbst ohne Bereichiberschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist

123 + Q0456 = 0123- 10° + 0,456- 10 = 1230456

mit einer nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstallHier sieht

der Standard vor, daf3 das Ergebnis zu einer darstellbatdnggeun-

det wird, wobei mehrere Rundungsvorschriften zur Auswaéhen.
Voreingestellt istiblicherweise eine Rundung zuéchsten Maschi-
nenzahl; wer etwas andereamte, mul3 dies durch spezielle Bits in
einem Prozessorstatusregister spezifizieren. Im Beispigle man also
123+Q0456 = 123 oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei
zwangsaufig einen Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt das2issivge-
setz selbst dann nicht, wenn keine Bereitierschreitung auftritt: Bei
Rundung zur &chsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456-10°+0,3-107%)+0,4-10"2 = 0,456 10°+0,4- 102 = 0,456 1(°
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aber
0,456-10°+(0,3-1073+0,4-1073) = 0,456-10°+0,7-10~2 = 0,457-1C° .

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit udteausset-
zung der Krperaxiome bewiesen wurde, mufl daher bei Gleitkomma-
rechnung kein korrektes oder auch nur @mernd korrektes Ergebnis
mehr liefern — ein Problem, das keinesfalls nur theoretis@bddeutung
hat und schon oft zu als korrekt anerkannten unsinnigesuageniihr-
te. Ein raufig zitierter Spruch des Numerik-ProfessorsrK NICKEL,
dessen Originalquelle ich leider nirgends finden konnteage

Der (naive) An&ingerglaubt an jede einzelne Ziffer

Der (erfahrene) Programmiereertraut auf die Halfte der Stellen

Der (wissende) Pessimigtil3traut sogar dem Vorzeichen.

Natirlich kennt die numerischen Mathematik auch Methodendeei
nen mansichersein kann, dal3 sie ein im Rahmen einer vorgegebenen
Schranke korrekte Ergebnisse liefern; als Beispiel habér daben wir
bereits die Intervallarithmetik kennengelernt. Bei naiveimerischen
Ansatzen ist aber oft genug der Mi3erfolg vorprogrammiert.

Eine elementare Eiithrung in den Standard IEEE 754 und seine An-
wendung beim numerischen Rechnen bietet

MICHAEL L. OverRTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic, SIAM,2001

Ansonsten sei, zumindesiirf die Studenten, deren Studienplan dies
vorsieht, auf die Vorlesuniyumerikverwiesen.

88: Wie real sind die reellen Zahlen?

Wir haben die reellen Zahlen abstraltter Intervallschachtelungen de-
finiert und sind dabei auf eiritherabahlbare Menge gekommen. Diese
benutzen wir zur bsung praktischer Probleme, wobei wir im allgemei-
nen mit Computern oder Taschenrechnern arbeiten, derdbetalth
nur eine endliche Teilmenge vdhist und die selbst damit nicht exakt
rechnen Bnnen.

Die Mathematik hat den Anspruch, sichere Ergebnisse zarhefdie
kann uns das rundungsfehlerbehaftete Rechnen mit Gleitieaahlen
hdchstens dann garantieren, wenn wir uns auf Intervalle raistifisse
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beschanken. In der Praxis werden diese dann allerdings oft sq tafy
sie uns kaum nochinzliche Information liefern.

Manche Probleme sind sogar gruatdich unbsbar: Wie DNIEL RI-
CHARDSON 1969 zeigte, &nnen wir nicht einmal immer entscheiden,
ob eine durch einen relativ einfachen Ausdruck gegebenke réahl
verschwindet oder nicht. Mit dem, was wir heute wissamnen wir
seinen Satz so formulieren:

Satz von Richardson: Es gibt kein Verfahren, das in endlich vielen
Schritten entscheidet, ob ein beliebig vorgegebener Aickdrestehend
aus rationalen Zahlen, einer Variablen: sowie den Funktionen +,
Sinus und Betrag gleich Null ist.

DANIEL RICHARDSONwurde 1941 in Chicago geboren. Er studierte Mathematik iw Ne
York und in San Fransisco, wo er 1962 seinen Bachelor bekaana&h ging er an
die Universitt von Bristol und promivierte dort 1965 in mathematischegik. Nach
verschiedenen ein- bis zwaéljrigen Ttigkeiten an Universitten und in der Industrie
wurde er 1988 zuichst Lecturer, sier Senior Lecturer, an der Univeggitvon Bath.
http://people.bath.ac.uk/masdr/

Ein vollstandiger Beweis des Satzes vorcRARDSON ware fast eine
eigene einsemestrige Vorlesung unirde uns weit vom eigentlichen
Stoff der Analysis | wegihren, da er wesentlich auf Argumenten aus
der Logik sowie der Zahlentheorie beruht. Interessenteefiralle Ein-
zelheiten sowie verschiedene Anwendungen im Buch

YURI V. MATIYASEVICH: Hilbert’'s Tenth ProblemMIT Press, 1993

§89: Zusammenfassung

In diesen Kapitel ging es darum, den Zahlbereich ausgehendign
natirlichen Zahlen so zu erweitern, dafl3 immer mehr Gleichuhisrar
werden:
e Um Gleichungen der Form + z = b stets bsen zu bnnen, erwei-
terten wir die ndirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen.
e Um auch die Gleichungz = b mit a # 0 lI6sen zu Bnnen, erwei-
terten wir die ganzen Zahlen zu den rationalen Zahlen. Dirhkn
wir alle Grundrechenarten (auf3er der Division durch Nufiper
schiankt ausfihren. Zahlbereiche mit dieser Eigenschaft definierten
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wir anhand einiger offensichtlicher, aus der Schule beteamRe-
chenregeln al&orper. Zusatzlich haben wir tir rationale Zahlen
eine Ordnungsrelation, die mit den Rechenoperationen ktibegd
ist; das fihrte uns auf das Konzept des angeordnetiégmpg&rs. Beim
Nachweis von Eigenschaften, dig@rfalle Korper gelten, lernten wir
Beweisprinzipien kennen wir den Beweis durch Widersprudéro
durch vollstindige Induktion.

In den rationalen Zahlen sind Gleichungen wfe= 2 nicht Bsbar.
Mit dem bereits den Babyloniern vor vier Tausend Jahren ez
Algorithmus von H-rRoNkonnten wir die Gleichung aber in beliebig
guter Naherungdsen; diesiihrte uns auf den Begriff der Intervall-
schachtelungiber den wir reelle Zahlen definierten, die ebenfalls
einen angeordnetendfper bilden.

Selbst anschaulich klare Konzepte wieeliebig klein* missen auf
dem Umweglber algebraische Ungleichungen definiert werden,
bevor man pazise damit argumentieren kann. AndéiBtl sich die
Gefahr von Fehlsclissen nicht vermeiden.

Die Gleichungr? = a fira < 0 kann in einem angeordneteibiper
nicht gebstwerden, da dort das Quadrat eines jeden Elemeikegr
oder gleich Null ist. Indem wir die imagéme Einheiti = /—1
einfuhrten, konnten wir immerhin noch einemiper definieren,
den der komplexen Zahlen, in dem alle Elemente Quadratiurze
haben und in dem sogar jedes nichtkonstante Polynom Nidiste
hat und in Linearfaktoren zeifit.

Die reellen wie auch die komplexen Zahlen bild#@verabahlbare
Mengen, in denen wir viele Gleichungen n@herungsweisébken
kénnen. Sie sind eine Idealisierung der Wirklichkeit, dighsh der
Vergangenheit als extremitzlich erwiesen hat. Trotzdem gibt es
Probleme, die nicht entscheidbar sind.

Numerisches Rechnen ist zwar dibliche Weise, wie man in der
Praxis mit reellen Zahlen umgeht; bei naivem Umgang mit Reeh
regeln Bnnen dabei aber leicht unsinnige Ergebnisse produziert
werden. Die numerische Mathematik hat jedocin flie meisten
praktischen Probleme Algorithmen entwickelt, die zu soiten Er-
gebnissenifhren.



