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Ubungsaufgaben zur Algebra

1. (3+1 Punkte)

(a) Formen Sie mit elementaren Spalten- und Zeilenumformungen (mit ganzzahligen Koeffizienten) die fol-

genden Matrizen A;, i = 1,...,5, mit Spalten der Lingen (ni,ns,ns,n4,ns) = (2,2,2,3,3) um in die

Gestalt
b1

evtl 0
bn

7

mit b;|bj11 (und evtl. b; = 0 fiir groBe 7).
Mit anderen Worten: fithren Sie den Elementarteileralgorithmus durch.
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(b) Die Elemente von Z™ werden als Spaltenvektoren geschrieben. Die Spalten der Matrix A, erzeugen
einen Z-Untermodul U; C Z™. Geben Sie einen zum Quotientenmodul Z™ /U; isomorphen Z-Modul

an.
2. (1+2 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Gilt fiir eine Matriz A; in Aufgabe 1 rang A; = (Anzahl der Spalten von A;), so sind die
Spalten von A; eine Z-Basis von U;.
(b) Geben Sie fiir die Matrizen A4; in Aufgabe 1 mit rang A; < (Anzahl der Spalten von A;) eine Z-Basis

von U; an.

3. (3+2 Punkte)
Sei V' ein n-dimensionaler K —Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus. V ist ein K[t]-Modul mit

p(t).v :=p(f)(v) firp(t) € K[t], ve V.

Erinnerung:
(o) Das Minimalpolynom py,. (t) von f ist das unitére Erzeugende des Ideals {p(t) € K[t] | p(f) = 0}.
(B) Satz von Cayley-Hamilton: p,,,(t) teilt das charakteristische Polynom pep(t) von f.

(a) Zeigen Sie die Aquivalenz von (i) und (ii):
(i) Es gibt ein unitéres Polynom g¢(¢) € K[t] mit
V= KIt)/(g(t)) als K[t]-Modul.

(ii) Es gibt ein zyklisches Erzeugendes vy € V von V, d.h. vy € Verfiillt V =@, K - f*!(v1).
Und zeigen Sie, dafl dann
9(t) = Pmin(t) = pen(t)
ist.
(b) Nun sei K = C, A € C, pei(t) = (¢ — A)™, und (i) und (ii) sollen gelten. Geben Sie (mit Beweis) eine
Basis von V' an, so dafl die Matrix von f zu dieser Basis ein einziger Jordanblock mit Eigenwert X ist.



4. (4 Punkte) Sei V' ein n-dimensionaler C-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus. C[t] ist ein
Hauptidealring. Folgern Sie daraus, aus Aufgabe 3 und aus den beiden S&tzen unten, dafl es eine Basis von
V gibt, so daf} die Matrix von f zu dieser Basis in Jordannormalform ist.

Bemerkung: Diese Aussage kennen Sie natiirlich aus der Linearen Algebra. Sie sollen hier einen neuen Beweis
geben, der mehr Strukturtheorie benutzt, als man in Vorlesungen der Linearen Algebra zur Verfiigung hat,
ndmlich die Struktur von Moduln iiber Hauptidealringen. Der Beweis ist elegant. Man kann ihn auch im Fall
K # C anwenden und so eine Verallgemeinerung der Jordannormalform herleiten.

1. Satz (Chinesischer Restsatz fiir Hauptidealringe): Sei R ein Hauptidealring. Seien ai,...,ar € R mit
geT (a;,a;) =1 firi# j. Dann ist

R/(ay ... ar) 2 R/(a1) x ... x R/(ax)

als Ringe und als R-Moduln.

2. Satz (Struktur von Moduln iiber Hauptidealringen): Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann gibt es ein eindeutiges | € W U {0} und bis auf Assoziiertheit eindeutige Elemente
b1,....,bp € R — {O} mit b; | bi+1 und

M = R' x Tor(M), Tor(M) = R/(by) x ... x R/(b).

Alle Informationen zur Vorlesung (Termine, Ubungsblitter, Skript etc.) sind unter
http://hilbert.math.uni-mannheim.de/Algebra05-06.html

zu finden.

Abgabe bis Mittwoch, den 18. Januar 2006, vor der Vorlesung in AS5.



