Losungen der Klausur

am 13.06.2015 zur Linearen Algebra IIb

1. (6=1+1+1+3 Punkte)

(a) f ist genau dann orthogonal, wenn ¢(f(a), f(b)) = ¢(a,b) fiir alle a,b € V

gilt.

(b) A . A= E,,.

(c¢) Eine Matrix A € M(n x n,R) ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spalten
eine ON-Basis des M (n x 1,R) (mit dem Standardskalarprodukt) bilden.
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v1, v und vg eine ON-Basis des M (3 x 1,R) bilden.
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2. (6=8+3 Punkte)
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¢st(U1:US):g'd, also d = 0.

Mit ||vs]| =1 und e > 0 folgt e = 1.
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Gst(v1,v9) = 3. a+—-b, also(a,b) € R-(4,-3).
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Gst(vo,v3) =a-d+c-e=c, alsoc=0.

v = a® + b*.
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Mit (a,b) € R (4,—3) und a > 0 folgt (a,b) = (=, —2).
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(a) Sei V ein n-dimensionaler unitarer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢, und
sei f:V — V ein unitdrer Automorphismus, d.h. f € U(V, ¢). Dann gilt:

(i) Alle Eigenwerte A von f erfiillen |A| = 1.
(i) f ist diagonalisierbar.

(iii) Verschiedene Eigenrdume sind orthogonal, d.h.

Eig(f, A1) L Eig(f, A2) fiir alle Ay # Xo.

Wegen (ii) und (iii) gibt es eine ON-Basis von V' aus Eigenvektoren von f.



(b) Sei A € GL(n,R) eine orthogonale Matrix, d.h. A" = A~!. Dann gibt es
eine orthogonale Matrix 7' € O(n,R), so dal T~ - A - T die Block-Gestalt
hat (wo nichts steht, stehen Nullen):

3. (6=2+5+1 Punkte)
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Hier ist £ > 0,1 > 0, m > 0 und natiirlich k£ + [ + 2m = n. Die Winkel o;
sind in [0, 27) — {0, 7 }.
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(a) v = (siné und vy =
Die Eigenwerte sind 1 und —1.
(b) Identitét: Fixpunktmenge = V.
Spiegelungen: Fixpunktmenge = die Ebene, an der gespiegelt wird.
Echte Drehungen: Fixpunktmenge = die Gerade, um die gedreht wird.
Drehspiegelungen: Fixpunktmenge = der Schnittpunkt von Drehachse und

4. (6=2+2+2 Punkte)

e 5) bilden eine ON-Basis aus Eigenvektoren.
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Spiegelungsebene.

Translationen: Fixpunktmenge = ().
Gleitspiegelungen: Fixpunktmenge = ().
Schraubungen: Fixpunktmenge = ().

Translation o (echte Drehung) € {echte Drehungen} U {Schraubungen},

Translation o Spiegelung € {Spiegelungen} U {Gleitspiegelungen}.

(a) e ist die Anzahl der Ecken auf dem Rand von A.

k ist die Anzahl der Kanten auf dem Rand von A.

f ist die Anzahl der Polygone auf dem Rand von A.
Eulerscher Polyedersatz: Bei einem Polytop ist e — k + f = 2.

(b) Ein Platonischer Korper ist ein Polytop, so dass es ein n und ein m € Nsj3
gibt, so dass alle Flachen im Rand des Polytops regulére n-Ecke sind und
so dass in jeder Ecke m reguldre n-Ecke aneinanderstoflen.

m|n| e k f

313 4 6 4 | Tetraeder

3141 8 12 6 | Wiirfel = Hexaeder
4 3] 6 12 8 | Oktaeder
315120 30 12 | Dodekaeder
513112 30 20 | Ikosaeder



5. (6 Punkte)

X | Typ der Drehachsen Drehwinkel Y
- | = 0 (id:) 1
3 | durch gegeniiberliegende Ecken %7‘(’, , %TF 3-3=9
6 | durch gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte | 7 6-1=6
4 | durch gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte %7?, %7? 4.2=28

6. (6=2+4 Punkte)
(a)
(goTyog )(x) = g(Tulg ' (2) = gy~ (x) + a) = z + g(a) = Tyq(x),

also ist go T, 0 g7 = Ty

(b) Sei ey := a/||al| und ey := dy/2(e1). Dann ist (e;,ey) eine orientierte ON-
Basis des R?.

PZIM(el—l—CO’cgﬁg)ering~el+rcosg~62 mit 7= lafl/2
2 2 2 2 sin 5

ist ein Fixpunkt von f ist.

Kurze Rechnung:

7. (6=1+5 Punkte)
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¢5t(a X b, b) = ((I X b) . btr = bl bg b3 =0.



Die angegebene Formel gibt fiir c = a x b

a
det | b =(axb)-(axb)"=|axb|
axb

lal* - 1] - (sin £(a, b))*
= |lall® - [[B]]* - (1 — (cos £(a,b))?)
= lal*- [[6]* = ¢s(a, b)?
= (af +a; + az)(by + b3 + b3) — (asby + azby + asbs)”
= (aib] + a3b; + a3b; + ajbs + a3bs + azbi + ajbs + a3b; + a3b3)
—(a3b? + a3b3 + a2bi 4 2a1biasby + 2a1byasbs + 2asbyaszhs)
= (a2b% 4 a2b2 — 2asb3asby) + (a2b? + a2b? — 2asbyaibs) + (a2b2 + a3b? — 2a,byaghy)
= (asbs — asby)* + (asby — aibs)® + (a1by — aghy)?
= Jla x|

8. (6=2+4 Punkte)

(a) Eine Untergruppe G C Isom(R", dy) heifit diskret, falls das Bild ¥(G) unter
der Abbildung

v ISOHI(RTL, dst) — O(Rna ¢st>7 f =g = T*f(o) © f’

endlich ist und falls die Translationsuntergruppe G N Transl(R™) von den
Translationen um Vektoren agy,...,ar mit 0 < k& < n erzeugt wird, wobei
ai, ...,a; € R™ linear unabhéngig sind.

(b) .
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plnlnlalel sl = .



