Losungen der Klausur
am 04.09.2015 zur Linearen Algebra II

1. (6=3+1+2 Punkte)

(a) Eine Relation R C M x M ist eine Aquivalenzrelation, falls sie folgende drei
Eigenschaften erfiillt:
(1) Reflezivitat: Fiir alle x € M gilt: (z,x) € R.
(il) Symmetrie: Fiir alle z,y € M gilt: (z,y) € R = (y,z) € R.
(i) Transitivitdt: Fir alle z,y,z € M gilt: (z,y) € R und (y,2) € R =
(x,z) € R.
(b) ¢©(105) =¢(3-5-7)=2-4-6 =48,
0(72) = p(23-3?) =2%2.2.3 = 24.
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2. (6=3+3 Punkte)

(a) Esist 22 — 1 = ®; - &3 und ®; = x — 1. Daher ist

31
@3:1' =2+ 2 +1.
r—1
Es ist 2° — 1 = & - ®5. Daher ist
51
(13523j 7 =+ 34+ 22+ + 1
m_

Es ist .’,U15 —1= q)l : (I)g : @5 : @15 = (375 - 1) : (I)3 : (I)15. Daher ist
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(b) Losungen zu b = 4mod 5 sind 4, 9, 14, .... Thre Reste modulo 11 sind 4,9, 3, ....
Also ist by := 14 eine Losung des Gleichungssystems

= 4modb
= 3modl1l

Es ist by = 1mod 13 und 5- 11 = 55 = 3mod 13. Also ist

b = 144+2-55=124
mithb = 1+2-3=7mod13

eine Losung des Gleichungssystems

= 4modb
= 3modl1l
= Tmod13



3. (6=2+2+1+1 Punkte)

(a) Eine Matrix A € M(n x n, K) ist in Jordannormalform, falls sie Blockdia-
gonalgestalt hat,
A
A=
Ay

mit A; € M(r; x r;, K), und falls die Blocke A; Jordanblécke sind,

PV 0
1
0 by
fir )\j e K.
(b)
1 —a
AP = . _ € M(nxn, K).
1 —0p—1

(c) Die Eigenwerte von AY) sind die Zahlen by, ..., b,,. Zu jedem Eigenwert b;
hat eine zu AY) konjugierte Matrix in Jordannormalform genau einen Jor-
danblock. Es ist ein Jordanblock der Gréfie r; x r;.

Begriindung: Weil f das charakteristische Polynom ist, sind die Zahlen b; die
Eigenwerte von AY), und die Dimension des Hauptraums Hau(A) | b;) ist r;.
Es reicht zu zeigen, dass man nur je einen Jordanblock hat. Das folgt daraus,
dass AY) — b; - B, den Rang n — 1 hat und dass daher dim Eig(AW) b)) =1
ist.

4. (6=3+3 Punkte)

(a) Seia ein Erzeugendes des Hauptideals (ay, ..., a,,). Dann teilt a alle a; wegen
a; € (a). Weil a Linearkombination der a; ist, teilt jeder gemeinsame Teiler
der a; auch a. Daher ist a ein ggT von ay, ..., a,. O

(b) Seia € R— (R*U{0}) irreduzibel, a|(b- ¢) und nicht a|c. Zu zeigen ist ab.

WEeil a irreduzibel ist, sind seine einzigen Teiler die Einheiten und die zu a
assoziierten Elemente. Wegen nicht alc ist

1= (ein) ggT(a,c).
Nach Lemma 10.16 gibt es A1, Ay € R mit
1=MX-a+ X -c
Daher ist b= Ay -a-b+ Ay - b+ c. Daraus und aus a|(b - ¢) folgt alb. O
5. (6=1+2+3 Punkte)

(a) f ist genau dann unitdr, wenn ¢(f(a), f(b)) = ¢(a,b) fir alle a,b € V gilt.



sp(x) = —x+ 2D, stTa:sb_%a,

T,os, = Sbtlas spol,os, =1T_,.

SU(2) = {Ae M((2x2,C)| Aist unitdr und det A = 1}
= {A€GL2,C)| A" = A" det A=1}

a b a ¢ d —=b
= {(c d) \a,b,c,dé@,ad—bc_1,<z—) E)_(—c a>}

a b T
— {(—l_) 6) | a,b € C,aa+ bb=1}.

6. (6=1+1+1+3 Punkte)

(a) 17.

(b) 219.

(c¢) Ein Gitterim R™ ist eine Untergruppe G C R", die von einer Basis (b1, ..., b,)
von Vektoren des R” erzeugt wird. (Dann ist G =< by, ...,b, >= 3" Z-b;,
und G ist als Gruppe isomorph zu Z". Dann ist by, ..., b, eine Gitterbasis.)

(d) .

Name des Gitters H{f € OR? oq)| f(G) =G}
schiefes Gitter 2

rechtwinkliges Gitter | 4

quadratisches Gitter | 8

rhombisches Gitter 4

hexagonales Gitter 12

7. (6 Punkte)

X | Typ der Drehachsen Drehwinkel Y
- | = 0 (id:) 1
6 | durch gegeniiberliegende Ecken %W, %W, gw, %’ﬂ 6-4=24
15 | durch gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte | 7 15-1=15
10 | durch gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte %71', %7? 10-2 =20

8. (6=2+2+2 Punkte)

2

(a) d(A,B) = d(B,C) =d(C,D) =d(D,A) = d(A,E) = £,

Drachin Sphvealbe



(c) Wenn eine Penrose-Pflasterng unter einer nichttrivialen Translation invari-
ant wire, so wére auch jede Penrose-Pflasterung, die man durch n-maliges
Vergrobern (n € N) erhélt, invariant unter der Translation. Aber fiir geniigend
grofles n sind die Fliesen so grof3, dass die Verschiebung einer einzelnen Flie-
se die Fliese iiberlappen wiirde. Dann kann die Penrose-Pflasterung nicht
invariant unter der Translation sein. Ein Widerspruch.



