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14 Nullpunkt-erhaltende Symmetrien der Ebene
und des Raumes

In diesem Kapitel ist n € N.

14.1 Definition von orthogonalen und unitiren Automor-
phismen

Definition 14.1 (a) Sei V ein n-dimensionaler unitérer bzw. Euklidischer Vektor-
raum mit Skalarprodukt ¢. Ein Endomorphismus f : V' — V heift unitir bzw.
orthogonal, falls

o(f(v), f(w)) = (v, w) fiir alle v,w € V

ist. Dann ist f injektiv, also ein Automorphismus von V.

(b) In der Situation von (a) ist die Menge aller unitéren bzw. orthogonalen Auto-
morphismen von V' offenbar eine Gruppe. Sie wird U(V, ¢) bzw. O(V, ¢) genannt.

(c) Eine Matrix A € M(n x n,C) heiit unitdr, falls A invertierbar ist und
AT = A7

gilt. Hier ist A := (@;) bei A = (ay;).

(d) Eine reelle Matrix A € M (n x n,R) heifit orthogonal, falls A invertierbar ist und
Atr — A—l

gilt. Also ist eine reelle Matrix genau dann orthogonal, wenn sie (aufgefafit als kom-
plexe Matrix) unitér ist.

Beispiele 14.2 Satz 14.3 (a) sagt, dass eine Matrix genau dann unitér bzw. ortho-
gonal ist, wenn ihre Spalten eine ON-Basis von M (n x 1,C) bzw. M (n x 1,R) bilden.
Hier sind Beispiele orthogonaler 3 x 3-Matrizen.

1 1 1
0 cosa — sina | ?g _\% %62
0 sina cosa e 0 -2

Satz 14.3 (a) Eine Matrizx A € M (nxn, K) mit K = C bzw. K = R ist genau dann
unitdr bzw. orthogonal, wenn die Spalten eine ON-Basis von M(n x 1, K) beziglich
des Standardskalarproduktes auf M(n x 1, K) bilden.

(b) Sei V' ein n-dimensionaler unitirer bzw. Euklidischer Vektorraum mit Skalarpro-
dukt ¢, und set f :' V — V unitir bzw. orthogonal. Dann erhdlt f das Skalarprodukt,
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die Norm und die Metrik auf V', also auch die Lingen von Vektoren. Im reellen Fall
erhdlt f auch die Winkel zwischen Vektoren.

(c) Sei V' ein n-dimensionaler unitirer bzw. FEuklidischer Vektorraum mit Skalar-
produkt ¢, und sei f :'V — V ein Endomorphismus. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

() f ist unitdr bzw. orthogonal.

(B) Ist B eine ON-Basis, so ist die Matriz M (B, f,B) unitir bzw. orthogonal.

(d) Im FallV=M(nx1,K) mit K =R oder K =C und A € M(n xn,K) gilt:
A ist unitdr bzw. orthogonal <= 1l : V — V st unitir bzw. orthogonal.
Beweis: (a) A" = A~ ist zu
A" A=E,

dquivalent. Und das ist dazu dquivalent, dafl die Spalten von A eine ON-Basis von
M(n x 1, K) fir K =C bzw. K = R beziiglich des Standardskalarproduktes bilden.

(b) Nach Definition erhélt f das Skalarprodukt ¢. Es erhélt die Norm wegen ||z| =
Vo(z,z) und die Metrik wegen d(x,y) = ||z — y||. Im reellen Fall ist der Winkel
v € [0, 7| zwischen zwei Vektoren z,y € V — {0} durch ¢(z,y) = ||z| - ||y|| - cos~y
bestimmt. Daher erhélt f dann auch die Winkel.

(c) Sei B = (b1, ..., b,) eine ON-Basis von V.

Behauptung: f st unitdr bzw. orthogonal
<= es bildet B wieder auf eine ON-Basis ab.

Beweis der Behauptung: = folgt aus (b).
<: Dafl f B wieder auf eine ON-Basis f(B) abbildet, bedeutet gerade

o(f(B)",f(B) = E. (= ¢(B",B)).

Seien B -z und B -y mit z,y € M(n x 1, K) beliebige Vektoren in V. Dann ist (im
Fall K = C hat Lemma 13.5 (a) eine komplexe Version)

O(f(B-2), f(B-y) = o((f(B-2)", f(B-y)) =" F(B)", f(B)y)
BLY i s(F(B)TLF(B) T = By T=a g
=  ¢B-x,B-y).

Also erhilt f das Skalarprodukt, also ist f unitér bzw. orthogonal. Diese Rechnung
driickt blofl aus, daf} sich die Eigenschaft von f, das Skalarprodukt zu erhalten,
aufgrund der Linearitédt von f von einer ON-Basis auf alle Vektoren erweitert. (O)
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Esist f(B) =B - M(B, f,B), also
gb(f(B)tr?f(B)) - ¢((B ’ M(B7 f: B))tr>B : M(Ba f7 B))
= M(B,f,B)"-¢(B",B)-M(B, f,B)
M(B, f,B)" - M(B, f,B).

Die rechte Seite ist genau dann gleich F,,, wenn die Matrix M (B, f, B) unitir bzw.
orthogonal ist. Mit der Behauptung folgt (o) <= (f).

(d) Das folgt aus (c) mit B =Standardbasis und M (B, 4, B) = A. O.

Die abstrakte Gruppe U(V,¢) bzw. O(V,¢) ist zur Matrizengruppe U(n) bzw.
O(n,R) isomorph, die im folgenden Punkt 14.4 definiert wird.

Definition/Lemma 14.4 (a) (Definition)

Un) = {Ae M(nxn,C)| A ist unitér}
= {AeGL(n,C)| A" =A™},

SU(n) = {Ae€U(n)| det A =1} =U(n)NSL(n,C),
O(n,R) = {A e M(nxn,R)| A ist orthogonal }
= {AeGL(n,R)| A" = A"} =U(n) NGL(n,R),
SO(n,R) = {Ae€On,R)| det A=1} =O0O(n,R)NSL(n,R)

=U(n)NSL(n,R).

(b) (Lemma) Die vier Mengen in (a) sind mit der Matrizenmultiplikation Gruppen.
Man hat die Untergruppenbeziehungen

SO(n,R) < O(n,R) C GL(n,R)
N N N
SUn) < U(n) <C GL(n,C).

(¢) (Definition) O(n,R) ist die orthogonale Gruppe, SO(n,R) ist die spezielle ortho-
gonale Gruppe, U(n) ist die unitdre Gruppe und SU (n) ist die spezielle unitdre Gruppe.

(d) (Lemma) Sei V' ein unitirer bzw. Euklidischer n-dimensionaler Vektorraum mit
Skalarprodukt ¢. Sei B eine ON-Basis von V. Dann ist die Abbildung

u\V,9) — Uln),  f~ M(B,fB),
bzw. O(V,¢) — O(n,R),  f— M(B.fB),
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis: (a) und (c) Definitionen.
(b) Im Fall von U(n) muff man nachrechnen, daf§ mit A und B in U(n) auch A - B
und A7! in U(n) sind:
ABeU(n) = AB"=B"A" =B 14! = (AB)"!
- _—TtT‘
umd AT =A" = A=A = AB A cU(n).
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SU(n), O(n,R) und SO(n,R) sind Gruppen, weil U(n), SL(n,C), GL(n,R) und
SL(n,R) Untergruppen von G L(n, C) sind und weil der Schnitt zweier Untergruppen
wieder eine Untergruppe ist.

Im Fall von U(n) und O(n,R) kann man alternativ auch (d) benutzen, um zu schlie-
Ben, dass U(n) und O(n,R) Gruppen sind.

(d) Die linken Seiten sind Gruppen. Wegen Satz 14.3 (c) sind die Abbildungen wohl-
definiert und bijektiv. Wegen der Regeln aus Kapitel 5 zum Ubergang zwischen
Endomorphismen und Matrizen,

M(A, fog,C)=M(A, f,B)-M(B,g,C) und M(B,f A =M(A f,B)™",

geht die Komposition auf der linken Seite in die Matrizenmultiplikation auf der rech-
ten Seite iiber, und das Invertieren ist links und rechts auch vertréglich. Daher sind
die rechten Seiten auch Gruppen, und die Abbildungen sind Gruppenisomorphismen.
O

Beispiele 14.5 (i) Eine unitidre Matrix A erfiillt | det A| = 1, eine orthogonale Ma-
trix A erfiillt det A = +1. Beides gilt wegen

A" A=E,, also 1=detE,=detA” detA=detA-detA=|detA*

Ein orthogonaler Automorphismus f € O(V, ¢) eines n-dimensionalen Euklidischen
Vektorraums V' ist orientierungserhaltend, falls det f = 1 ist, und orientierungsum-
kehrend, falls det f = —1 ist, vgl. das Ende von Kapitel 7.

(ii)n=1,K=R:
S0(1) = {Ei} ={(1)} = {id} C O(R, ¢«),
o) = {(1), (=1}
=~ O(R, ¢g) = {id, Spiegelung an 0}.
(i) n =1, K =C: SU(1) = (i} = {(1)}
U(l)={(z) | z€ S'} = (als Gruppe) S*.
(iv) n = 2, K = R: Siehe Unterkapitel 14.2.
(v) n =3, K = R: Siehe Unterkapitel 14.4.
(vi) n = 2, K = C: Siehe Unterkapitel 14.6.

14.2 Nullpunkt-erhaltende Symmetrien der Ebene

Satz 14.6 (a) Die Gruppe SO(2,R) der orthogonalen 2 x 2 Matrizen mit Determi-
nante 1 ist

cosa —sino
sine  cosa

SO(2,R) = {( ) | o € [0,27)}

>~ (als Gruppe) {¢"® | a € [0,27)} = S*.
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Die Matriz A = (C.Osa — o a) ist eine Drehmatriz. Die Abbildung 14 @ M(2 X
sina cosa

1,R) = M (2 x 1,R) ist eine Drehung um den Winkel o mit 0 als Fizpunkt.

(o _1(8)
. igh)
\ )
i : ) b
0 (0

thwa wwm oL

(b) Die Gruppe O(2,R) enthdlt neben den Drehungen die 1-Parameter-Familie aller
Spiegelungen an Achsen durch den Nullpunkt:

O2,R) = SO(Q,R)USO(%R)'G) —01>

cosa  sina

- 50(2) Y {<sina —Ccos o
~ (als Menge) S* U S*.

) | a €10,2m)}

cosa  sina

sina  —cosa
te 1 und —1, und Eigenvektoren dazu sind die (zueinander orthogonalen) Vektoren
(COS 5) und (_Csm 5). Sie ist daher eine Spiegelung an der Geraden R - (CS)S g)

o o
S1n 5 S1n 2

Sie ist orientierungsumkehrend (das pafit zu det A = —1).

Die Matriz A = < ) st eine Spiegelungsmatriz. Sie hat die Eigenwer-

(g) (5 o()

nd
(%)
A

o(/’)

(2)

()

(n{}

Q?‘w@tlww? an IP'(Jgug

Bei O(2,R) parametrisiert die eine S* die Drehungswinkel der Drehungen; die andere
S parametrisiert die Spiegelungsachsen der Spiegelungen.
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(c) Als Gruppe ist O(2,R) nicht isomorph zu S' x {+1}; vielmehr ist sie ein semidi-
rektes Produkt (Definition nicht hier) der Gruppen S* und {£+1}. Denn Drehungen
und Spiegelungen kommutieren nicht (vgl. (d)).

(d) Sei' V' ein 2-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢. Wegen
OV,¢) = O(2,R) kann man auch die orthogonalen Automorphismen von V als
Drehungen und Spiegelungen deuten.

do, = Drehung um den Winkel o und mit Fixpunkt 0,
sy := Spiegelung an der Geraden durch v € V' — {0}

Die Drehungen und Spiegelungen kommutieren nicht. Es gilt

dy © S, 0 d;l = Sda(v)-

Beweis: (a) Eine reelle 2 x 2-Matrix A = (ZH 312) ist genau dann orthogonal,
21 22

wenn ihre Spalten <ZH) und 312 eine ON-Basis des M(2 x 1,R) bilden. Es gibt
21 22

ein eindeutiges « € [0, 27) mit (an) _ (905 O‘). Dann ist (au) 4 (— sin a>’
21 S« a2 cos &

also
(Cosa +(—sin a))
A= .
sinaw £ cosa
Im Fall “4” ist das eine Drehmatrix, im Fall “—" ist es eine Spiegelungsmatrix, siehe

(b).
(b) Sei A = (

cosa  Sin«

. ) Offenbar ist das charakteristische Polynom
sina —cos«
P,(t) = (t —cosa)(t +cosa) —sina =1> —1 = (t — 1)(t + 1).

Also sind die Eigenwerte +1. Daf3 die Eigenvektoren so sind wie angegeben, kann
man auf zwei Weisen einsehen.
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1. Weise, Nachrechnen:

cosa  sina CoS % - COS (¥ - COS % ~+ sin o sin % _ (cos %
sina — cos« sin % sin « - cos % — Cos «sin % sin %
o . N o
( Additionstheorem von e -e 2 =¢'2),
cosa  sina —sin% - —cosq - sin% —i—sinozcos% - —sin%
sina —cos« cos% —sina-sin% —COS&COS% cos% ’

2. Weise, mit geometrischen Argumenten und der Gleichung

cosa  sino \ _ (cosa —sina) (1 0
sina —cosa) \sina cosa 0 -1/
Interpretation dieser Gleichung: Man fiihrt zuerst eine Spiegelung an der Gera-

den R - (é) aus, danach eine Drehung um den Winkel a.. Die Komposition ist eine

sin £

Spiegelung an der Geraden R - (COS 2)
2

Begriindung: Die Spiegelung an der Geraden R - ((1)) bildet den Vektor (Z?S 2)

2
—a

auf den Vektor ((SZ.OS z) ab, die Drehung bildet diesen Vektor wieder auf den Vektor

2

«

o o
(C.OS 2) ab. Also ist (Z?S c%) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
2

sin 5
(5
Zh) ,‘dﬂ . A
(s %)

Weil [4 Winkel erhélt, mufl der orthogonale Vektor (_C(_S)mc?) wieder auf einen or-

thogonalen Vektor abgebildet werden, also notwendigerweise auf +1 mal sich selber.
Wegen det A = —1 ist der zweite Eigenwert —1, also wird der Vektor <_cslsn£) auf
2

—1 mal sich selber abgebildet
(c) Siehe (d).
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(d) dy o sy0d_ ist wegen det(d, 0s,0d_,) =1-(—1)-1 = —1 eine Spiegelung. Man
muB blof} die Spiegelungsachse bestimmen, also einen Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Die folgende Rechnung pafit zur Skizze im Lemma und gibt den Eigenvektor d,(v):

(do 0 8y 0d_o)(de(v)) = (do 0 8,)(v) = do(v).

|

Definition 14.7 (a) Ein regulires n-Eck A in einem 2-dimensionalen Euklidischen
Vektorraum V ist ein n-Eck mit lauter gleichen Winkeln und gleichen Kantenlédngen.
A ist die konvexe Hiille seiner Ecken Ei, ..., E,:

n

A=) NE|N€EDIY N=1}CV.
=1

=1

(b) Bemerkung: Die n-ten Einheitswurzeln e*™*/m ¢ St c C, k € {0,1,...,n — 1},
sind die Ecken eines reguldren n-Ecks. Hier sind die Kantenldngen alle gleich zu
|1 _ 627ri/n|‘

(c) Sei A ein reguldres n-Eck in M (2 x 1,R) mit Nullpunkt als Mittelpunkt. Die
Gruppe aller Symmetrien von A ist

Sym(4) :={f € O(2,R) [ f(4) = A}.
Die Gruppe aller orientierungserhaltenden Symmetrien von A ist

Sym,, (A) ;== {f € SO(2,R) | f(A) = A}.

he b

Satz 14.8 (a) In SO(2,R) g¢ibt es zu jedem n € N nur eine endliche Untergruppe.
Es ist die Gruppe der Drehungen um die Winkel %, ke {0,1,..,n—1}. Sie ist eine
zyklische Gruppe der Ordnung n. Sie ist fir jedes requlire n-Eck A in M(2 x 1,R)
mit Mittelpunkt = 0 die Gruppe Sym,,.(A). Sie wird auch ct? genannt (der obere
Index soll andeuten, dass hier Untergruppen der O(2,R) betrachtet werden).
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(b) Die endlichen Untergruppen von O(2,R), die nicht in SO(2,R) liegen, sind ge-
nau die Gruppen Sym(A) fir die requliren n-Ecke A in M (2 x 1,R) mit Mittelpunkt
= 0. Die Gruppen fiir ein festes n sind alle konjugiert und bilden eine I1-Parameter-
Famailie von Gruppen. Sie haben alle 2n Elemente und enthalten die Untergruppe
C® aller Drehungen um Winkel 22—’“, k € {0,1,....,n — 1}. Diese Untergruppe ist
ein Normalteiler in Sym(A). Die weiteren Elemente sind Spiegelungen an den Gera-
den durch 0 und durch Kantenmittelpunkte oder Ecken. Alle diese Gruppen heifien
Diedergruppen, Notation: Sie sind Gruppen vom Typ Dgi).

Beweis: (a) Weil SO(2,R) = S! ist, bleibt nur einzusehen, dass die endlichen Unter-
gruppen der S alle zyklisch sind und aus Einheitswurzeln bestehen. Das wird klar,
wenn man in jeder endlichen Untergruppe der S!' das Element €*™ mit minimalem
a > 0 betrachtet. Es muf ein zyklisches Erzeugendes der Gruppe sein.

(b) Sei U C O(2,R) eine endliche Untergruppe mit U ¢ SO(2,R). Dann ist die
Einschrinkung des Gruppenhomomorphismus det : O(2,R) — {£1} auf det : U —
{£1} surjektiv. Der Kern U N SO(2,R) ist wegen (a) eine Gruppe C{?. Er ist ein
Normalteiler und hat neben sich selber nur die Nebenklasse UN(O(2,R)—SO(2,R)).
Dann ist auch |[U N (O(2,R) — SO(2,R))| = n, und es ist |U| = 2n.

Die Elemente von UN(0O(2,R) — SO(2,R)) sind lauter Spiegelungen. Sei s, eine von
ihnen. Wegen

dl/n © S = Sdy 9, (v)

besteht U N (O(2,R) — SO(2,R)) genau aus den Spiegelungen an den Geraden R -
dyjon(v) fiir k € {0,1,...,n — 1}. Es gibt bis auf Streckung ein (im Fall n ungerade)
oder zwei (im Fall n gerade) regulire n-Ecke A mit Mittelpunkt 0, so dass diese
Geraden durch die Ecken oder Kantenmittelpunkte von A laufen. Esist U = Sym(A).
O

14.3 Orthogonale und unitire Automorphismen

Bemerkungen 14.9 Das Ziel dieses Unterkapitels ist Satz 14.11, der die Struk-
tur von orthogonalen Automorphismen und orthogonalen Matrizen fiir beliebiges n
beschreibt.

Aber es ist einfacher (und eleganter), zuerst in Satz 14.10 die Struktur von unitéren
Automorphismen und Matrizen zu klaren.

Die Séatze 14.10 und 14.11 geben die zentralen Strukturaussagen fiir:

1. Unitdre Automorphismen (d.h. iiber C, abstrakte Situation),

2. Unitire Matrizen (iiber C, Ubergang zu Matrizen),

3. Orthogonale Matrizen (iiber R, Spezialisierung auf reelle Matrizen),

4. Orthogonale Automorphismen (iiber R, Ubergang zur abstrakten Situation).

Die Resultate werden in dieser Reihenfolge entwickelt. Die Resultate iiber C sind
wegen des Hauptsatzes der Algebra (Satz 2.19 bzw. 2.23 (a), komplexe Polynome
zerfallen in Linearfaktoren) einfacher als die iiber R. Ein Teil der Argumente ist sehr
dghnlich zum Beweis des Spektralsatzes 13.1 fiir reelle symmetrische Matrizen.
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Satz 14.10 (Spektralsatz fiir unitire Automorphismen und Matrizen)
(a) (Abstrakte Version) Sei V' ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum mit Skalar-
produkt ¢, und sei f 1V — V' ein unitirer Automorphismus, d.h. f € U(V,¢). Dann

qgilt:
(i) Alle Eigenwerte \ von f erfillen |\| = 1.

(i1) Es gibt keine Jordanblicke aufer denen der Griffe 1 x 1, d.h. f ist diago-
nalisierbar, d.h. Hau(f, \) = Eig(f, \) fir alle Eigenwerte \.

(111) Verschiedene Eigenrdume sind orthogonal, d.h.

Eig(f, A1) L Eig(f, Ag) fiir alle Ay # \s.

Wegen (ii) und (ii1) gibt es eine ON-Basis von V' aus Eigenvektoren von f.

(b) (Matriz-Version) Sei A € U(n) eine unitire Matriz. Dann gelten die Aussagen
(i), (11) und (iii) von (a) genauso. Es gibt eine ON-Basis von M (n x 1,C) beziglich
des Standardskalarproduktes aus Figenvektoren von A. Ist

T := M (Standardbasis, O N-Basis aus Eigenvektoren)
die Basiswechselmatriz, so ist T € U(n) und

A1
T 1. A.T =
An
Beweis: (a) (i) Sei v € V — {0} ein Eigenvektor von f mit Eigenwert A € C. Dann
ist
0< (b(UuU) = (b(f(U),f(U)) = ¢(>\ v, A U) = AX ’ ¢(U7’0) = ’)‘|2 ’ ¢(U7U>'
(ii) Wegen Satz 12.15 (a) gibt es eine Basis B = (b4, ,,.b,) von V, so dass die Matrix
M (B, f, B) in Jordannormalform ist.
Nun Indirekter Beweis. Annahme: f st nicht diagonalisierbar.

Dann gibt es wegen Bemerkung 12.14 (ii) einen Eigenwert A, so dass die Matrix
M (B, f,B) einen Jordanblock der Grofle > 2 zum FEigenwert A hat. Also gibt es
Vektoren b; und b;4; in der Basis oben mit

Flb) = A-b; und f(bjia) = A-byr + by,
Es ist

Pbj1,b5) = O(f(bjsr), f(b5)) = d(A-bja +05, A b;)
= AP dbja,b5) + A= B(bs, ) = d(bjgn,b5) + A - d(by, by),
also o(bj,b;) = 0.
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Aber das ist wegen b; # 0 unméglich. Also war die Annahme oben falsch.

iii) Seien U1 und (%] zwel Eigenvektoren mit verschiedenen Eigenwerten )\1 und )\2.
g g
Dann ist

<
<

0 = ¢(vi,v2) — d(f(v1), fv2))
= ¢(U1, U2) - ¢(>\1 U1, Ag - Uz)
= ¢(v,v2) - (1 — A ).

Aus A\; # Ay und [\ = |Xo| = 1 folgt 1 — A\ Ay # 0. Daher ist ¢(vy,v2) = 0.
ON-Basen der einzelnen Eigenrdume Eig(f, A) geben zusammen eine O N-Basis von
V' aus Eigenvektoren von f.

(b) Man setzt V := M(n x 1,C) und ¢ := Standardskalarprodukt. Der Automor-
phismus

la:M(nx1,C)— M(nx1,C), b— A-b,

ist nach Satz 14.3 (d) unitdr. Man wendet (a) mit f = 4 an (und vergegenwértigt
sich die Definition von Eigenvektoren und Eigenwerten von Matrizen). ]

Satz 14.11 (Spektralsatz fir orthogonale Matrizen und Automorphismen)

(a) (Matriz-Version) Sei A € GL(n,R) eine orthogonale Matriz, d.h. A" = A~!.
Dann gibt es eine orthogonale Matrizr T € O(n,R), so daff T~ - A-T die Block-
Gestalt hat (wo nichts steht, stehen Nullen):

Ey,
—E
cosqay —sinog
T1.A.T = sina;  cosag

COS vy, — SIN Oy,
sin o, COSQ,y,

Hier ist k > 0, 1 > 0, m > 0 und natiirlich k + [ + 2m = n. Die Winkel o; sind in
0,27) — {0, 7}.

(b) (Abstrakte Version) Sei V' ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit Ska-
larprodukt ¢, und sei f : V. — V ein orthogonaler Automorphismus. Dann lGfst sich
V' als direkte Summe

m

V = Eig(f,1) @ Eig(f, -1) & €D B;

i=1
von Unterrdumen mit den folgenden Eigenschaften schreiben:

(i) Die Unterrdume sind orthogonal zueinander.
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(11) Die Unterrdume sind f-invariant (das ist klar bei Eig(f, 1) und Eig(f,—1)).

(111) Die Unterriume B; sind zweidimensional, und f|g, : B; — B ist eine
Drehung um einen Winkel a; € [0,27) — {0, 7}.

(Es kann Eig(f,1) = {0} oder Eig(f, —1) = {0} oder m =0 sein.)

Beweis: (a) Im folgenden muf sorgfiltig zwischen Eigenvektoren von A in M(n x
1, C) und Eigenvektoren von A in M (nx1,R) unterschieden werden. In zwei Schritten
werden Spaltenvektoren by, ...,b, € M(n x 1,R) gewihlt, die zusammen eine ON-
Basis bilden und eine Matrix 7" mit den gewiinschten Eigenschaften geben.

Die orthogonale Matrix A € GL(n,R) ist, aufgefait als komplexe Matrix, unitér.
Daher gilt Satz 14.10 (b) fiir sie. Daher ist

M(n x1,C) = ar Eige (A, ),

A Eigenwert von A

und die Summanden sind beziiglich des Standardskalarproduktes in M(n x 1,C)
orthogonal zueinander. Ist v € Eig:(A, \), also A-v = - v, so ist wegen A = A reell

Av=Av=Nv=X-T.
Daher ist die komplexe Konjugation ein I[somorphismus
T: Eige(A,\) — Eige(4,)), v 7.
Die Eigenwerte 1 und -1 sind reell. Daher gilt

v € Eige(A,£1) <= R(v) und J(v) € Eigg(A, 1)
und Eige(A,£1) = C-Eigg(A, £1).

1. Schritt: Es wird eine ON-Basis by, ...,b; von Eigg(A,1) gewdhlt, und ebenso
eine ON-Basis b1, ..., b5+ von Eigp(A, —1) (evtl. ist & = 0 oder [ = 0). Dann
ist by, ..., by, eine ON-Basis von Eiggp(A,1) @ Eig (A, —1) als Euklidischer Vektor-
raum und von Eigp(A,1) @ Eige(A, —1) als unitdrer Vektorraum (jeweils mit der
Einschrinkung des Standardskalarproduktes).

Falls £ + | = n ist, ist man schon fertig. Im anderen Fall werden die restlichen
Spaltenvektoren bgiy1, ..., b, im 2. Schritt konstruiert.

2. Schritt: Man wahlt eine ON-Basis vy, ..., v, des unitdren Vektorraums

@ Elg(C<A7 >\)7

A S(N)>0

und zwar so, dass jeder der Vektoren vy, ...,v,, in einem der Eigenrdume liegt. Das
geht, weil die Eigenrdume orthogonal zueinander sind. Der Eigenwert zu v; sei \;
(diese Eigenwerte miissen nicht alle verschieden sein).
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Die Vektoren 7, ..., 7, sind dann automatisch eine ON-Basis von

@ Eig(C<A7X>: @ EigC(A,)\),

A:S(N)>0 A S(N)<0

und es ist 7; € Eigg (4, A;). Weil alle Eigenriume orthogonal zueinander sind, bilden
die Vektoren by, ..., bg1y, V1, ..., Uy, U1, ..., U, €ine ON-Basis von M (n x 1,C).
Man definiert fiir j = 1, ..., m,

1
brrivoj—1 = —=(v; +75),

5%

btit2) (vj —v5).

Es muBl £+ 1+ 2m = n sein. Also hat man nun Vektoren by, ..., b, gewahlt. Dann
ist auch B := (by, ..., b,) eine C-Vektorraumbasis von M (n x 1,C). Wegen

_ 1
btit2j—1 = E(U_j + 0j) = brgiz-1,
-
Drrive; = E(Uj = j) = bisit2,

sind bgii41, ..., by Spaltenvektoren mit reellen Eintrégen, byyi41, ..., b, € M(n x 1,R).
Also ist B auch eine R-Vektorraumbasis von M (n x 1,R).

Weil v; und 7; eine ON-Basis des von ihnen erzeugten (komplexen) Vektorraums ist,
1st

tr —tr —

—tr tr — __ L. — 77, R
Cvp =1, v v =1 -1 = 0.

?)j . Uj = ?)]
Damit rechnet man leicht aus
Bt - by = 0, filr 7,5 € {25 — 1,24},

Daher ist B eine ON-Basis von M(n x 1,R).
Es ist \; = €™ = cosa; + isinq; fiir ein a; € (0,7), denn I(A;) > 0. Man rechnet
aus

(A begivoj—1, A brgiyoj) = (N v+ A TG A v — 0N - T)

- (cosaj - (vj +75) +sinay - (iv; — 70;),

SR

sin o (—v; — U;7) + cos o (iv; — i05))
cosov; —sin o
= (bkt142j-1, Drtiraj) - ( ! ])

Sin Oéj COS Oéj

Nun sei T" die Matrix mit den Spalten by, ..., b,, also ist T die Basiswechselmatrix
M (Standardbasis, B). Daher ist M (B,l4,B8) = T 'AT wie im Satz 14.11 (a) ange-
geben.
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(b) Man wihlt irgendeine O N-Basis A des Euklidischen Vektorraums V. Die Matrix
A = M(A, f, A) ist orthogonal nach Satz 14.3 (c¢). Man wendet Teil (a) an und
erhiilt eine orthogonale Matrix 7' mit 7' - A-T wie in (a). Weil T orthogonal ist, ist
auch die Basis (by,...,b,) = B := A-T eine ON-Basis; T ist die Basiswechselmatrix
M (A, B). Daher ist

M(B, f,B) = M(B, A)- M(A, f,A)- M(A,B)=T""-A-T

von der Gestalt wie in (a). Also ist

k
Eig(f,1) = PR - b;,
=1

k+l1
Eig(f,—1) = € R-b;,
i=k+1
und f ist auf jedem der zweidimensionalen Rdume R - by ;11 PR -bgiyio, ..., R-by 1 P
R - b, eine Drehung. O

Bemerkung 14.12 Im Fall n = 2 gibt Satz 14.11 (b) erneut die Aussage von Satz
14.6 (d), dass ein orthogonaler Automorphismus eines 2-dimensionalen Euklidischen
Vektorraums eine Drehung oder eine Spiegelung ist. Aber in Satz 14.11 (a) sieht
man zwar alle Drehungsmatrizen, aber nur die eine Spiegelungsmatrix ((1) _01),
cosa  sina

sina  —cosa
aus der speziellen Spiegelungsmatrix durch Konjugation mit geeigneten Matrizen
T € O(2,R).

nicht die Spiegelungsmatrizen fir a € (0,2m). Die erhélt man

14.4 Nullpunkt-erhaltende Symmetrien des Raumes

Aus Satz 14.11 (b) kann man ablesen, wie die orthogonalen Automorphismen eines
3-dimensionalen FEuklidischen Vektorraums aussehen.

Lemma 14.13 Sei V' ein dreidimensionaler Fuklidischer Vektorraum mit Skalar-
produkt ¢. Die orthogonalen Automorphismen f € O(V, @) lassen sich in folgende
Familien einteilen. Jede Familie ist schon durch die Gestalt der charakteristischen
Polynome Py(t) ihrer Mitglieder charakterisiert.

() Pp(t) = (t —1)3: nur {id}.

(B) Pr(t) = (t —1)*(t +1): f ist eine Spiegelung an der Ebene Eigg(f,1) C V.

(v) Pr(t) = (t — 1)(t + 1)*: f ist eine Drehung um m mit Drehachse Eig(f,1)
und orthogonaler Drehebene Eig(f,—1).
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(6) P(t) = (t+1)*: nur f = —id. Das ist die Punktspiegelung am Nullpunkt.

Es lafst sich mit beliebiger Drehachse auch als Drehspiegelung mit Drehung um
m und anschlieffender Spiegelung an der zur Drehachse orthogonalen Ebene
deuten.

(g) Pr(t) = (t—1)(t — ) (t — e ™) mit o € (0,27) — {7}: [ ist eine Drehung
mit Drehwinkel o und Drehachse Eig(f,1).

(C) Pp(t) = (t+1)(t—e)(t—e ™) mit a € (0,27) —{rm}: f ist eine Drehspiege-
lung. Es ist eine Komposition einer Drehung mit Drehwinkel o und Drehachse
Eig(f, —1) und einer Spiegelung an der zur Drehachse senkrechten Ebene. Die
Reihenfolge ist eqal, denn Drehung und Spiegelung kommutieren.

w\ V’\/
F\ el // \/ /\
Ly A 9 2l
O\w\' /0 E_/_»' J/.‘ \

/ \J J

Punk '.?;rinaiu‘ghff.-:rf_, QJ')JT( ﬂilm'? )'f Y 31 fs’[/

Die Fille (o), () und (¢) werden unter dem Begriff Drehungen zusammengefafit,
wobei id unechte Drehung genannt wird und () und (¢) echte Drehungen sind. Die
Fille (B), () und (¢) werden unter dem Begriff Drehspiegelungen zusammengefafit,
wobei () Spiegelungen sind und (0) und (¢) echte Drehspiegelungen sind.

Insofern hat man vier Klassen: die Identitit, echte Drehungen, Spiegelungen, echte
Drehspiegelungen. Sie haben 0 bzw. 3 (Drehachse und Winkel) bzw. 2 (Spiegelungsebe-
ne) bzw. 3 (Drehachse und Winkel) Parameter. Die Drehungen f erfillen det f =1
und sind orientierungserhaltend. Die Drehspiegelungen f erfillen det f = —1 und
sind orientierungsumkehrend.

Beweis: Das folgt sofort aus Satz 14.11 (b) O

Bemerkungen 14.14 (i) Satz 14.11 (a) liefert zu den 6 Féllen («) bis (¢) im Lemma
14.13 die folgenden 6 Normalformen:

100 10 0 1 0 0 -1 0 0

o10], o1 of, (0o -1 0], 0 -1 0|,

00 1 00 —1 0 0 -1 0 0 -1
1 0 0

0 cosa —sina, | fiir a € (0,27) — {7},
0 sina cosa

-1 0 0

0 cosa —sina | firae (0,27) — {r}.
0 sina cosa
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(ii) Die Punktspiegelung —FE3 kommutiert mit allen Elementen von O(3,R). Daher
ist

O(3,R) = SO3,R)USO(3,R) - (—E3) = SO(3,R) x {£Ej3}.
Also ist O(3,R) als Gruppe das direkte Produkt der Gruppen SO(3,R) und {£FEjs}.
Es bleibt zu verstehen, wie die Gruppe SO(3,R) aussieht.

(iii) Bei einer echten Drehung wird die Wahl eines der beiden normierten erzeugenden
Vektoren der Drehachse als Wahl einer Orientierung der Drehachse bezeichnet.
Eine orientierte Drehachse und die rechte Hand-Regel bestimmen einen eindeutigen
Drehwinkel « € (0, 27).

Bei einer Drehung um einen Winkel # 7 gibt es eine eindeutige Orientierung der
Drehachse, so dass mit der rechten Hand-Regel der Drehwinkel o € (0, 7) ist. Bei
den Drehungen um 7 sind beide Orientierungen gleich gut.

(iv)
SO(3,R)

{A e M(3x3,R) | Aist orthogonal und det A = 1}

{AeGL(3,R) | A" = A~ det A =1}

(als Gruppe) {id} U {Drehung an einer orientierten Achse
R - v mit v € S? um einen Winkel a € (0, 7]}

Es ist

SO(3,R) — {Drehungen an einer Achse R - v um den Winkel 7}
~ (als Menge) {v € R* | ||v|| < 1} =: D* ( 3-Ball im R?).

Hier entspricht 0 € D? der Identitéit und v € D — {0} der Drehung an R - v um den
Winkel 7 - ||v]|, wobei man die rechte Hand-Regel befolgt.

Die Drehungen um den Winkel m werden nicht durch S? parametrisiert, denn entge-
gengesetzte Punkte auf der S? geben dieselbe Drehung, da die Drehwinkel 7 und —m
modulo 27 gleich sind. Also erhilt man SO(3) aus D? U S?, indem man entgegenge-
setzte Punkte von S? identifiziert, also D? U .S? so entlang seines Randes S? mit sich
selbst verklebt. Das gibt ein dreidimensionales Objekt, das nicht mehr als Teilmenge
im R? veranschaulicht werden kann. Aber es sieht lokal aus wie der R3. Es ist eine
orientierbare dreidimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand (Definition nicht hier);
genauer: es ist der reelle dreidimensionale projektive Raum P*R (Definition nicht
hier). Im Unterkapitel 14.6 wird die Geometrie dieses Raumes und des verwandten
Raumes SU(2) durch zwei Experimente beleuchtet.
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14.5 Die Platonischen Korper

Definition 14.15 (a) Ein Halbraum im R3 ist eine Menge H C R3 der Gestalt
H = {z € R®|l(x) > c¢}. Hier ist [ : R* — R eine Linearform ungleich 0, und ¢ € R.
Die Punkte in H sind die Punkte auf einer Seite der Ebene {x € R3|l(z) = c}.
Bemerkung: Diese Ebene ist der Rand von H.

(b) Ein konvezes Polyeder ist eine Teilmenge A C R3, die sich als Schnitt von endlich
vielen Halbrdumen darstellen 148t. Ein konvexes Polyeder A, das kompakt ist und
innere Punkte hat (also Punkte, so da8 ein kleiner Ball um sie in A enthalten ist),
ist ein Polytop.

Bemerkung: Der Rand eines Polytops A besteht aus allen Punkten von A, die auf
dem Rand von mindestens einem Halbraum in einer Darstellung von A als Schnitt
von endlich vielen Halbrdumen liegen.

(c) Es sei A ein Polytop. Offenbar ist der Rand von A die Vereinigung von konvezen
Polygonen (= ein kompakter Schnitt von endlich vielen Halbrdumen in einer Ebene,
der innere Punkte hat). Es sei f die Anzahl der Polygone auf dem Rand, k die Anzahl
der Kanten anf dem Rand, und e die Anzahl der Ecken auf dem Rand von A. (Diese
Begriffe kann man auch noch formal sauber definieren, aber das sparen wir uns hier.)
Weiter sei e; fiir ¢ € N>3 die Anzahl der Ecken, von denen ¢ Kanten ausgehen, und
f; fir j € N3 sei die Anzahl der Polygone, die j-Ecke sind. Natiirlich ist e = ) . e;

und f =3, f;.
Satz 14.16 Fir jedes Polytop A gilt die Eulersche Polyederformel
e—k+ f=2,

und es gelten die Formeln

2k = i-e, 2k=) j-fi
J

i

Beweis: Die zweite Formel folgt einfach, indem man von jeder Ecke aus die anlie-
genden Kanten zdhlt. Aufsummieren gibt die Zahl ) i - e;. Da hat man jede Kante
doppelt gezahlt. Also ist > i -e; = 2k. Die dritte Formel folgt, indem man von
jedem Polygon aus die Kanten auf seinem Rand z&hlt. Aufsummieren gibt die Zahl
>_;J - fj- Dahat man auch jede Kante doppelt gezéhlt. Also ist 2k =3, j - f;.

Nun wird die Eulersche Polyederformel bewiesen. Weil das Polytop konvex ist, kann
man eine Sphére im R? mit Mittelpunkt M im Innern des Polytops finden, so dass
die Projektion entlang der Strahlen mit Mittelpunkt M eine Bijektion vom Rand
des Polytops auf die Sphére ist. Dabei geht das Netz der Ecken und Kanten in einen
Graphen auf der Sphére iiber. Nun kann man die Sphére so verschieben und drehen,
dass ihr Sidpol (=der tiefste Punkt beziiglich der 3. Koordinate) auf der Ebene
R -e; @R - ey liegt und Mittelpunkt M’ hat und dass der Nordpol (=der hochste
Punkt beziiglich der 3. Koordinate) nicht auf einer Kante oder Ecke des Graphen
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liegt. Die Projektion entlang der Strahlen vom Nordpol aus bildet die Sphére ohne
ihren Nordpol bijektiv auf die Ebene R - e; @ R - e5 ab. Der Graph auf der Sphiére
geht in einen Graphen auf der Ebene iiber.

Nwﬂ(yv{

Beim Graphen auf der Ebene ist f die Anzahl der Fldchen inklusive der duferen
Fliche, k ist die Anzahl der Kanten, und e ist die Anzahl der Ecken.

Die Eulersche Polyederformel gilt nun fiir einen beliebigen zusammenhéngenden Gra-
phen in der Ebene. Man beweist sie leicht durch Induktion {iber die Anzahl f+k+e.
Man zieht bei einem Graphen mit mindestens zwei Flachen eine Fliache inklusive al-
ler Kanten und Ecken auf dem Rand dieser Fldache zu einem Punkt zusammen. Weil
man auf dem Rand einer Fléche gleich viele Kanten und Ecken hat, bleibt die Zahl
e — k + f unverédndert.

So macht man weiter, bis man nur noch die duflere Flache hat. Dann ist der Graph
nur noch ein Baum (ein Graph ohne Zykel — der Begriff ist selbsterkléirend). Hier ist
offenbar e = k+1und f=1,alsoe—k+ f =2.

D N %
9_. b v t“ Yy { /‘ M /«‘-A> ﬂ-‘ ~Ana) L]
@~ @

(,B
Zr e

|
4w BO?'MH
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(Ein Graph wie in der zweiten Reihe links tritt natiirlich bei einem Polytop nicht
auf. Aber auch fiir ihn gilt die Eulersche Polyederformel.) O

Definition 14.17 (a) Sei n € N>3. Ein regulires n-Eck in einer Euklidischen Ebene
ist ein n-Eck, dessen Kanten alle gleich lang sind, und dessen Innenwinkel alle gleich

groB (also gleich 7 - 2=2) sind (denn die Innenwinkelsumme in einem n-Eck ist (n —

2)7).

(b) Ein Platonischer Kdrper ist ein Polytop, so dass es ein n und ein m € N3 gibt,
so dass alle Fldachen im Rand des Polytops regulédre n-Ecke sind und so dass in jeder
Ecke m regulére n-Ecke aneinanderstofen.

Bemerkungen: Dann ist f = f, und e = ¢,,. Alle Kanten sind automatisch gleich
lang.

Satz 14.18 (Bekannt seit der Antike) Es gibt nach Wahl der Kantenlinge bis auf
Drehungen und Verschiebungen im 3-dimensionalen Euklidischen Raum genau 5 Pla-
tonische Korper. Hier sind Bilder von thnen und ithre Namen. Der Wiirfel heifst auch

Hexaeder.
/AN S
A
Tetraeder Wiirfel Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

Die folgende Tabelle gibt die Zahlen m,n, e, k, f (auswendig lernen):

min|e=ey k f=r

318 4 6 4 Tetraeder

3|4 8 12 6 Wiirfel = Hezxaeder
413 6 12 8 Oktaeder

315 20 30 12 Dodekaeder

) 12 30 20 Ikosaeder

Die Fliachenmittelpunkte eines Platonischen Korpers sind die Ecken eines anderen
Platonischen Korpers. Das gibt eine Dualitit zwischen Wiirfel und Oktaeder, eine
Dualitit zwischen Dodekaeder und Ikosaeder und eine Selbstdualitit des Tetraeders.

Beweis: Sowohl Existenz als auch Eindeutigkeit der 5 Platonischen Koérper miissen
bewiesen werden.

Sei A ein Platonischer Korper, dessen Rand aus reguldren n-Ecken fiir ein festes
n > 3 besteht und bei dem in jeder Ecke m > 3 reguldre n-Ecke aneinanderstoflen.
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Beim regulédren n-Eck ist jeder Innenwinkel gleich 7 - ”T*Q Es mul m -« - "sz < 2m
sein. Das schliefit n > 6 aus und 1483t nur die Moglichkeiten

(m,n) €{(3,3),(4,3),(5,3),(3,4),(3,5) }.

Bemerkung: Man kommt auf diese 5 Fille auch mit den Formeln von Satz 14.16:
€= e€m, [ = [n, men =2k =nfp,

2

1
min(m,n) n

1
m
also min(m,n) < 4, also min(m,n) = 3, und

1 1 1 l 1 <

max(m. 1) >5 3= @abso max(m,n) < 6, also max(m,n) <5.
In jedem dieser 5 Fille kann man eine Pyramide aus m reguléren n-Ecken bilden,
deren Basis ein regulires m-Eck ist. Dann gibt es eine eindeutige Sphére, so daf alle
Ecken der m regulédren n-Ecke auf dieser Sphére liegen. Das folgt aus den Rechnungen
auf Blatt 1 (LA IIb, FSS 2015).
So eine kreisformige Anordnung von m reguldren n-Ecken um eine Ecke wird nun
kurzzeitig eine Haube genannt. Es ist klar, dass man an eine Haube weitere Hauben
ankleben kann, so dass die dufleren Ecken der ersten Haube mittlere Ecken der neuen
Hauben sind. Weiterhin liegen alle Ecken auf derselben Sphére.
Es ist ziemlich klar, dass man bei Fortsetzung dieses Anklebens weiterer Hauben nicht
immer neue Hauben erhélt, die irgendwann &ltere Hauben durchdringen, sondern
dass sich die Hauben zum Rand eines Polytops zusammenfiigen. Beim Tetraeder,
Wiirfel und Oktaeder ist man schnell fertig. Beim Ikosaeder hat man nach der 2.
Generation von Hauben schon 15 Dreiecke beisammen und ein reguléres Fiinfeck
als Rand. Man sieht, dass das Ankleben von Hauben mit den Ecken des Fiinfecks
als Mittelpunkten das Gebilde zum Tkosaeder schlieBt. Beim Dodekaeder fingt man
vielleicht am besten mit 5 Hauben an, deren Mittelpunkte die Ecken eines Fiinfecks
F sind. Nach Ankleben von 5 weiteren Hauben, deren Mittelpunkte die 5 Ecken sind,
die durch je eine Kante mit den Ecken des Fiinfecks F' verbunden sind, hat man ein
Gebilde, dessen Rand ein reguldres Fiinfeck ist. Damit ist man fertig und hat das
Dodekaeder konstruiert.
Im Fall von Tetraeder, Wiirfel und Dodekaeder liegen an einer Ecke nur je 3 n-Ecke.
Da kann man die Hauben nicht deformieren. Daher sind alle Tetraeder, Wiirfel bzw.
Dodekaeder kongruent, das heif3t, sie lassen sich durch Drehungen und Verschiebun-
gen ineinander iiberfiihren.
Beim Oktaeder hat man einen Freiheitsgrad, mit dem man eine Haube deformieren
kann. Aber die Basis einer deformierten Haube liegt nicht mehr in einer Ebene. Man
sieht leicht, dass man deformierte Hauben nicht zu einem (deformierten) Oktaeder
zusammensetzen kann. Beim Tkosaeder hat man zwei (!) Freiheitsgrade, mit denen
man eine Haube deformieren kann. Da ist es weniger leicht zu sehen, dass man
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deformierte Hauben nicht zu einem (deformierten) Ikosaeder zusammensetzen kann.
Der Beweis wird hier nicht ausgefiihrt. Mit undeformierten Hauben kommt man auch
beim Oktoaeder und beim Ikosaeder nur zu kongruenten Korpern.

Die letzte Aussage des Satzes, dass die Flachenmittelpunkte eines Platonischen
Korpers die Ecken eines anderen sind, und welche Platonischen Kérper dadurch dual
zueinander sind, sieht man direkt. O

Satz 14.19 (a) (Definition) Seien nun Pr, Po und P je ein fest gewdhltes Tetra-
eder, Oktaeder und Ikosaeder im Euklidischen Vektorraum M (3 x 1,R) mit Mittel-
punkt gleich dem Nullpunkt. Die Untergruppen der SO(3,R) der Drehungen, die Pr
bzw. Po bzw. Pr auf sich abbilden, werden Sym,,.(Pr) bzw. Sym,,.(Po) bzw. Sym,,.(Pr)
genannt.

Notation: Sie sind Gruppen vom Typ T bzw. O bzw Z. Diese Symbole bezeichnen
auch ihre Konjugationsklassen in SO(3,R).

(b) Wegen der Dualitit zwischen Oktaeder und Wiirfel ist Sym,, (Po) auch die
Gruppe der Drehungen, die den Wiirfel auf sich abbilden, dessen Ecken die
Fliachenmittelpunkte von Py sind. Wegen der Dualitit zwischen Ikosaeder und Dode-
kaeder ist Sym,.(Pr) auch die Gruppe der Drehungen, die den Dodekaeder auf sich
abbilden, dessen Ecken die Fldachenmittelpunkte von P sind.

(¢) In jedem der 3 Fille sei

X := Anzahl der Drehachsen eines Typs,
Y := Anzahl der Drehungen um Drehachsen eines Typs.

(Die folgenden Tabellen erkldren, was mit Drehachsen eines Typs gemeint ist.) Die
folgenden Tabellen sagen einiges iber die 3 Symmetriegruppen in (a) aus.

Tetraeder Pp:

X ‘ Typ der Drehachsen ‘ Drehwinkel ‘

- | = 0 (id :)
4 | durch Ecken und gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte %7?, %71’ 4.2=
3 | durch gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte 7r 3-1=

= |Symor(PT> =1+8+3

Oktaeder Po:
X | Typ der Drehachsen Drehwinkel Y
- | = 0 (id:) 1
3 | durch gegeniiberliegende Ecken %W, , %W 3-3=9
6 | durch gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte | 7 6-1=6
4 | durch gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte %w, %ﬂ' 4.2=28

= |Sym,,(Po)|=1+94+6+ 8 =24.
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Tkosaeder Pr:
X | Typ der Drehachsen Drehwinkel Y
- |- 0 (id:) 1
6 | durch gegeniiberliegende Ecken %7?, %71’, gﬂ', §7T 6-4=24
15 | durch gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte | 7 15-1=15
10 | durch gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte %7?, %77 10-2 =20

= [Sym,, (Pr)] =1+ 24+ 154 20 = 60.

(d) Als abstrakte Gruppen sind die Gruppen zu folgenden (Unter)Gruppen symme-

trischer Gruppen isomorph:

Sym,,(Pr) = Ay,
Symor(PO) = 847
Sym,,(P;) = As.

Beweisskizze: (a) Definition. (b) Das sieht man. (¢) Das sieht man.
(d) Bei Sym,, (Pr) werden die 4 Ecken des Tetraeders permutiert. Man sieht leicht,
dass die Drehungen genau die geraden Permutationen geben.
Bei Sym,,.(Pp) mufl man die Operation auf den 4 Raumdiagonalen im Wiirfel anse-
hen. Jedes Element von Sym,,.(Pp) permutiert diese. Wegen |Sym,,.(Pp)| = 24 = |S4]
wird jede Permutation als Drehung realisiert.
Bei Sym,, (Pr) muff man zuerst einmal wissen und verstehen, dass es im Dodekaeder
genau b regelméflige Wiirfel gibt, deren Ecken Ecken des Platonischen Korpers sind.
Diese werden durch die Drehungen in Sym,,.(P;) permutiert. Es erfordert aber noch
Anstrengung zu sehen, dafl genau die geraden Permutationen realisiert werden. Das

wird hier nicht geleistet.

,_ )/ ,,

a

Bemerkungen 14.20 (i) In Aufgabe 3 von Blatt 3 im FSS 2015 wird gezeigt, dass

die Abbildung

U : 0(2,R) — SO(3,R),

A— B:=

0
A 0

00 detA
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ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist und folgendes erfiillt: Beschreibt A eine
Drehung um einen Winkel «, so beschreibt B eine Drehung an der Drehachse R - e:(;’)
um den Winkel «.. Beschreibt A eine Spiegelung an der Achse 61652) +c26§2) € R? (mit
(c1,¢2) € R2—{0}), so beschreibt B eine Drehung an der Drehachse ¢ie{” +cpel) € R3

um den Winkel 7.

(ii) Damit kann man die endlichen Untergruppen von O(2,R), die ja in Satz 14.8
beschrieben waren, in SO(3,R) einbetten.

Die Gruppe \II(C,(E)) C SO(3,R) ist die Gruppe der Drehungen mit Drehachse R-e?)
und Drehwinkeln 2% mit 0 < k < n. Ihr Konjugationsklasse in SO(3,R) wird mit
C’,(zg) bezeichnet. Die Gruppen in dieser Konjugationsklasse unterscheiden sich nur
durch die jeweilige Drehachse.

Ist G C O(2,R) eine Gruppe vom Typ Déi), also eine Diedergruppe, die neben c?
noch n Spiegelungen enthélt, so ist W((G) eine Diedergruppe ganz aus Drehungen.
Die Untergruppe \P(C§L2)) ist vom Typ Y. Die weiteren Drehungen sind Drehungen
um 7 an Achsen in der Ebene senkrecht zur Drehachse R - egg) von \I/(C'T(LZ) ). Die
Konjugationsklasse in SO(3,R) von ¥(G) wird mit Déi) bezeichnet. Jede Gruppe in

Déi) ist die Gruppe aller Drehungen des M (3 x 1,RR), die ein festes reguléren n-Eck
mit Mittelpunkt 0 (in einer Ebene) im M (3 x 1, R) auf sich abbilden. (So ein reguléres
n-Eck ist ein Polyeder ohne innere Punkte.)

Satz 14.21 (Hier ohne Beweis) Die einzigen Konjugationsklassen endlicher Unter-
gruppen von SO(3,R) sind die Klassen ¥ (n>1), Déi) (mn>2),T,O undT.

Einen Beweis findet man z.B. im Buch Algebra von M. Artin (Birkhduser Verlag,
1998, im Abschnitt 5.9).
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14.6 Zwei Experimente zu SU(2) und SO(3,R)

Beispiel 14.22

SU(2) = {Ae M(2x2,C) | A ist unitdr und det A =1}
= {A€GL(2,C)| A" =A" det A=1}

a b a ¢ d —-b
= {(C d) \a,b,c,dEC,ad—bc:l,(l—) c_l):(—c a>}

= {(_ag 2) | a,be C,aa+bb=1}
(als Menge) {(a17a2ab17b2) €R4 | a%+ag+b%+bg = 1}
S8 (3-Sphére im R?).

Bemerkungen 14.23 Zur Geometrie von SO(3,R) gibt es zwei schone Experimen-
te. Fiir eine saubere Diskussion braucht man Begriffe der Topologie, siehe unten
14.24. Aber man kann die Experimente auch ohne diese Begriffe ganz gut verstehen,
und es lohnt sich.

Das 1. Experiment: Man legt ein Buch auf einen (etwa den rechten) Handteller
und dreht es immer weiter in einer Richtung in der horizontalen Ebene. Dabei hélt
man den Oberkorper gerade, nimmt aber eine Zeitlang Verdrillungen des Armes und
der Hand in Kauf und fiihrt das Buch sogar unter der Armbeuge durch.

Ea—1

= ® :
. L,,n/.\\ 2 \‘_/"\
A Experoment - ’? Py g - e

Nachdem das Buch um insgesamt 47 gedreht worden ist, ist der Arm wieder ent-
spannt in der Ausgangslage.

Warum bei 477 Warum iiberhaupt? Warum nicht schon bei 277
Um das zu verstehen, wird das Experiment gleich in Mathematik iibersetzt.

Das 2. Experiment: Man héngt ein geschlossenes Band von 5-10 Metern Lénge
um einen Stuhl, hélt es mit der linken Hand und stellt sich so, dass es einigermaflen
gespannt ist. Dann verdrillt man es (mit Hilfe der rechten Hand) nach rechts um 47
und hélt es ab da und bis zum Ende des Experiments wieder mit der linken Hand fest.
Nun steigt man von rechts nach links iiber das Band und fithrt das Band hintenrum
iiber den Kopf nach vorne. Der Oberkorper bleibt dem Stuhl zugewandt. Am Ende
ist das Band unverdrillt vor einem.
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Dieses 2. Experiment ist nah verwandt zum 1. Experiment. Im folgenden wird nur
das 1. Experiment diskutiert.

Ubersetzen des 1. Experiments in Formeln: Man hat einen Zeit-Parameter
t € [0,1] =: I (I steht fiir Intervall) und einen Parameter x € I fiir die Punkte auf
einer gewihlten Kurve, die vom Buchmittelpunkt durch Hand und Arm bis zu einem
Punkt in der Schulter lduft.

Dann hat man erst einmal eine stetige Positionsfunktion

P:IxI—R (x,t)— P(a,t),

die zu jedem Zeitpunkt die Lage im R3 des Punktes x der Kurve im Arm zum
Zeitpunkt ¢ angibt. Man hat aber auch eine stetige Verdrillungsfunktion

G:1x1— SOB3,R), (z,t) — SO(3,R),

die zu jedem Zeitpunkt angibt, wie sehr der Arm am Punkt z zum Zeitpunkt ¢
gegeniiber seiner Ausgangslage zum Zeitpunkt 0 verdreht worden ist.

Tatséchlich ist die Funktion P irrelevant. Wir vergessen sie ab jetzt. Die Funktion
G ist dagegen entscheidend. Sie muf3 folgende Zusatzbedingungen erfiillen:

G(1,t) = E3: der Punkt in der Schulter wird nicht verdreht;
cosa —sina 0
G(0,t) e {|sina cosa 0] |a€l0,2m)}=3S5,;,, :
0 0 1
das Buch wird nur horizontal gedreht;
G(z,0) = E3:  zum Referenzzeitpunkt ¢t = 0 ist natiirlich nichts verdreht;

G(z,1) = E3: zum Zeitpunkt ¢t = 1 ist der Arm wieder in Ausgangslage.

Die geschlossene Kurve S}, C SO(3,R) ist natiirlich eine Untergruppe der SO(3,R),
und das Bild einer bijektiven und stetigen Abbildung S* — SO(3,R).

Formalisierung der Fragen oben (warum 477 etc): Nun kann man ansetzen,
daf man eine stetige Funktion g : T — S} mit g(1) = g(0) = FE3 gegeben ha-
be. Sie beschreibt einen Kandidaten fiir eine Familie (in einem Zeit-Parameter) von
Verdrehungen des Buches auf dem Handteller.
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Zu so einer Funktion gibt es eine eindeutige stetige Funktion

cosalgl(t) —sinalg](t) O
algl: T =R mit g(t) = | sinafg|(t) cosalg](t) 0 und «ag](0) = 0.
0 0 1

Dann ist die Gesamtverdrehung zu g definiert als a[g](1), und das ist ein Vielfaches
von 27. Der folgende Satz beantwortet die Fragen und erkldrt das Experiment.

Satz: Zu einem ¢ wie oben gibt es genau dann ein G' wie oben mit g = G(0, .), wenn
die Gesamtverdrehung afg](1) von g ein Vielfaches von 47 ist.

Beweisidee zu <: Es reicht, die spezielle (aber typische) Abbildung g mit «[g](t) =
4w - t zu betrachten. Man mufl eine Familie G(x,.) von Wegen in SO(3,R) finden,
die den Weg g = G(0,.) stetig in den “trivialen” Weg G(1,.) : I — {FE3} deformiert.
Dafl das geht, zeigt folgendes Bild.

2

g

/ﬁJ(/ / 1Al / \ \;’\\/1‘; / N

H ey VOW p | \ / y | N\ g \ / A
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\ U 7; 42/ 2
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Zu =: Man mufB einsehen, dafl es im Fall der Abbildung ¢ mit a[g](t) = 27 - ¢
keine solche Familie von Wegen gibt. Das ist nach der Skizze zwar schon ein bisschen
anschaulich. Aber bewiesen werden soll es hier nicht. (O)

Bemerkungen 14.24 Begriffe, die hinter den Experimenten in 14.23 stehen:

(i) Fiir jede Teilmenge Y des RY (und allgemeiner fiir jeden topologischen Raum'Y’)
und jeden Punkt y € Y kann man eine Fundamentalgruppe m(Y,y) folgendermafien
definieren:

QY,y) =={g:1 =Y | g stetig ,g(0) = g(1) = y}
= die Menge der geschlossenen Wege in Y
mit Anfangs- und Endpunkt y,
cine Aquivalenzrelation ~ auf Q(Y,y) :
f~g <= psIG:IxI—Y stetig, so daB gilt:
G(0,t) = f(t), G(1,t)=g(t), G(z,0)=G(z,1)=y.
m(Y,y) = QY,y)/ ~ .
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Auf Q(Y,y) ist folgende Verkniipfung definiert: Bei f, g € Q(Y,y) ist fog € Q(Y,y)
die Abbildung mit

f(2t) t €0, 3]
(Fog)t) = {g(2t —1) t e [L1]

Lemma: [f1] = [fo], [g1] = [g2] = [f1 0 91] = [f2 0 go].
Daher hat man eine Gruppenstruktur auf m1(Y,y).

In diesem Rahmen kann man das Problem in 14.23 gut verstehen. Die Bewegung des
gesamten Armes gibt eine Deformation der Bewegung des Buches zur trivialen Bewe-
gung der Punktes in der Schulter. Ein geschlossener Weg in SO(3,R) ist genau dann
mit dem Handteller und dem Arm ausfithrbar, wenn seine Klasse in 7 (SO(3,R), E3)
trivial ist. Eine Umformulierung und Prézisierung des Satzes oben ist der folgende
Satz.

Satz: m (SO(3,R), B3) = 7Z/2Z, und [g] = [“41 mod 27)] € Z/2Z.

Also ist die Klasse [g] in m(SO(3,R), E3) von g : [ — S} wie oben genau dann
trivial, wenn «g|(1) € 47Z ist.

(ii) Der Beweis dieses Satzes benutzt eine natiirliche 2-zu-1-Abbildung S® —
SO(3,R), die man erhilt, wenn man S® aus zwei Kopien von D3 zusammen-
setzt (etwas analoges geht auch in den Dimensionen 1 und 2). Diese Abbildung
ist die universelle Uberlagerung von SO(3,R), und es ist 7, (S% pt) = {1}. Auch
die Beschreibung SU(2) ~ S® in 14.22 paBt ins Bild. Die induzierte Abbildung
SU(2) — SO(3,R) ist ein Gruppenhomomorphismus, und sie 148t sich prézis mit
den Hamilton-Quaternionen beschreiben.
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15 Symmetrien der Ebene und des Raumes

15.1 Isometrien

Definition 15.1 (a) (Erinnerung an Lineare Algebra I im HWS 2014, Definition
9.13 (a)) Sei X irgendeine nichtleere Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit
Metrik, falls sie erfiillt:

(M1) d(z,y) =0 <= z=y.
(M2) d(y,z) = d(z,y).
(M3) d(x,z) <d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Dann heifit X metrischer Raum (eigentlich ist das Paar (X, d) gemeint).

(b) Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d. Eine Isometrie von X ist ein bijektive
Selbstabbildung f : X — X, die die Metrik respektiert, d.h. mit

d(f(x), f(y)) = d(z,y)  fiirz,y € X.

(c) Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d. Die Menge aller Isometrien von (X, d)
ist Isom(X, d). Offenbar ist es eine Gruppe.

Wenn genug Zeit ist, wird in einem spéteren Kapitel ein ganz neuer metrischer Raum
eingefiithrt werden, die hyperbolische Ebene, und ihre Isometrien werden studiert wer-
den. Aber in diesem Kapitel geht es um Isometrien von Euklidischen Vektorrdumen,
vor allem Isometrien der Ebene R? und des Raumes R3.

Lemma 15.2 (Erinnerung an Lineare Algebra I im HWS 2014, Lemma 9.13 (b)
und Bemerkung 9.14) Sei V' ein n-dimensionaler (n € N) Euklidischer Vektorraum
mat Skalarprodukt ¢. Dann ist V' mit

d(z,y) = |z —yll = Vé(zr —y,x —y)

ein metrischer Raum.

Beweis: Das war in Korollar 9.12 und Lemma 9.13 (b) bewiesen worden. Der Knack-
punkt war die Dreiecksungleichung. Sie folgte aus der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung. |

Wegen Satz 14.3 (b) ist jeder orthogonale Automorphismus eines n-dimensionalen
Euklidischen Vektorraums V' eine Isometrie von V' als metrischem Raum. Lemma
15.3 vervollstindigt diese Aussage.

Lemma 15.3 Sei V' ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum. Es gilt:

{f:V — V Isometrie mit f(0) =0}
= {f:V — V orthogonaler Automorphismus von V'}.
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Beweis: D folgt aus Satz 14.3 (b).
C: Das Skalarprodukt kann mit Hilfe des Abstandes zum Nullpunkt ausgedriickt
werden,

2-¢(x,y) = o(x,2)+o(y.y) — oz —y,x—y)
= |lzl® + lyl* = ll= — yl®
= d(w,0)* +d(y,0)* — d(z,y)".
Sei f: V — V eine Isometrie mit f(0) = 0. Weil f Abstidnde und den Nullpunkt
erhélt, erhalt f das Skalarprodukt ¢.
Es bleibt zu zeigen, dass f linear ist. Sei B = (by,...,b,) eine ON-Basis von V.

Dann sind auch die Vektoren (f(by), ..., f(b,)) orthonormal zueinander. Sie sind linear
unabhéngig, denn wére etwa f(by) = Z?:Q Aj - f(bj), so wére fiir k =2,...,n

0= @by, br) = &(f(b1), f(br)) = ZAJ - (s, b) = Mg,

also f(by) = 0, im Widerspruch zu || f(b1)|| = ||b1|| = 1. Daher ist (f(b1), ..., f(by))
eine ON-Basis.
Fiir ein beliebiges » = Y7 ;- b; € V ist

¢(f(x), f(by)) = o(x, bs) = 5,
also (= gilt, weil f(b1), ..., f(b,) eine ON-Basis ist)

n

FQ b)) = f(2) = 3 o(f@), F(0))) - f(b) = Dy S (by).

j=1
Daraus folgt die Linearitéat von f. Also ist f ein orthogonaler Automorphismus. O
Der néchste Satz 15.5 wird zeigen, dass man allgemeine Isometrien Euklidischer

Vektorrdume (endlicher Dimension) aus Translationen und orthogonalen Automor-
phismen zusammensetzen kann.

Definition 15.4 In (a)-(e) sei V ein Vektorraum beliebiger Dimension iiber einem
beliebigen Koérper.
(a) Eine Translation ist eine Selbstabbildung der Gestalt

T,:V =V, v v+ a,
fiir ein @ € V. Offenbar ist T, bijektiv, und offenbar ist der Translationsvektor a
durch 7;,(0) = a eindeutig bestimmt.

(b) (Triviales Lemma) Die Menge aller Translationen ist offenbar eine abelsche Grup-
pe isomorph zu (V, +). Esist T, 0T, = T, fiir a,b € V und insbesondere T, ' = T__,,.
Diese Gruppe wird Transl(V') genannt.
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(c) Eine Abbildung f : V' — V heifit affin linear, falls sie Komposition f = T, o g
einer Translation T}, (¢ € V') und eines linearen Endomorphismus g : V' — V ist.
Falls g ein Automorphismus ist, heiit f Affinitdt oder affin linearer Automorphismus.

(d) Eine Gerade (oder auch affine Gerade) ist eine Menge der Gestalt a + K - v fiir
einv € V — {0} und ein a € V. Eine affine Gerade ist also das Bild T,,(K - v) einer
Geraden K - v durch 0 unter einer Translation T,.

(e) (Triviales Lemma) Eine Translation bildet Geraden auf Geraden ab. Eine linearer
Automorphismus bildet Geraden auf Geraden ab (denn f(a+K-v) = f(a)+ K- f(v)).
Eine Affinitét bildet Geraden auf Geraden ab.

(f) Sei V ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢. Seien [y
und [y zwei Geraden, die sich in einem Punkt p € V' schneiden. Dann ist der Winkel
zwischen [; und [y wohldefiniert. Bei [; = p+ R - v, und I = p+ R - vy ist er der
Winkel v € [0, 7] mit
[p(v1, v2)]
[oa]] - [Jva|
Wenn man die Geraden [y und Iy mit v; und vy orientiert (Definition 15.7), ist der
Winkel zwischen den orientierten Geraden der Winkel 7 € [0, 7] zwischen v und vs,
also der durch

gb(vb UQ)

[l - flo2|

cosy =

cos”y =

bestimmte Winkel. Offenbar ist v = 5 oder v = m — 7, je nachdem, was kleiner ist.

ATkl 2. Foll
4pR i ptRy,
U, &
P o
T O
0

Satz 15.5 Sei V' ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢.

(a) Sei T, : V — V fir ein a € V eine Translation. Sie ist eine Isometrie von V.
Sie erhdlt die Winkel zwischen Geraden. (Aber Skalarprodukt und Linge (=Norm)
von Vektoren bleiben bei a # 0 im allgemeinen nicht erhalten.)

(b) Sei f:V =V eine Isometrie. Sei g := T_y) o f. Dann ist g ein orthogonaler
Automorphismen von V', und es gilt

f=Tiweg=9°T 1=
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f ist eine Affinitdt und bildet Geraden auf Geraden ab und erhdlt die Winkel zwischen
Geraden.

(c) Die Abbildung
Transl(V) x O(V, 6) — som(V,d), (Tu,g) = To o g
ist bijektiv. Die Abbildung
U Isom(V,d) = O(V,¢), frrg:=T poof

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern Transl(V'). Die Abbildung f
(Tt(0y, 9) ist die Umkehrabbildung zur 1. Abbildung oben.

(d) Bemerkung: Die Translationen und die orthogonalen Automorphismen kommu-
tieren im allgemeinen nicht. Daher ist Isom(V, ¢) zwar als Menge, aber nicht als
Gruppe isomorph zu Transl(V') x O(V, ¢). Wegen der Aussagen in (c¢) sagt man aber,
dafs diese beiden Gruppen ein semidirektes Produkt von Gruppen bilden. Notation:
Transl(V') x O(V, ¢).

Beweis: (a) T, ist eine Isometrie, denn
d(Ta(x), Ta(y)) = d(x + a,y +a) = [[(x +a) = (y + o) || = [z — y[l = d(=z,y).

Der Rest ist auch klar.

(b) Offenbar gilt g(0) = (T_f©)© f)(0) = —f(0) + f(0) = 0. Wegen Lemma 15.3 ist g
ein orthogonaler Automorphismus. Nach Definition von g ist f = T4 o g. Und das
ist gleich zu g o T" y-1(g), denn

(Tt 0 9)(x) = f(0) + g(z) = g(z + g~ (f(0))) = g 0 Ty-1(4(0))(2)

und

ft=9""oT ),
also f~1(0) = g~ (—=f(0) +0) = —g~*(£(0)).
Weil f eine Affinitét ist, bildet f Geraden auf Geraden ab.
Das Bild unter g von zwei Geraden p + K - vy und p + K - vq ist g(p) + K - g(v1)
und g(p) + K - g(va). Wegen ¢(v1,v2) = ¢(g(v1), g(ve)) ist der Winkel zwischen den
Ausgangsgeraden gleich dem Winkel zwischen den Bildgeraden. Daher erhalten g
und dann auch f die Winkel zwischen Geraden.

(c) Wegen (b) ist die erste Abbildung surjektiv. Wegen (T, 0 ¢)(0) = a kann man aus
T, o g die Zahl a und die Translation T, und dann auch g rekonstruieren. Also ist die
erste Abbildung auch injektiv.

Wegen der doppelten Formel in (b) gibt es zu jedem Produkt g o T, mit g € O(V, ¢)
und b € Veinc € Vmit goT, = T.o0g. Bei fi = T} ) o g1 und T, o g2 gilt
Ji+ g1, f2 > ga, und

fiofa= T og)o (Tt og2) = ThooTr)ogiogs, also fioforsg1oge.
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Daher ist die zweite Abbildung in (c¢) ein Gruppenhomomorphismus. Surjektiv ist
sie sowieso. Dafl der Kern genau aus den Translationen besteht, ist auch klar. a

Satz 15.5 gibt ein zufriedenstellendes generelles Verstandnis von der Art, wie sich
allgemeine Isometrien Euklidischer Vektorraume in Teile (Translationen und ortho-
gonale Automophismen) zerlegen lassen. Unterkapitel 14.3 hatte die orthogonalen
Automorphismen genau studiert. Wir werden ihr Zusammenspiel mit den Transla-
tionen in den Féallen n = 2 und n = 3 im Unterkapitel 15.2 ansehen.

Beispiele 15.6 (i) Ein orthogonaler Automorphismus f € O(V,¢) eines n-
dimensionalen Euklidischen Vektorraums V' ist orientierungserhaltend, falls det f =1
ist, und orientierungsumkehrend, falls det f = —1 ist, vgl. das Ende von Ka-
pitel 7. Eine Isometrie f ist orientierungserhaltend/umkehrend, wenn der Anteil
g =V(f) € O(V, ¢) orientierungserhaltend /umkehrend ist.

(i)n=1, K =R:

SO(LR) = {Ei} ={(1)}
O(L,R) = {(1),(=1)} = O(R, da),
Isom(R, ¢g;) = Transl(R) x O(R, o)
= {Translationen} U {Spiegelungen} = R x {1} UR x {—1},
T, o (Spiegelung an 0) = (Spiegelung an g)

= T,/2 o (Spiegelung an 0) o T, /s,

denn § ist der einzige Fizpunkt von T; o (Spiegelung an 0).

\
ut[tiwff
e
| - S
0 1 o

e T

15.2 Symmetrien der Ebene und des Raumes

Nach Satz 15.5 (b) ist jede Isometrie eines n-dimensionalen Euklidischen Vektor-
raums eine Komposition aus einem orthogonalen Automorphismus und einer Trans-
lation. Im Fall von n = 2 und n = 3 gaben die Unterkapitel 14.2 und 14.4 ein gutes
Verstéandnis der orthogonalen Automorphismen: Es waren im Fall n = 2 Drehun-
gen und Spiegelungen (und id als unechte Drehung) und im Fall n = 3 Drehungen
und Drehspiegelungen (mit Spiegelungen als speziellen Drehspiegelungen und id als
unechter Drehung).
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In diesem Unterkapitel werden allgemeine Isometrien in den Féllen n =2 und n = 3
dhnlich genau studiert. Es wird sich zeigen, dass da viel mehr gesagt werden kann, als
dass sie Kompositionen aus Translationen und orthogonalen Automorphismen sind.

Definition 15.7 Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum (n € N).

(a) Zwei Basen von V heiflen orientierungsdiquivalent, falls die Basiswechselmatrizen
positive Determinante haben.

(b) (Triviales Lemma) Es gibt nur zwei Aquivalenzklassen orientierungsiquivalenter
Basen.

(¢) Dann ist eine Orientierung von V die Auszeichnung einer der beiden
Aquivalenzklassen von orientierungséiquivalenten Basen.

Bemerkungen 15.8 Zum Beispiel erlaubt es eine Orientierung bei einem 2-
dimensionalen Euklidischen Vektorraum, die ON-Basen in der ausgezeichneten
Aquivalenzklasse orientierungsiquivalenter Basen zu betrachten. Dann kann man
eine solche ON-Basis (e, e5) wihlen und jeder Drehung f um 0 den Drehwinkel
a € (0,27 mit f(e;) = cosa - e; + sina - ey zuordnen. Dann schreibt man sie als
Drehung d,.

Fiir abstrakte Resultate braucht man keine Orientierung, aber fiir Formeln mit Win-
keln ist eine Orientierung notig.

Beim R™ hat man von der Standardbasis her eine natiirliche Orientierung.

Definition 15.9 Sei V' ein 2-dimensionaler FEuklidischer Vektorraum, und sei f :
V' — V eine Isometrie von V.

(a) fist eine Drehung, falls ein p € V und eine Drehung d € SO(V, ¢) um 0 existieren,
sodass f =T,0doT_, ist.

Notation: Wenn V' orientiert und d = d, mit o € [0, 27] ist, ist f = d, . Dann ist f
die Drehung mit Winkel o um den Punkt p.

(b) f ist eine Spiegelung, falls eine Gerade L = p+ R -v C V existiert, so dass
f=1T,0s,0T_, ist. Hier ist s, € O(V, ¢) die Spiegelung an der Geraden R-v C V.
Notation: f = sy, f ist die Spiegelung an der Geraden L.

(c) f ist eine Gleitspiegelung, falls ein Vektor v € V' — {0} und eine Gerade L =
p+R-v CV existieren, so dass f =T, o s, ist.

Notation: f = g, 1, f ist die Gleitspiegelung an der Geraden L mit Translationsvektor
v (in Richtung der Geraden L). Bemerkung: 7T, und s; kommutieren.

Satz 15.10 Sei V' ein 2-dimensionaler Euklidischer Vektorraum.

(a) Die Isometrien von V', die Fizxpunkte haben, lassen sich iber ihre Fizpunktmengen
charakterisieren, und sie ergeben sich durch Konjugation mit Translationen aus den
orthogonalen Automorphismen: Es gibt nur die Identitit id (Fizpunktmenge =V ),
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die Drehungen (Fizpunktmenge = der Punkt, um den gedreht wird) und die Spiege-
lungen (Fizpunktmenge = die Gerade, an der gespiegelt wird).

(b) Zu diesen 3 Klassen kommen 2 Klassen von Isometrien hinzu, die keine Fizpunkte
haben: die Translationen und die Gleitspiegelungen.

(¢) Die Kompositionen von Drehungen und Spiegelungen mit Translationen sind Ele-

mente in folgenden Klassen:

Translation oid = Translation,
{echte Drehungen},
{Spiegelungen} U {Gleitspiegelungen}.

Translation o (echte Drehung) €
Translation o Spiegelung €

Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der Parameter fiir die verschiedenen Typen:

id ‘ Translationen ‘ Drehungen ‘ Spiegelungen ‘ Gleitspiegelungen
0 | 2 | 3 | 2 | 3

Beweis: (a) Sei f eine Isometrie mit einem Fixpunkt p € V. Dann ist g := T_,0 foT,
eine Isometrie mit Fixpunkt 0, Nach Lemma 15.3 ist ¢ ein orthogonaler Automor-
phismus, also ist g = id mit Fixpunktmenge V' oder eine echte Drehung um 0 mit
Fixpunktmenge {0} oder eine Spiegelung an einer Geraden L durch 0 mit Fixpunkt-
menge L. Die Konjugation 7,0 g o T_, = f hat die Fixpunktmenge

(Fixpunktmenge von f) = (Fixpunktmenge von g) + p

und ist nach Definition 15.9 gleich id oder eine Drehung oder eine Spiegelung.

(b) Die Translationen T,, a € V — {0}, sind natiirlich Isometrien ohne Fixpunkte.
Auch die Gleitspiegelungen sind Isometrien ohne Fixpunkte.

Es bleibt zu zeigen, dass das alle Isometrien ohne Fixpunkte sind.

Sei nun eine Orientierung von V' gewihlt. Wegen Satz 15.5 (b) mufl blof gezeigt
werden, dass Translation o (echte Drehung um 0) wieder eine echte Drehung ist, und
dass Translation o (Spiegelung an einer Geraden durch () eine Spiegelung oder eine
Gleitspiegelung ist.

Jede orientierungserhaltende Isometrie, die nicht id oder eine Translation oder eine
Drehung um 0 ist, hat die Gestalt f = T, o d, mit a € V — {0} und « €]0, 27[. Sei
e1 = af|la| und ey := dr2(e1). Dann ist (e1,es) eine richtig orientierte ON-Basis
von V. Die folgende Skizze zeigt, dass

o e (0% .
p::—(el+cot§-eg)zr51n§-el+rcos§-eg mit 7

a _llall/2
2

faQ
SlIl2

ein Fixpunkt von f ist. Daher ist

Toody =dop="T,0d,0T_, = eine Drehung.
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Jede orientierungsumkehrende Isometrie hat die Gestalt f = T, o s, mit a € V
und v € V' — {0}. Sei e; := v/||v]| und ey := dr/2(e1). Dann ist (eq, ez) eine richtig
orientierte ON-Basis von V', und a = a; + a mit geeigneten a; € Re; und as € Res.
Die folgende Skizze zeigt, dass die Gerade E := R - v + % die Fixpunktmenge von
T,, o s, ist. Daher ist T,, o s, = sg, und es gilt

Toos, =T, o(Ty,0s,) =Ty 0sg

Die rechte Seite T,, o sp ist offensichtlich eine Gleitspiegelung, falls a; # 0 ist, und
eine Spiegelung, falls a; = 0 ist.

(c) Dass jede Komposition in der jeweils angegebenen Menge liegt, beweist man
durch eine leichte Verallgemeinerung des Beweises von (b).

Bei den Translationen ist die Anzahl der Parameter gleich dim V' = 2. Bei den echten
Drehungen kann man den eindeutigen Fixpunkt in V' und den Drehwinkel beliebig
wahlen. Das gibt 2 + 1 = 3 Parameter. Bei den Spiegelungen wihlt man nur die
Spiegelungsgerade. Das gibt 1 Parameter fiir ihre Richtung und 1 Parameter fiir den
Abstand zur 0. Bei den Gleitspiegelungen hat man 1 Parameter mehr als bei den
Spiegelungen, die Strecke der Translation entlang der Spiegelungsgeraden. ]

Definition 15.11 Sei V ein 3-dimensionaler Euklidischer Vektorraum, und sei f :
V' — V eine Isometrie von V.
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(a) f ist eine Drehung, falls ein p € V und eine Drehung d € SO(V, ¢) existieren, so
dass f =T,0doT_, ist.

Notation: Wenn V' orientiert und d = dr, , mit orientierter Drehachse L und Drehwin-
kel o € [0, 27| ist, so wird f = dp1p geschrieben, f ist die Drehung mit orientierter
Drehachse L 4 p und Drehwinkel a.

(b) f ist eine Schraubung, falls eine echte Drehung d € Isom(V, ¢) und eine Transla-
tion T, mit a € V — {0} existieren, so dass die Drehachse die Gestalt p + R - a fiir
ein p € V hat und so dass f =T, od ist.

Bemerkung: Dann kommutieren 7, und d.

(c) f ist eine Spiegelunyg, falls eine Ebene E durch 0 und ein p € V existieren, so dass
f=1T,0sp0T_, ist. Hier ist sp die Spiegelung an der Ebene £ C V.
Notation: f = sg4,, f ist die Spiegelung an der affinen Ebene E + p.

(d) f ist eine Gleitspiegelung, falls ein Vektor v € V' — {0} und eine Ebene E + p
mit £ C V eine 2-dimensionaler Untervektorraum und ein v € E existieren, so dass
f=1T,05py, ist.

Bemerkung: Dann kommutieren 7}, und sg,.

(e) f ist eine Drehspiegelung, falls eine echte Drehung d € Isom(V, ¢) und eine Spiege-
lung s € Isom(V, ¢) existieren, so dass Drehachse und Spiegelungsebene senkrecht
zueinander sind und so dass f = d o sg ist.
Bemerkung: Dann kommutieren d und sg.

Droh ylretdnn
Sghvanbn% vﬁ&.‘hp\wlnng. Iﬂ" i

~ea E4p Js |
T [ O

Satz 15.12 Sei V ein 3-dimensionaler Euklidischer Vektorraum.

(a) Die Isometrien von V', die Fizxpunkte haben, lassen sich iber ihre Fizpunktmengen
charakterisieren, und sie ergeben sich durch Konjugation mit Translationen aus den
orthogonalen Automorphismen: Es gibt nur die Identitit id (Fizpunktmenge =V ),
die Drehspiegelungen (Fizpunktmenge = der Schnittpunkt von Drehachse und Spie-
gelungsebene), die Drehungen (Fizpunktmenge = die Gerade, um die gedreht wird)
und die Spiegelungen (Fixpunktmenge = die Ebene, an der gespiegelt wird).

(b) Zu diesen 4 Klassen kommen 3 Klassen von Isometrien hinzu, die keine Fizpunkte
haben: die Translationen, die Gleitspiegelungen und die Schraubungen.
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(¢) Die Kompositionen von Drehungen und Spiegelungen mit Translationen sind Ele-
mente in folgenden Klassen:
Translation oid = Translation,
Translation o (echte Drehung) € {echte Drehungen} U {Schraubungen},
Translation o Spiegelung € {Spiegelungen} U {Gleitspiegelungen},
Translation o Drehspiegelung € {Drehspiegelungen}.

Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der Parameter fiir die verschiedenen Typen:
id ‘ Translationen ‘ Drehungen ‘ Schraubungen ‘ Spiegelungen ‘ Gleitsp. ‘ Drehsp.

o s | 5 | 6 | 3 | 5 | ¢

Beweis: (a) Sei f eine Isometrie mit einem Fixpunkt p € V. Dann ist g :== T_,0 foT,
eine Isometrie mit Fixpunkt 0, Nach Lemma 15.3 ist ¢ ein orthogonaler Automorphis-
mus, also ist ¢ = id mit Fixpunktmenge V" oder eine echte Drehung an einer Geraden
durch 0 oder eine Spiegelung an einer Ebene durch 0 oder eine Drehspiegelung mit
{0} als Fixpunktmenge. Die Konjugation 7,, 0 go T_, = f hat die Fixpunktmenge

(Fixpunktmenge von f) = (Fixpunktmenge von g) + p

und ist nach Definition 15.11 gleich id oder eine Drehung oder eine Spiegelung oder
eine Drehspiegelung.

(b) Die Translationen T,, a € V — {0}, sind natiirlich Isometrien ohne Fixpunkte.
Auch die Gleitspiegelungen und Schraubungen sind Isometrien ohne Fixpunkte.

Es bleibt zu zeigen, dass das alle Isometrien ohne Fixpunkte sind.

Wegen Satz 15.5 (b) mufl blofl gezeigt werden, dass

Translation o (echte Drehung an einer Geraden durch 0) € {echte Drehungen}
U{Schraubungen},
Translation o (Spiegelung an einer Ebene durch 0) € {Spiegelungen}
U{Gleitspiegelungen},
Translation o (Drehspiegelung mit Fixpunkt 0) € {Drehspiegelungen}

gilt.

Sei nun eine Orientierung von V' gewihlt. Sei a € V — {0}, sei L = R - v eine Gerade
mit Orientierung gegeben durch v € V' — {0}, und sei a €]0, 27[. Sei a = a1 + a2 mit
as €R-vund a; € F:= (R-v)t.

1. Fall, Drehung oder Schraubung: Es muf§ gezeigt werden, dass T}, o dj, , eine
echte Drehung oder eine Schraubung ist.

Offenbar bildet Ty, o dy, o alle zu E parallelen Ebenen auf sich ab. Nach dem Beweis
von Satz 15.10 (b) ist Ty, o dp o = dpipa die Drehung an der Geraden L + p mit
einem p € E, das wie im Beweis von Satz 15.10 (b) bestimmt wird. Dann ist

Ta o dL,Oc - Ta2 o Ta1 o dL,Oc - Tag o dL+p,a
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eine echte Drehung, falls a; = 0 ist, und eine Schraubung, falls a; # 0 ist. Die
folgende Skizze soll das anschaulich machen.

Lfr L

Ay 1
P o
ﬁfw ea
i
A 0

2. Fall, Spiegelung oder Gleitspiegelung: Hier wird « nicht benutzt. Es mufl
gezeigt werden, dass T}, o sp eine Spiegelung oder eine Gleitspiegelung ist. Es ist

Ta2 oS = SE-‘F%

die Spiegelung an der (affinen) Ebene £4-%, denn diese Ebene ist die Fixpunktmenge
von 1}, o sg. Daher ist

TaosE:TalOTMOSE:TalosEJr%z

eine Spiegelung, falls a; = 0 ist, und eine Gleitspiegelung, falls a; # 0 ist. Die
folgende Skizze soll das anschaulich machen.

v 7
et/ 0 2 /

3. Fall, Drehspiegelung: Es mufl gezeigt werden, dass T, o (dy,, o sg) eine Dreh-
spiegelung ist. Den Fall behandelt man als Kombination der beiden Félle vorher. Es
ist
Ta o (dL,oz o SE) = (Ta1 o Taz) o (SE o dL,a) = Ta1 o (Tag o SE) o dL,a
= Tal © 5E+%2 °© dL,Oé = Tal ° dL,Cv © 8E+a72
= dpipa©Spey.
Das ist eine Drehspiegelung. Die Skizze zum 1. Fall macht auch diesen 3. Fall an-

schaulich.

(c) Dass jede Komposition in der jeweils angegebenen Menge liegt, beweist man
durch eine leichte Verallgemeinerung des Beweises von (b).
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Bei den Translationen ist die Anzahl der Parameter gleich dim V' = 3.

Bei den echten Drehungen kann man die orientierte Drehgerade und den Drehwinkel
in )0, 7] wihlen. Bei der Drehgerade muff man die Richtung und einen Basispunkt
wéhlen, wobei eine 1-Parameter-Familie von Basispunkten dieselbe Drehgerade gibt.
Das gibt (2 + (3 — 1)) + 1 = 5 Parameter.

Bei den Schraubungen trifft man die gleichen Wahlen wie bei den Drehungen und
wahlt zusétzlich die Strecke der Translation. Das gibt 5 + 1 = 6 Parameter.

Bei den Spiegelungen wahlt man nur die Spiegelungsebene. Das gibt 2 Parameter fiir
ihre Richtung und 1 Parameter fiir den Abstand zur 0, also 2 4+ 1 = 3 Parameter.
Bei den Gleitspiegelungen hat man 2 Parameter mehr als bei den Spiegelungen, den
Translationsvektor innerhalb der Spiegelungsebene.

Bei den Drehspiegelungen hat man 3 Parameter mehr als bei den Spiegelungen, also
6 Parameter. Man wihlt den Punkt in der Spiegelungsebene, in dem die Spiege-
lungsebene die Drehgerade trifft, und den Winkel der Drehung, zusammen sind das
2 4 1 = 3 zusétzliche Parameter. O

15.3 Friesgruppen

Definition 15.13 (a) Eine Untergruppe G' C Isom(R"™, ¢;) heifit diskret, falls das
Bild ¥(G) unter der Abbildung

U Isom(R", ¢gr) — O(R"™, 0st), f > g:= T_joyo f

endlich ist und falls die Translationsuntergruppe G NTransl(R™) von den Translatio-
nen um Vektoren aq, ..., a; mit 0 < k& < n erzeugt wird, wobei ay, ..., ar € R" linear
unabhéngig sind.

(b) Zwei diskrete Untergruppen G; und Gs von Isom(R", ¢) heiflen dhnlich, falls es
eine Affinitét (Definition 15.4 (¢)) A : R™ — R™ mit
Gy={AogoA|ge G}

gibt. Ahnlichkeit ist offenbar eine Aquivalenzrelation.
(c) Die diskreten Untergruppen im Fall (n, k) = (2,1) heilen Friesgruppen.

(d) Ein Fries ist eine Teilmenge M C R?, so dass {f € Isom(R?, ¢) | f(M) = M}
eine Friesgruppe ist. Sie ist die Symmetriegruppe des Frieses.

(e) Die diskreten Untergruppen im Fall (n,k) = (n,n) heiflen (fiir jedes n € Nxj)
kristallographische Raumgruppen. Im Fall (n, k) = (2,2) heiflen sie auch Ornament-
gruppen (auf englisch wallpaper groups). Die Sétze 15.16 und 15.20 machen Aussagen
iiber sie.

Satz 15.14 (a) Es gibt 7 Ahnlichkeitsklassen wvon Friesgruppen. Sie werden
F\, By, FlF2 F2F) und F3 genannt.
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(b) Die folgende Tabelle gibt zu jeder der 7 Klassen einen Ausschnitt eines Frieses,
so dass die Symmetriegruppe des Frieses eine Gruppe Fl,]72,}7’11,15’12,]713,]721,]?22 in
der Klasse Fy, Fy, F}, F2, F3 F), F2 ist. Hier ist Fy = {Tip0)| b € Z}, und Fy ist die
Translationsuntergruppe der anderen 6 Gruppen. Rechts in der Tabelle stehen einige
Zusatzinformationen. Fo ist eine weitere Friesgruppe in der Klasse Fy, bei der die
Drehpunkte gegenitiber der Gruppe Fy entlang der Lingsachse um i (z.B. nach rechts)
verschoben sind.

[ L [ [/ B o= (TonlbeZ)

AV, o
77 77 :

D {gewisse Drechungen um 7}

(L [ ¢ !
A YA Y :

> {Spiegelung an einer Lingsachse,
gewisse Gleitspiegelungen}

A/ v V AV4 V— ?‘12 > {Spiegelungen an gewissen Querachsen}

o~
: \ £ \/ \ 4 \ £ F} D {gewisse Gleitspiegelungen}

ne o~ ~ ~s
F} o FIUFIUFR
”~ ~ - ~’
F: o FPURUF

(¢) Die 8 Gruppen Fy, Fy, FL F2 F3 EF} F2 und Fy in (b) erfillen die Untergrup-
penbeziehungen im folgenden Diagramm. Hier ist eine untere Gruppe in einer oberen
Gruppe enthalten, wenn eine oder zwei (zwei nur bei Iy C Fy, Fy C F3) Kanten sie
verbindet. Die untere Gruppe ist dann ein Normalteiler in der oberen Gruppe, und
die Quotientengruppe hat 2 (bei 1 Kante) bzw. 4 (bei 2 Kanten) Elemente.
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/\\/\\
\\///

(d) Das folgende Diagramm gibt einen Algorithmus, mit dem man die Symmetrie-
gruppe eines gegebenen Frieses bestimmen kann.

o~ 1
+tvies
Halbdrehung?
Spiegelung an Spiegelung an
Léngsachse? Léngsachse?
ja je
/ nein / dein
Fl Fi
Spiegelung 211 Spiegelung an
Querachse? {Juerachse?
ja
ja nein
nein
F2 R
Gleitspiegelung?

ja / \nein
F3 3

Ein Teil von Satz 15.14 wird nach den Beispielen 15.15 bewiesen.
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Beispiele 15.15 (i) Wiederholung des Buchstaben A gibt ein  Fries
~AAAAAAAAA... mit Symmetriegruppe in der Klasse von F?2. Wiederholung
des Buchstaben 7 gibt ein Fries ...ZZZ7Z77777... mit Symmetriegruppe in der
Klasse von F5.

Die folgende Tabelle gibt fiir zwolf Grobuchstaben die Klasse der Symmetriegruppe
des Frieses an, das man durch Wiederholung des Buchstabens erhélt.

A[B|E|F|H|L|M|O|R|T]|Y]|Z
IR R R R F R E

Ein Fries mit Ausschnitt ... LTLTLTLI'L... hat eine Symmetriegruppe der Klasse F?.
Ein Fries mit Ausschnitt ...VAVAVAVAV... hat eine Symmetriegruppe der Klasse
F3. Mit einem einzelnen Grofibuchstaben kann man Friese mit diesen Symmetrie-
gruppen nicht herstellen.

(ii) Die folgenden sieben Bilder zeigen Ausschnitte von Friesen. Rechts von den Bil-
dern stehen die Klassen der Symmetriegruppen dieser Friese.

DD 7,

)o@ e T,

Beweis eines Teils von Satz 15.14: Zu jeder Friesgruppe G gibt es eine dhnliche
Friesgruppe mit Translationsgruppe gleich F;: Man muf nur eine Affinitit R? — R?
angeben, deren linearer Anteil die Gruppe {a € R?*|T, € G N Transl(R?)} auf die
Gruppe {(b,0) | b € Z} abbildet.

Ab jetzt sei G eine Friesgruppe mit Translationsuntergruppe gleich F.



198 15 SYMMETRIEN DER EBENE UND DES RAUMES

Sei f =T, 0g € G eine Isometrie in G mit linearem Anteil g € O(R?, ¢;). Es ist

(fo T,0) © fﬁl)(x) = (Tyogo T © gi1 oT ,)(x)
= (TuogoTug)(y ' (z—a))
= Tu(9((1,0)) + g(¢7 ' (x — a))) = 9((1,0)) + =
= Tyaop(z), also
foTumof™ = Ty

Diese Translation ist in G, also in der Translationsuntergruppe Fy von G. Daher
ist g((1,0)) = £(1,0). Das ist der Schliissel fiir eine Klassifikation der moglichen
Elemente von G.

Falls f und g Drehungen sind, folgt, daBl ¢ = +id ist, also die Identitéit oder die
Drehung um 7 mit Drehpunkt 0. Im ersten Fall ist f = T,. Im zweiten Fall ist auch
f eine Drehung um 7. Dann erzeugen f und F) eine Gruppe in der Klasse F3. Die
Elemente Ty o f mit b € Z sind die Drehungen. Thre Drehpunkte sind die Elemente
der Menge (Drehpunkt von f) + {1(b,0)|b € Z}.

Falls f eine Gleitspiegelung oder eine Spiegelung ist, so ist g entweder die Spiegelung
an der Lingsachse R x {0} oder die Spiegelung an der Querachse {0} x R.

Im zweiten Fall ist auch f die Spiegelung an einer Querachse {c} x R fiir ein ¢ € R.
Im zweiten Fall erzeugen f und Fy in der Klasse F2.

Im ersten Fall ist f2 = (T,09)* =Ty, € fl, also a € Z - (%,O).
1. UNTERFALL, a € Z: Dann erzeugen f und F; eine Gruppe in der Klasse F}.
2. UNTERFALL, a € %Z — 7Z: Dann erzeugen f und Fj eine Gruppe in der Klasse F?}.

Der weitere Beweis besteht hauptséchlich darin einzusehen, daf§ die einzigen Fries-
gruppen, deren Translationsuntergruppe Fj ist und die mindestens zwei der gera-
de konstruierten Gruppen in den Klassen Fy, FZ, Fl, F} enthalten, Gruppen in den
Klassen Fj oder Fy sind.

Das wird als (nicht so leichte) Ubung offen gelassen. Die Ausarbeitung der Losung

liefert (a) bis (d). O

15.4 Ornamentgruppen

Satz 15.16 Die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen von kristallographischen Raumgrup-
pen (Definition 15.13 (e)) wird in den Fdillen n = 2,3,4,5,6 in der folgenden Tabelle
gegeben.
n| 2| 3| 4] 5 | 6
| 17| 219 | 4783 | 222018 | 28927915

Wenn man bei der Definition von Ahnlichkeit nur orientierungserhaltende Affinititen
zuldfit, bleibt es im Fall n = 2 bei 17 Klassen. Aber im Fall n = 3 zerfallen 11 der
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219 Klassen in je 2 Klassen. Also hat man da dann 230 orientierte Ahnlichkeitsklassen
von kristallographischen Gruppen.

Zum Fall n = 2, also zum Fall der 17 Ornamentgruppen, gibt Satz 15.20 mehr
Details.

Zum Beweis: Der Fall n = 2 wurde 1891 von Jewgraf Stepanowitsch Fedorow
gefunden und 1924 von George Pdélya und Paul Niggli wiederentdeckt. Schon 1890
hatte Fedorow den Fall n = 3 studiert. Die Klassifikation im Fall n = 4 stammt aus
den 70er Jahren, die Félle n = 5 und n = 6 sind jiinger und haben sicher erheblichen
Computereinsatz erfordert. O

Nun soll ein Eindruck von den 17 Klassen von Ornamentgruppen, also den kristal-
lographischen Raumgruppen im Fall n = 2, gegeben werden. Das geschieht in zwei
Schritten. Im ersten Schritt in Satz 15.18 werden 5 verschiedene Typen von Gittern
betrachtet.

Definition 15.17 Ein Gitterim R” ist eine Untergruppe G C R", die von einer Basis
(b1, ..., by) von Vektoren des R™ erzeugt wird. Dann ist G =< by, ..., b, >= Z?’:l Z-b;,
und G ist als Gruppe isomorph zu Z". Dann ist by, ..., b, eine Gitterbasis.

Satz 15.18 (a) Jedes Gitter G C R? besitzt eine Gitterbasis (a,b), die genau eine
der folgenden 5 Bedingungen erfillt. Direkt nach der Bedingung steht der Name eines
solchen Gitters.

() la| < |b] < |a—0b|] < |a+ b|: schiefes Gitter.
(B) la] < |b] < |a—b| = |a+ b| : rechtwinkliges Gitter.
(v) la| = |b] < |a —b| = |a+ b| : quadratisches Gitter.

(6) 1b] = |a—b| < |a+0b| und |a|] # |b|: rhombisches Gitter oder Rauten-Gitter
oder rechtwinklig flachenzentriertes Gitter.

(¢) |a] = |b] = |a — b|: hexagonales Gitter

In den Fillen (6) und () gilt auch |a| < |a + b.
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(b) Die Untergruppe von O(R?, ¢y), die ein Gitter wie in (a) auf sich abbildet, hat
in den 5 Fdllen folgende Elemente:

() {£1id}.

(B) {xid} und 2 Spiegelungen: als Gruppe isomorph zu D,.

(v) Eine Gruppe vom Typ DéQ) von Automorphismen eines Quadrats, 4 Dre-
hungen und 4 Spiegelungen (Satz 14.8 (b)).

(6) {£id} und 2 Spiegelungen: als Gruppe isomorph zu Dy.

(2)

(¢) Eine Gruppe vom Typ Dé von Automorphismen eines requldren Sechsecks,
6 Drehungen und 6 Spiegelungen (Satz 14.8 (b)).

Zum Beweis: Der Beweis ist nicht schwer, aber auch nicht so interessant. Er wird
hier nicht ausgefiihrt. ]

Im zweiten Schritt werden die Ornamentgruppen genauer beschrieben. Das geschieht
in Definition 15.19 und Satz 15.20.

Definition 15.19 (a) Jeder der 17 Klassen von Ornamentgruppen wird folgender-
maflen einer der 5 Gittertypen zugeordnet.
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Das Gitter eine Ornamentgruppe G C Isom(R?, ¢) ist die Gruppe H C R? mit
G N Transl(R?) = {T, |a € H}.

Dann haben innerhalb einer Klasse von Ornamentgruppen fast alle Ornamentgrup-
pen Gitter desselben Typs. Das ist dann der Gittertyp der Klasse von Ornament-
gruppen.

Bemerkung: Bei einer Klasse von Ornamentgruppen mit Gittertyp («) oder (/) oder
(0) konnen spezielle Ornamentgruppen in dieser Klasse Gitter von anderen speziel-
leren Typen haben. Bei («) sind alle anderen Gittertypen spezieller; bei () ist nur
() spezieller; bei (9) ist nur (¢) spezieller.

(b) Dann sind a und b Erzeugende des Gitters mit denselben Eigenschaften wie in

§atz 15.18. Es sei b := b aufler im Fall eines rhombischen Gitters. In dem Fall sei
b:=2b—a.

(c) Die von der International Union of Cristallography 1952 gegebenen Symbole fiir
die 17 Klassen von Ornamentgruppen bestehen aus 4 Zeichen ABC'D mit den fol-
genden Bedeutungen. Sei G C Isom(R?, ¢;) eine Ornamentgruppe.

A = p bei allen Gittertypen aufler dem rhombischen, A = ¢ beim rhombischen
Gittertyp (p fir primitive, c fiir centered).

B €{1,2,3,4,6} ist die hochste auftretende Ordnung einer Drehung in G.

C € {1,m,g} ist 1, falls es keine Spiegelungen oder Gleitspiegelungen in G mit
(Gleit)Spiegelungsachsen senkrecht zu a oder b gibt. C' ist m, falls es Spiegelungen
in G mit Spiegelungsachsen senkrecht zu a oder b gibt. Ansonsten (also falls es
keine Spiegelungsachsen, aber Gleitspiegelungsachsen senkrecht zu a oder b gibt), ist
C=yq.

D e {1,m,g} ist 1, falls B = 1 ist. Ansonsten wird sowohl die Richtung r; (= @ oder
E) betrachtet, die senkrecht zur in C' betrachteten Richtung einer (Gleit)Spiegelung
ist, als auch die gegeniiber der Richtung r; um 7/B gedrehte Richtung ry. Dann ist
D =1, falls es keine Spiegelungsachse oder Gleitspiegelungsachse in mindestens einer
der Richtungen r; oder ry gibt. Es ist D = m falls es Spiegelungsachsen in mindestens
einer der Richtungen r; oder 75 gibt. Ansonsten (also falls es keine Spiegelungsachsen,
aber Gleitspiegelungsachsen in mindestens einer der Richtungen 7 oder 7o gibt), ist
D=g.

Oft werden diese Bezeichnungen verkiirzt: Offensichtliche Symbole werden weggelas-
sen, siehe unten im Satz 15.20.

Satz 15.20 (a) Die folgende Tabelle gibt die Symbole und die Gittertypen der 17
Klassen von Ornamentgruppen. Der Typ ist nicht Standard, er ist an das Bild zu
den 17 Klassen angepafit, das in Teil (b) kommdt.
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Typ Symbol Gittertyp
1 pl = plil schief
2 p2 = p211 schief

7 pm = plml | rechtwinklig
8 pg = plgl | rechtwinklig
10 | pmm = p2mm | rechtwinklig
11 | pmg = p2myg | rechtwinklig
12 | pgg = p29g | rechtwinklig
4 p4 = p4l1 quadratisch
15 | p4m = p4mm | quadratisch
16 P49 = p4mg | quadratisch

6 cm = clml Raute
9 | emm = c2mm Raute
3 p3 = psil hezxagonal
14 p3ml hexgonal
13 p3Im hezxagonal

5 pb = p611 hexagonal
17 | pbm = pbmm | hezxagonal

(b) Das folgende Bild ist dem Buch ELEMENTARE GEOMETRIE UND ALGEBRA von
H.-W. Henn (Vieweg 2003) entnommen. Es beschreibt zu jeder der 17 Klassen von
Ornamentgruppen eine Ornamentgruppe G in folgender Weise.

Es zeigt ein Parallelogramm, dessen Ecken im Fall B > 2 Drehpunkte von Drehungen
mazimaler Ordnung sind, und so, dass die Differenzvektoren die Basisvektoren a und
b des Gitters aus Satz 15.17 sind.

Im Fall B =1 (= keine Drehungen in G) liegen die Ecken des Parallelogramms auf
Spiegelungsachsen oder Gleitspiegelungsachsen. Alle Drehpunkte (=Drehzentren) auf
dem Parallelogramm sind angezeigt, wie in der Legende zum Bild beschrieben, ebenso
die Teile im Parallelogramm von Spiegelungsachsen und Gleitspiegelungsachsen.
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TYP 1 p1

S e o

)
-—d =
|
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T -

Drehzentren

Spiegelachse
0 2fach . Gleitspiegelachse
A 3-ach ——— Zellenrand
D 4-fach -------------------- zentrier‘te Ze"e
O se-fach

(c) Es gibt ein zu Satz 15.14 (e) analoges Diagramm, mit dem man zu einem gege-
benen Ornament die Klasse seiner Ornamentgruppe bestimmen kann. Eine Version
findet man im Buch von H.-W. Henn.

Zum Beweis: Der Beweis wird hier nicht gegeben. Man muf} viele Falle sorgfiltig
ausarbeiten. Die Klassifikation wurde zuerst 1891 von Fedorow gefunden. 1924 wurde
sie von Pélya und Niggli wiederentdeckt. Der eleganteste moderne Beweis benutzt
Orbifolds. |

Bilder von Ornamenten werden hier nicht gegeben. Man findet zahlreiche Bilder im
Internet und in Biichern.
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15.5 Penrose-Pflasterungen

Definition 15.21 (a) Eine Penrose-Pflasterung ist eine Uberdeckung der Ebene R?
durch unendlich viele Penrose-Fliesen, wobei die Fliesen sich nur in ihrem Rand
schneiden diirfen und nur Ecken gleicher Farbe (schwarz oder weif}, sieche unten)
aneinanderstoflen diirfen.

(b) Es gibt zwei Typen von Penrose-Fliesen. Fiir ihre Konstruktion startet man
mit einem Parallelogramm mit Ecken A, B, C, D (bei mathematisch positivem Um-
lauf) mit allen Seitenléngen gleich g := %5 = goldener Schnitt, und mit Winkeln
AL(BAD) = £(DCB) = 2 und £(CBA) = £(ADC) = 3%, siche die Skizze links.
Der Punkt E wird auf der Strecke AC' so gewdhlt, dass £(EBA) = £(ADE) = 2%
und £(CBE) = £(EDC) = % ist.

Drachin Sohvenlbe

Die Penrose-Fliese Drachen ist das (konvexe) Viereck (ABED) mit den schwarzen
Ecken B und D und den weiflen Ecken A und E. Die Penrose-Fliese Schwalbe ist
das (nicht konvexe) Viereck (BCDE) mit den schwarzen Ecken £ und C' und den
weiflen Ecken B und D.

Lemma 15.22 (a) Im Parallelogramm (ABCD) in Definition 15.21 (b) ist
d(B,E)=d(E,C)=1und d(A,E) =d(A,B) = g.

(b) Es ist
Fliche des Drachen
Fliche der Schwalbe
Beweis: (a) Das Dreieck A(BCE) ist gleichschenklig. Daher ist d(B, F) = d(E, C).
Es ist

g.

1 1
d(E,C’)-cosgzi-d(B,C)ZE-g.

Wegen 2cos £ = g (Aufgabe 1 von Blatt 5 zur LA Tim HWS 2014) ist d(E,C) = 1.
Das Dreieck A(ABE) ist wegen

L(AEB) =7 — £(BAE) — £(EBA) = 7 — g - 2?” - 2% — L(EBA)

gleichschenklig. Daher ist d(A, E) = d(A, B), und das ist gleich g.
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(b) Man bewegt das Dreieck A(BCFE) so, dass seine Eckpunkte B und C' auf den
Eckpunkten A und B (in dieser Reihenfolge) des Dreiecks A(ABE) zum Liegen
kommen. Wegen £(CBE) = § = £(BAFE) ist

Fldche des Drachen  d(A, E)

Fliiche der Schwalbe  d(B, E)

=l

|

Beispiel 15.23 Hier ist ein Ausschnitt einer Penrose-Pflasterung. Hier sind die Dra-
chen weifl und die Schwalben grau.
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Satz 15.24 (Penrose 73)
(a) Es gibt Penrose-Pflasterungen, sogar iberabzihlbar viele (oben ist ein Ausschnitt
eines Beispiels).

g g

(b) Jeder endliche Teil einer Penrose-Pflasterung tritt bei jeder Penrose-Pflasterung
uendlich oft auf. Insbesondere kann man zwei verschiedene Penrose-Pflasterungen
nicht mit Hilfe von endlichen Teilen unterscheiden.

(c) Wenn man eine Folge von Kreisen K, im R? mit Radien r, mit r,, —p 00 00
betrachtet, gilt

|{Drachen ganz in K, }|

|[{Schwalben ganz in K, }|

(d) Es gibt keine Translation (# Ty = id), die die Menge der Ecken und Kanten
einer Penrose-Pflasterung auf sich abbildet, d.h. jede Penrose-Pflasterung ist nicht-
periodisch.
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(e) (Penrose+Conway) Vergroberung: Man erhdlt auf folgende Weise aus einer
Penrose-Pflasterung eine neue Penrose-Pflasterung mit neuen Fliesen, die um den
Faktor g grofer sind als die alten Fliesen: Jede Schwalbe wird durch einen Schnitt von
einer zur anderen schwarzen Ecke in zwei Dreiecke geteilt. Die dabei entstandenen
Kanten werden neu genannt. Alle Drachen und/oder Dreiecke, die eine nicht neue
kurze Kante gemeinsam haben, werden entlang dieser Kante verklebt.

Das folgende Bild gibt die Vergroberung des Beispiels 15.18.

A" >,. LY A » A A
\J"‘ .'A ‘ '
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(f) (Penrose+Conway) Verfeinerung: Man erhdlt auf folgende Weise aus einer
Penrose-Pflasterung eine neue Penrose-Pflasterung mit neuen Fliesen, die um den
Faktor L kleiner sind als die alten Fliesen: Jede Schwalbe wird wie im Bild in einen
Drachen und zwei halbe Schwalben aufgeteilt. Jeder Drachen wird wie im Bild in zwei
Drachen und zwei halbe Schwalben aufgeteilt. Die fehlenden halben Schwalben werden
erganzt.
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(g) Vergroberung und Verfeinerung sind inverse Prozeduren. Man kann die Verfeine-
rung auch bei Stiicken von Penrose-Pflasterungen durchfihren. Durch abwechselnde
Verfeinerung und Reskalierung mit dem Faktor g erhdlt man immer grofie Ausschnit-
te von Penrose-Pflasterungen mit immer mehr Penrose-Fliesen.

(h) Es gibt (bis auf Verschiebung und Drehung) genau zwei Penrose-Pflasterungen,
bei denen es eine Untergruppe von Isom(R?, ¢) der Ordnung 5 von Drehungen gibt,
die die Penrose-Pflasterung auf sich abbilden. Durch Vergroberung und auch durch
Verfeinerung gehen sie in einander iiber. Die Drehpunkt sind die Mittelpunkte der
beiden folgenden Figuren.

Durch abwechselnde Verfeinerung und Reskalierung springt man zwischen immer
grofieren Ausschnitten der beiden Penrose-Pflasterungen hin und her.

Beweisfragmente und Bemerkungen: (i) Der Schliissel zu den meisten Aussagen
sind die Prozeduren Vergréberung und/oder Verfeinerung. Um zu verstehen, dass die
funktionieren, braucht man folgende elementare Beobachtungen:

e In einer Penrose-Pflasterung liegen an den beiden kurzen Kanten einer Schwal-
be Drachen an.

e Entweder liegen an beiden kurzen Kanten eines Drachen Schwalben an, oder
an einer kurzen Kante liegt eine Schwalbe an, an der anderen ein Drachen.

(ii) Zur Vergroberung: Man betrachtet die Drachen. Wenn ein Drachen mit einer
kurzen Kante an einen Drachen stofit, wird er mit diesem Partner und mit den
beiden halben Schwalben an den anderen beiden kurzen Kanten zu einem grofieren
Drachen zusammengeklebt. Wenn ein Drachen an beiden kurzen Kanten an eine
halbe Schwalbe sto8t, wird er mit den beiden halben Schwalben zu einer grofieren
Schwalbe verklebt. Weil alle halben Schwalben mit ihrer alten kurzen Kante an einen
Drachen stofien, werden bei diesem Verkleben alle halben Schwalben erfafit.

Daher erhilt man aus einer Penrose-Pflasterung eine neue Pflasterung der Ebene aus
grofferen Drachen und Schwalben. Um einzusehen, dass es eine Penrose-Pflasterung
ist, mufl man sehen, dass die Regel, dass nur Ecken gleicher Farbe aneinanderstoflen
diirfen, weiterhin gilt. Das folgt sofort aus der folgenden Beobachtung: Bei beiden
grofleren neuen Fliesen haben die Farben der Ecken gegeniiber den alten kleineren
Fliesen gewechselt.
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Dabher liefert die Vergroberung eine neue Penrose-Pflasterung. (Sie muf nicht bis auf
Skalierung gleich der alten sein und ist es selten (nie?).)

(iii) (d) folgt leicht aus (e), d.h. daraus, dass die Vergroberung funktioniert. Wenn
eine Penrose-Pflasterng unter einer nichttrivialen Translation invariant wére, so wére
auch jede Penrose-Pflasterung, die man durch n-maliges Vergrobern (n € N) erhélt,
invariant unter der Translation. Aber fiir geniigend grofles n sind die Fliesen so grof,
dass die Verschiebung einer einzelnen Fliese die Fliese iiberlappen wiirde. Dann kann
die Penrose-Pflasterung nicht invariant unter der Translation sein. Ein Widerspruch.

(iv) Zur Verfeinerung: Die Bilder in (f) zeigen, dass lokal die Verfeinerung existiert
und invers zur Vergréberung ist. Wieder wechseln die Farben der Ecken bei den
neuen Fliesen gegeniiber den alten Fliesen.

Aus den Moglichkeiten, wie die alten Fliesen entlang ihrer langen Kanten aneinander
stoflen konnen, ergibt sich, dass all die konstruierten halben Schwalben sich zu ganzen
Schwalben zusammenfiigen.

Daher erhilt man eine neue Penrose-Pflasterung. Und die Verfeinerung ist invers zur
Vergroberung.

(v) Die Verfeinerung funktioniert auch, wenn man mit einem endlichen Ausschnitt
(z.B. einer einzelnen Fliese) startet. Wiederholte Verfeinerung gibt immer grolere
Ausschnitte von Penrose-Pflasterungen. Daraus folgt die Existenz von beliebig grofien
Ausschnitten von Penrose-Pflasterungen, aber noch nicht direkt die Existenz von
Penrose-Pflasterungen.

(vi) Wenn man aber mit einer der beiden Figuren in (h) aus 5 Drachen oder Schwal-
ben startet, ist es ziemlich klar, dass abwechselnde Verfeinerung und Reskalierung
immer groflere Ausschnitte von Penrose-Pflasterungen liefert, die alle zyklische Dreh-
symmetrien der Ordnung 5 haben. Tatséchlich springt man zwischen immer groferen
Ausschnitten von zwei Penrose-Pflasterungen hin und her, und diese sind die einzigen
mit zyklischer Drehsymmetrie der Ordnung 5.

(vii) Zu (a): Dass es tiberabzihlbar viele Penrose-Pflasterungen gibt, ist nicht so leicht
zu sehen. Folgende Zuordnung ist ein erster Schritt: Man startet mit einer Penrose-
Pflasterung Py. Man konstruiert durch Wiederholung der Vergroberung (ohne Reska-
lierung) Penrose-Pflasterungen P,, n € Ny, mit immer groferen Fliesen. Nun wahlt
man einen Punkt ¢ im Inneren einer Fliese von Py. Man definiert eine Folge (ky,)nen,,
k, € {0;1} von Nullen und Einsen wie folgt:

- 0 falls ¢ € (ein Drache von PB,),
"7 |1 falls ¢ € (eine Schwalbe von P,).

Zwei Folgen heiflen dquivalent, falls sie ab irgendeinem Folgenglied iibereinstimmen.
Weil die Fliesen der Penrose-Pflasterungen wie ¢" wachsen, liegen zwei beliebige
Punkte fiir gentigend grofles n in derselben Fliese. Ab da stimmen die beiden Folgen
{iberein. Also erhilt man zu einer Penrose-Pflasterung eine Aquivalenzklasse von
Folgen.
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Man kann zeigen (aber das ist nicht so leicht), dass iiberabzéahlbar viele
Aquivalenzklassen von Folgen als Aquivalenzklassen von Penrose-Pflasterungen auf-
treten. Daher gibt es iiberabzéhlbar viele Penrose-Pflasterungen.

(viii) Zu (b): Das folgt leicht aus der Vergroberung und der Verfeinerung. Sei irgend-
ein Ausschnitt A (aus endlich vielen Fliesen) einer Penrose-Pflasterung Py gegeben.
Fiir ein geniigend grofles n € N ist der Ausschnitt in einer einzigen Fliese der Penrose-
Pflasterung P, enthalten.

Sei nun )y irgendeine Penrose-Pflasterung und @,, die n-fache Vergroberung von
Qo. Weil die Verfeinerung invers zur Vergroberung ist, kann man )y durch n-faches
Verfeinern aus ), konstruieren. Daher ist der Ausschnitt A (bis auf Verschiebung
und Drehung) auch in jeder Fliese gleichen Typs in @, enthalten. Daher ist der
Ausschnitt A abzdhlbar oft in (g enthalten. Das gibt (b).

(ix) Zu (c): Hier mufl man ansehen, wie sich lokal das Verhiltnis von Drachen zu
Schwalben bei Verfeinerung (oder Vergroberung) éndert. Das fiihrt auf einfache For-
meln. Daraus globale Aussagen zu machen, erfordert aber noch einige Genauigkeit.



