Losungen der Klausur
am 01.09.2015 zur Linearen Algebra Ila

1. (6=3+1+1+1 Punkte)

(a) Eine Relation R C M x M ist eine Aquivalenzrelation, falls sie folgende drei
Eigenschaften erfiillt:

(i) Reflexivitat: Fir alle x € M gilt: (x,z) € R.
(i) Symmetrie: Fiir alle x,y € M gilt: (x,y) € R = (y,z) € R.
(iii) Transitivitdt: Fir alle z,y,z € M gilt: (z,y) € R und (y,2) € R =
(x,2) € R.
(b) U ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn U = aUa™! fiir alle a € G
ist.

(c¢) Eine Teilmenge I C R ist genau dann ein Ideal, wenn sie eine additive
Untergruppe mit
acl,beR=>b-a€cl

ist.

(d) Ein Ideal I C R ist genau dann ein maximales Ideal, wenn I & R gilt und
wenn kein Ideal J C Rmit I & J & R existiert.

2. (6=5+1 Punkte)

(a)
150 =2-55+40 | ¢; = 2 | ry = 40
55=1-40+15 |qu=1|r3=15
40=2-15410 |gz=2|r =10
15=1-10+5 |q=1|r=>5

10=2-5 G =2|1r6=20
{ T | Qi T Yi
0]150| — 1 0
1| 55| 2 0 1
21 40| 1 1 —2
3| 15| 2 -1 3
41 10| 1 3 -8
5 5| 2 —4 11
6 0| — :—; =11 —:—g =-30

alson =5, g¢gT(rg,r1)=r5=>5.

(b) n <5 -|Dezimalstellen von rq|.



3. (6=8+3 Punkte)
(a) Esist 2> — 1 =&, - &3 und &; = x — 1. Daher ist

51
<I>3:x =2’ +z+1.
r—1

Esist 2 — 1= ®; - &3 D9 = (23 — 1) - ®y. Daher ist

91
q)gsz =20 423+ 1.
x° —1

Esist 227 — 1 = ®; - &3 &y - Dyy = (27 — 1) - By;. Daher ist

|

18 9
=x "4z +1.
9 —1

Dyy =

(b) Losungen zu b = 4modb sind 4,9, 14,19, 24, .... Thre Reste modulo 7 sind
4,2,0,5,3,.... Also ist by := 24 eine Losung des Gleichungssystems

= 4modb
= 3mod7

Esist bp = Tmod 17 und 5-7 = 35 = 1 mod 17. Also ist

b = 24+2-35=94
mithb = 7+2-1=9mod17

eine Losung des Gleichungssystems

= 4modb
3mod 7
= 9mod17

4. (6=53+3 Punkte)

(a) Sei G eine endliche Gruppe, und sei U eine Untergruppe von G.
Dann sind auch U und G/U endlich, und alle Linksnebenklassen (und Rechts-
nebenklassen) haben genauso viele Elemente wie U. Daher ist

G| = |U]-1G/U].

Also teilt die Ordnung |U| von U die Ordnung |G| von G.

(b) Es ist [a] € Z/pZ — {0}, also [a] € (Z/pZ)*. Die multiplikative Gruppe
(Z/pZ)* hat Ordnung p — 1. Das Element [a] erzeugt eine zyklische Unter-
gruppe ([a]) C (Z/pZ)*. Aufgrund des Satzes von Lagrange gilt
I([a])] | (Z/pZ)*| = p—1. Aber die Ordnung von [a] ist gleich |([a])|. Daraus
folgt [a]P~1 = [1], also a?~! = 1 mod p. 0



5. (6 Punkte) Die 4 erzeugenden Elemente sind b := a+1,a+2,2a+ 1 und 2a + 2.
Das folgt aus folgenden Rechnungen:

o= 1,

o= a+1,

¥ = (a+1)?=a*+2a+1=2a,

¥ = (a+1) -2a=20"42a=2a+1,

V' = (a+1)-2a+1)=2a"+3a+1=2,
V¥ = (a+1)-2=20" =2a+2,

V¥ = (a+1) 2a+2) =2V =aq,

Vo= (a+1)-a=2"=a+2.

6. (6=2+1+2+1 Punkte)
(a) ®f: K[t] — End(V) bildet Y7 a;t’ auf 37" ja;f7 ab. ®; ist ein Ringho-

momorphismus und ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(b) Sei f:V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V' mit dimy V' =

n € N. Es ist
Pi(f) =0 € End(V).

(c) Der Kern der Abbildung @ oben enthilt ein eindeutiges unitires Polynom
mit kleinstem positiven Grad. Es ist das Minimalpolynom M(t) von f.

(d) Py(t) =(t—a)”-(t=p)° (t—7)".
My(t) = (t— )’ (t=B)*- (t —7)°.

7. (6 Punkte) =: Sei R/I ein Korper. Wegen Lemma 11.19 (c) reicht es zu zeigen,
dass fiir jedes a € R—1 gilt: (a)+1 = R. Seia € R—1. Dann ist [a] € R/ —{0}.
Daher ist [a] invertierbar. Also gibt es ein b € R mit [a][b] = 1g/; = [1g]. Daher
ist 1g € ab+ I C (a) + 1. Daher ist R = (a) + 1.

<: Sei I ein maximales Ideal. R/I ist ein kommutativer Ring mit Einselement
Lgr/r = [1g]. Zu zeigen ist, dass jedes Element [a] € R/I — {0} invertierbar ist.
Sei [a] € R/I — {0}. Dann ist a € R — I. Weil I ein maximales Ideal ist, ist
(a) + 1 = R. Also gibt es es ein b € R und ein u € I mit ab+ u = 1g. Es folgt
la][b] = [1g] = 1g/;. Also ist [a] invertierbar, und das Inverse ist [b]. 0

8. (6 Punkte) (Spektralsatz fiir hermitesche Matrizen) Sei A € M(n x n,C) eine
hermitesche Matrix, also A = A",

Sei A € C ein Eigenwert von A als komplexer Matrix, und sei v = (vy, ..., v,)"" €
M(n x 1,C) — {0} ein Eigenvektor mit Eigenwert A, also M -v = X\ - v. Es ist
v -7 > 0 wegen v # 0. Es ist

A7) = No)u=(A-0)" D
v

Daher ist A = X, also \ € R.



Es gibt eine Basis by, , ,.b, von M (nx 1,R), so dass mit B := (by...b,) € GL(n,R)
die Matrix B~'AB in Jordannormalform ist.

Nun Indirekter Beweis. Annahme: A ist nicht diagonalisierbar.

Dann gibt es einen Eigenwert A\, so dass die Matrix B~'AB einen Jordanblock
der Grofle > 2 zum Eigenwert A hat. Also gibt es Vektoren b; und b;y; in der
Basis oben mit

Ab]:Ab] und A'bj+1:)\'bj+1+bj.

Aber dann ist (wegen A = A'")

Nby bt by by o= by (b by) =0 (A b)

(0, - A) bjar = (b A") bjpr = (A-5)" - by
(AB)" by = A by b = A+ b

also b_jtr by = 0.

Aber das ist wegen b; # 0 unméglich. Also war die Annahme oben falsch.



