Losungen der Klausur
am 28.03.2015 zur Linearen Algebra Ila

1. (6=1+1+2+1+1 Punkte)

(a) a € R— {0} ist ein Nullteiler, falls ein b € R — {0} mit a - b = 0 existiert.
(b) R=Z¢,a=2,b=3 (oder R =7Z/6Z,a = [2],b = [3]).
(c¢) Ein Element a € R — (R* U {0}) ist irreduzibel, falls gilt:

a=b-c=bec R" oder c € R".
Ein Element a € R — (R* U {0}) ist ein Primelement, falls gilt:
al|(b-c) = alb oder ac.

(d) K[z] (mit K ein Korper).
(e) Zlx] und Kz, xs] (mit K ein Korper).

2. (6=2+2+2 Punkte)

(a)
o) = (p—1)p"" fir k£ € N, p eine Primzahl,
pla-b) = pa)-p(b) fir a,b € N mit ggT(a,b) = 1.
(b)
n_|21]22]|23]24
p(n) |12]10]22| 8
(c)
n [1]2]4]7|8]11|13]14
nt|1]8[4]13]2[11] 7 |14
3. (6=4+2 Punkte)
(a)
= t-t,

241 irreduzibel,
t2+2 = (t+1)(t+2),
24+t tt+1),

t* + 2t t(t +2),
rt+1l = (t+2)(t+2),
t4t+2 irreduzibel,

2t +1 = (t+1)(E+1),
2+ 2t +2 irreduzibel.



(a+a?)-a® = &’ +at=(a+1)+(a®+a)=a’+1.
Das Inverse von 1 + o + a? ist o?, denn
(I+a+a?) -0 = o+ (a+a?)-a®*=a’+(a*+1)=1.
4. (6=2+2+1+1 Punkte)

(a) Eine Matrix A € M(n x n, K) ist in Jordannormalform, falls sie Blockdia-
gonalgestalt hat,
A
A=
Ay

mit A; € M(r; x rj, K), und falls die Blocke A; Jordanblocke sind,

A1 0
0 A

fiir )‘j EK.

(b) f:V — V 148t sich in Jordannormalform bringen, falls eine Basis B von V'
existiert, so daBl M (B, f, B) in Jordannormalform ist. Dann heifit die Matrix
M(B, f, B) eine Jordannormalform von f.

(¢) f:V — V laBt sich genau dann in Jordannormalform bringen, wenn das
charakteristische Polynom Py(t) in K[t] in Linearfaktoren zerfallt.

(d) f:V — V heift nilpotent, falls f™ = 0 ist.
5. (6=4+2 Punkte)

(a)

o e e L L e L
.L.i).i).i)o
oi>oi>oi>0

e L5 0

4 Jordanblocke der GroBen 6,4,3 und 1. Py(t) = 14, My(t) = 5.

(b) Die Matrix A ist die Begleitmatrix AY) zum unitéiren Polynom f(t) = ¢4 —
3t3 + 2t = t2(t — 1)(¢t — 2). Daher haben A und B die Eigenwerte 0, 1
und 2, und B hat zu jedem FEigenwert genau einen Jordanblock. Dessen
GroBle ist die Vielfachheit des Eigenwerts als Nullstelle von f. Also haben
die Jordanblocke zu den Eigenwerten 0, 1 und 2 die Groflen 2, 1 und 1.

6. (6=1,5+2,5+2 Punkte)

(a) i
o(A",B) = (é(a;, b;)) € M(nxm, K) bei A= (ay,...,a,),B = (b1, ...,bm).



ii.
¢<<Al>tr7 Bl) - M('A7 'A/)tT ’ Qb(Atr? B) ' M(87 B/)
(b) i Ly olry)=0.
ii. Ut :={r e V|firalley e U gilt x L y}.
iii. Rad(V) =: V+.
iv. ¢ ist entartet <= Rad(¢) 2 {0}.
v. v € V ist isotrop <=per. v # 0 und v L v.

(©) i A= ((1) 8)
oo (0 )

7. (6 Punkte) =: Sei (f) ein maximales Ideal. Ware f(t) reduzibel, so gébe es
Polynome f; und fo mit f = fifo und 1 < deg f; < deg f und 1 < deg fo < deg f.
Dann wire (f) & (f1) & K[t], also (f) kein maximales Ideal, ein Widerspruch.

<: Sei f irreduzibel. Zu zeigen ist, dass fiir jedes g € K[t] — (f) gilt: (¢9) + (f) =
Kt]. Sei g € KJt] — (f). Weil f irreduzibel ist und weil g wegen g ¢ (f) kein
Vielfaches von f ist, ist ggT(f,g) = 1. Weil K[t] ein Hauptidealring ist, ist dann
1 eine Linearkombination von f und g, also 1 € (f,g) = (g) + (f). Daraus folgt

(9) + (f) = K[t]. =

8. (6 Punkte) Behauptung: Zu d € N g¢ibt es entweder gar kein Element a € K*
mit o(a) = d, oder die Anzahl der Elemente a € K* mit o(a) = d ist p(d).

Beweis der Behauptung: Sei a € K* mit o(a) = d € N. Dann erzeugt a eine
zyklische Untergruppe {1,a,a?,...a® '} der Ordnung d von K*. Die Elemente
dieser Gruppe sind Nullstellen des Polynoms 2 — 1, denn o(a?)|d,

d—1

xd—lzn(x—aj).

J=0

Weil das Polynom ¢ — 1 keine weiteren Nullstellen haben kann, sind die einzigen
Elemente b € K* mit o(b) = d die Potenzen @/ mit o(a’) = d. Das sind o(d)
Stiick, denn das sind genau die Erzeuger der zyklischen Gruppe {1, a,a?, ...a?"1}.

(O)

Anwendung der Behauptung: Sei nun G C K* eine endliche Untergruppe der
multiplikativen Gruppe K*. Nach dem Satz von Lagrange teilt fiir jedes Element
a € G die Ordnung o(a) die Ordnung |G| von G.

Fiir d € N mit d| |G| sei e(d) := 0, falls G kein Element der Ordnung d enthélt,
und es sei £(d) := 1, falls G mindestens ein Element der Ordnung d enthélt. Im
zweiten Fall enthélt G alle Elemente der Ordnung d, und es sind ¢(d) viele, denn
sie liegen alle in der zyklischen Untergruppe, die von einem von ihnen erzeugt
wird.

Es folgt o
> ed) - p(d) = |G] =N p(a).
d| |G dl |G|

Daraus folgt £(d) = 1 fiir alle d mit d| |G|, insbesondere £(|G|) = 1. Daher ist G
zyklisch. a



