Losungen der Klausur
am 06.02.2015 zur Linearen Algebra I

1. (6=2+8+1 Punkte)

(a) Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum
von V, falls U # () ist und falls U abgeschlossen unter der Addition und der
skalaren Multiplikation ist, d.h. falls gilt:
velU welU = v4+wel,
AeK, veU = Nwvel.

(b) (i) Die Familie (v;);e; ist ein Erzeugendensystem von V', falls V' = span . (v;)er

(a)

(b)

3. (6=2+4 Punkte)

ist.

(ii) Die Familie ist linear unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge J C [

gilt:

D A =0= ;=0 fiir alle j € J.

jeJ

(iii) Die Familie ist eine Basis von V, falls sie ein Erzeugendensystem von
V' und linear unabhéngig ist.

(c) Fiir z,y € V gilt |¢(z,y)| < [l - ly]].
2. (6=2+2+2 Punkte)

(A-B)”
ZHMN =N, 5) - 2N, ) =

M(B,A)™
M(B, f, A) =

o 1 2 3
1 ég Tf?% -1
0 % % 0

1

Ey,

M(A,B),

B7t.A™!
Z{P NN 0) - 21N (N i) = B

(A_B)tr:

Btr . Atr

M(B,B) - M(B, f, A) - M(A, A).
(c) Die Komplementirmatrix A* von A hat die Eintriige
Aj; = (=1)"7 det A3, 1].

Hier ist A[j,i] die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die man aus A erhélt, indem
man die j-te Zeile und die i-te Spalte streicht.
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Also ist der Zeilenrang von C' gleich 2.
4. (6=2+4 Punkte)
(a)

o= (500 ;gg) (245)(3897),
p = (1324)(265)(345)=(13)(265),
sign(o) = 1-(-1)=—1,
sign(¢) = (—=1)-1=-1.
5. (6 Punkte)
t—3 0 0
Pit)=det| 0 t—-3 —1 | =(t=3)((t=3)*~1)= (t=3)(t*—6t+8) = (t—3)(t—2)(t—4).
0 -1 t—3

Die Eigenwerte von A sind 3, 2 und 4. Ein Eigenvektor zum Eigenwert \ ist eine
Losung des homogenen Gleichungssystems (A — A - E3) - 2 = 0. Im folgenden
bezeichnet 7 ~ 7 Zeilenumformungen.

Zum Eigenwert 3:

000 010 1
A—-3-E3=10 0 1] ~10 0 1], ein Eigenvektorist |0
010 0 00 0
Zum Eigenwert 2:
100 100 0
A—2-E3=|(0 1 1|~ {0 1 1|, ein Eigenvektor ist 1
011 0 00 -1
Zum FEigenwert 4:
-1 0 0 1 0 0 0
A—4-E3=(0 -1 1 | ~[0 —1 1], ein Eigenvektorist | 1
0o 1 -1 0 0 O 1



6. (6 Punkte)

by
by

bs

Cc1 =

= a,=(1,1,1), |b*=3,

= AR = (11,0 - S0 = 50.1,-2), [l =3,
= g %bl - %@ — (1,0,0) - %(1, 1) - ;—ﬁ ‘ %(1, 1,-2)
= (1,0,0) — %(1, 1,1) — é(1, 1,-2) = %(1, —1,0), ||b3))* = %
b1 ! (1,1,1), ¢ b ! (1,1,-2), ¢ bs = (1,-1,0).

bl V3 EIRYG bl V2

7. (6=2+4 Punkte)

(a)

Es ist A¥ = (8;14;) € M(n x n,C) die Matrix mit Einsen auf derjenigen
Nebendiagonalen, die um k Positionen oberhalb der Diagonalen liegt, und
mit Nullen sonst. Insbesondere ist A” = 0 die Nullmatrix. Es ist ker [ » =
span(ey, ..., e;), wobei e; der j-te Einheitsvektor in M(n x 1, K) ist, also
e; = ((Sij)izl 77777 n € M(TL X 1,@)

A ist ein Eigenwert von B
Eig(B, A) # {0}

Los(B — X\ - E,,0) # {0}

B — )\ - E, ist nicht invertierbar
0 =det(\- E, — B) = Pg()).

11t

8. (6 Punkte) Zuerst wird fiir m > [ die Anzahl

{(by,....,b) € (IFZI)Z | (b1, ..., bp) ist linear unabhéngig in " }|

bestimmt: b; kann beliebig in F* — {0} gewihlt werden. Dafiir gibt es [F* —
{0}| = p™ — 1 Méglichkeiten. Danach kann b, beliebig in F}' — span(b;) gewihlt
werden. Dafiir gibt es p™ — p Moglichkeiten. So macht man weiter. Am Ende
kann b; beliebig in F* — span(by, ..., ;1) gewihlt werden. Dafiir gibt es [F}' —
span(by, ..., b_1)| = p™ — p'~! Moglichkeiten. Insgesamt gibt es

" =1DE"™ -p)..0" —p)

Moglichkeiten. Die Menge oben hat also so viele Elemente.

Im Fall m = n erhélt man so alle moglichen Basen von allen méglichen Untervek-
torriumen V' C F mit dim V' = [. Thre Anzahl ist also (p"—1)(p"—p)...(p"—p" ).

Im Fall m = [ erhélt man alle Basen eines [F)-Vektorraums der Dimension [. Ihre
Anzahl ist also (p' — 1)(p' — p)...(p" — p'~1).

Wenn man alle Basen aller méglichen Untervektorrdume V' C F) mit dimV =1
durchliuft, hat man dabei (p' — 1)(p' — p)...(p' — p'~1) mal Basen eines festen V
durchlaufen. Also ist die Anzahl der Untervektorrdume V' C F) mit dim V' =
der Quotient der beiden Anzahlen,

P -1 —p)..0' =P P -DE-1)..(p—1)

(P =" —p).."=p") @' =D =1)..(p" ! - 1)



