Losungen zur Version B der Klausur
am 19.12.2014 zur Linearen Algebra I

1. (6=2+3+1 Punkte)

(a) Sei (G,-) eine Gruppe und U C G eine nichtleere Teilmenge. U heifit Un-
tergruppe von G, falls gilt:

a,belU = a-bel,
aclU = altel.

(b) Ein K-Vektorraum ist eine abelsche Gruppe (V,+) zusammen mit einer
Abbildung - : K x V — V(A v) — A - v, mit folgenden Eigenschaften:

(i) Ein Distributivgesetz: fuir A, u € K,v e V.. A+ p)-v=A-v+p-v.

(ii) Ein anderes Distributivgesetz: fir A € K,o,w € V.. A - (v +w) =
Av+ A w.

(iii) Ein Assoziativgesetz: fir A, p e K,v eV X-(p-v) =(A-p)-v.

(iv) Das Einselement 1; von K erfiillt: firv € V. 1x-v =w.

fla+0b) = f(a)+ f(b) fur a,b eV,
fA-a) =X f(a) fir \e K,ae V.

2. (6=2+3+1 Punkte)

(a)
det A-detB = det(A-B),
A invertierbar <= det A # 0,
A-A* = detA-E,,
im Fall A = (a b) invertierbar ist A™! = L ( d _b> .
c d ad —bc \—c a

(b) Im Fall b = 0 ist Los(A,b) ein Untervektorraum von M(n x 1, K) der Di-
mension dim Los(A, b) = n — rang A.
Sei U := spany (Spalten von A) C M(mx1, K).Im Fall b # 0ist Los(A,b) =
() falls b ¢ U ist. Falls b € U ist, ist

Los(A,b) = (eine spezielle Losung) + Los(A, 0).

(c) Bj entsteht aus A, indem man die j-te Spalte von A durch B ersetzt.
3. (6=2+4 Punkte)

(a) Esgibt einen Kérper K und n, m € IN und endlichdimensionale K-Vektorraume
V und W, so dass folgendes gilt:
f 'V — W ist eine lineare Abbildung, A = (a4, ...,a,) ist eine Basis von
V, f(A) = (flar),..., f(a,)), B = (by,...,by) ist eine Basis von W, und
M(B, f,A) € M(m x n, K).



f(B) = (f(1), f(t), f(£%), (%))
= (t-04+0,t-140,t-2t+2,¢-3t* +61)

0020
0106
— 2 3 _ 2 43y
= (06204238 +6t) = (Le5) - | 0 5 5 o>
0003
0020
0106
also M(B, f,B) = 002 0
0003
4. (6=2+4 Punkte)
(a)
=(613245), sign(¢) = —1.
(b)
5, — L 240 344 240 5450 1+i
T34 25 25 25 25 5’
1 1 V2
% = — 2 = — = —
(B1) 5’ S(61) 5 |51| 5
By = (e2mil/6)2014 _ 2mia/6
(denn 2014 = 4 + 6 - 332, (e*™1/6)6 = 1)
i 1 V3 1 V3
By = €7 2/3:_5_277 §R<52):—§7 %(ﬁz):_77 2| = 1.
5. (6 Punkte)
t =1 0
Pp(t)y=det [0 ¢t —1] =t({t*—4)=t(t—2)(t+2).
0 —4 ¢

Die Eigenwerte von B sind 0, 2 und —2. Ein Eigenvektor zum Eigenwert X ist
eine Losung des homogenen Gleichungssystems (B — A- E3) -z = 0. Im folgenden
bezeichnet 7 ~ 7 Zeilenumformungen.

Zum Eigenwert 0:

010 010 1
B—-0-E35=(0 0 1|~ |0 0 1], ein Eigenvektor ist | 0
040 000 0
Zum FEigenwert 2:
-2 1 0 -2 1 0 1
B-2-FEs=10 -2 1 ]|~10 =2 1|, ein Eigenvektor ist [ 2
0 4 =2 0 0 0 4
Zum Eigenwert -2:
210 210 1
B—2-F3=10 2 1|~ |0 2 1|, ein Eigenvektor ist | —2
0 4 2 0 00 4



6. (6 Punkte)
by = a1 = (07 L 1)7 ||bl||2 =2,

d)(a?abl) 3 1 9
by = — by =(0,1,2) — =(0,1,1) = =(0, —1,1 boll2 = =
2 2 ||b1||2 1 (07 ) ) 2(07 ) ) 2(07 ) )7 || 2”
¢(as, b1) ¢(as, ba) 1 -1/2 1
by = az— by — by = (3,1,0) — =(0,1,1) — —L= . 2(0,-1,1
SR Y ¥ R N R TR R
1 1
= (35 170> - 5(0’ L, 1) + 5(0? —1, 1) = (37070)7 Hb3H2 =9.

bl 1 b2 1 b3
L= (0,1,1), e=-—2=—(0,-1,1), c3= = (1,0,0).
1]l V2 el V2 S sl

7. (6=2+4 Punkte)

CcCl =

(a)
Jwill =1, Jwol| =2, [Jws| = 3.
(b(wl,wQ) \/§ 1 T
cos £ (wy, wy) = = =—, L(w,ws) = —,
) = ol Tl “T2 = v A0 =g
¢(w1,w3) 0 ™
cos £ (wq,ws) = = =0, 4A(w,ws)=—,
Jwr ][ - flws]  1-3 2
o (wa, w3) 3 1 T
cos £ (wa, w3) Twal sl 2.3 2 (w3, ws3) 3

(b) Die Vektoren ro7 und p haben Linge 1. Es ist (mit + = plus oder minus)

x Yy x Yy
0 < G(ior £ o, o £ o)
el Nyl =l Nyl

= B PV Y
T T 2l Tl ol Tl
B PPAICI ') By
BRI
also
—(E)é(ay) < el - Il
also
6, )] < llzl - Iyl
8. (6=4+2 Punkte)
(a)
A-v = A-w,

A = o AT = (A o) =X = X7,
A-@v) = AT u=0"A)v=0"-(A-0)=7"-(A-v) =\ (T -0).
Wegen 7' - v > 0, also insbesondere # 0, ist A = X, also ist A reell.
(b)
A (07 ve) = (M- 0y") g = (0 - A) e = o - (A o) = 07 (Ag - va) = Ao (0 - 0a).
Wegen \; — A\g # 0 ist v - vy = 0, also v; L vy.



