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1. Klausur zur Geometrie im FSS 2014

Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betrigt 60 Minuten. Es diirfen weder eigene Auf-
zeichnungen noch Biicher und auch keine Taschenrechner verwendet werden. Insgesamt
kann man 24 Punkte erreichen.

Bitte schreiben Sie Namen und Matrikelnummer auf jedes Losungsblatt, auf dem sie
nicht schon vorgedruckt sind.

Bitte lassen Sie zwischen Ihren Losungen der Aufgaben ausreichend Platz.

Die Aufgaben 1 bis 4 sollten weniger als die Halfte der Zeit in Anspruch nehmen,
die Aufgaben 5 bis 8 mehr. Diese Aufgabenstellung hat (inklusive dieser Deckseite) 4
Seiten.



1. (1+1 Punkte)

(a) Machen Sie eine Skizze eines Dreiecks mit Ecken A, B,C, Seiten(ldngen)
a,b,c und Winkeln «, 5,7. Und formulieren Sie eine der drei Gleichungen
des Kosinussatzes.

(b) Formulieren Sie den Sinussatz.

2. (3 Punkte) Ein Polytop ist ein Durchschnitt im R? von endlich vielen Halbriumen,
sofern dieser Durchschnitt beschrankt ist. Dann ist
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die Anzahl der Ecken des Polytops,

die Anzahl der Ecken des Polytops, von denen s Kanten ausgehen,
die Anzahl der Kanten des Polytops,

die Anzahl der Polygonflichen des Polytops,

die Anzahl der Polygonflichen des Polytops, die ¢ Ecken haben.

Die 5 platonischen Kérper sind seit iiber 2000 Jahren bekannt. Jeder sollte sie
kennen. Kopieren Sie die folgende Tabelle auf ein Losungsblatt und fiillen Sie sie
aus. Es gibt jeweils nur ein s mit e; # 0 und nur ein ¢ mit f; # 0.

smit e, 0 | tmit f; 20 | e = e, k f=f

3. (1+2 Punkte)

Tetraeder

Wiirfel = Hexaeder
Oktaeder
Dodekaeder
Ikosaeder

(a) Geben Sie die Formel an, die bei einem hyperbolischen Dreieck A seine
Flache und die Summe der Innenwinkel verbindet.

(b) Machen Sie 2 Skizzen eines Kreises, der der Rand des Scheibenmodells der
hyperbolischen Ebene sein soll. Tragen Sie in einer Skizze ein (echtes) hyper-
bolisches Dreieck A; (echt: alle Innenwinkel > 0) und die 3 hyperbolischen
Geraden ein, von denen seine Seiten Stiicke sind. Tragen Sie in der zweiten
Skizze ein asymptotisches Dreieck Ay mit Innenwinkeln o« = 0,5 > 0,7 > 0
und die 3 hyperbolischen Geraden ein, von denen seine Seiten Stiicke sind.

4. (1+2 Punkte)

(a) Sei KC ein Kreis in C mit Mittelpunkt zy und Radius r. Die Inversion Sk :
C — {2z} — C — {2} am Kreis K bildet jeden Punkt z € C — {2y} auf
einen Punkt z* ab. z* ist dadurch bestimmt, dass z und z* auf der gleichen
Halbgeraden liegen, die in zy anfingt, und dass sie eine bestimmte Gleichung

erfiillen.

Geben Sie die Gleichung an.



(b) Die folgenden beiden Skizzen zeigen jeweils K und einen zweiten Kreis L;
bzw. Lo. Die erste Skizze zeigt auch 2 Halbgeraden.
Kopieren Sie die Skizzen auf ein Losungsblatt und tragen Sie die (oder aus-

sagekriiftige Teile von ihnen) verallgemeinerten Kreise Si(Ly) bzw. Sk (L)
ein.

X

5. (3 Punkte) Fiir ein o € (0,27) sei d, die Drehung des R? mit Mittelpunkt 0
und um den Winkel a. Fiir ein v € R* — {0} sei s, die Spiegelung des R? mit
Spiegelungsachse R - v. Dann ist s, o d, wieder eine Spiegelung.

Begriinden Sie, warum s, o d, wieder eine Spiegelung ist, geben Sie eine Formel
fiir ein w mit s, o d, = s, an, begriinden Sie diese Formel, und machen Sie eine
hilfreiche Skizze fiir ein a € (0, §) dazu.

6. (3 Punkte) Erster Teil des Satzes von Menelaos: In der Ebene R? sind ein
Dreieck A(A, B, C') und eine Gerade G mit GN(AVB) = {D}, GN(BVC) = {E}
und GN(CVA) ={F} und {D, E, F}n{A, B,C} = () gegeben (AV B bezeichnet
die Gerade durch die Punkte A und B). Dann gilt

AD BE CF _
DB EC FA

—1.

Beweisen Sie diesen Satz. Kopieren Sie dafiir die Skizze auf ein Losungsblatt und
erginzen Sie sie in sinnvoller Weise.

7. (3+1 Punkte)

(a) Die Parabel P = {(z,y) € R*|y = ‘;”—;} fiir ein p € R+ hat den Brennpunkt
F =(0,5). Sei (2°,4°) € P, und sei L(z°,y°) die Tangente in (2°,y") an P.
Die folgende Skizze zeigt P, (z°,¢y"), L(z°, "), die Strecke von (x°,4°) nach
F, die senkrechte Halbgerade von (z°,4°) nach oben und 2 Winkel a und f.
Es gilt a = (. Zeigen Sie dies.
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Hinweis: Aus den Additionstheoremen folgt fiir ein v € (0, Z)
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(b) Die Ellipse & = {(z,y) € ]R2|z—§ + g—; = 1} fiir a > b > 0 hat die
Brennpunkte F} = (—va? — b%,0) und F, = (va? — b2,0). Machen Sie eine
Skizze von £ fiir a = 2,b = 1, geben Sie die Koordinaten der Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen an, tragen Sie Fj, F3, einen Punkt
(2°,4°) € & — {Koordinatenachsen}, die Strecke von F; nach (x°,4°), die
Streche von (z°,¢") nach F,, die Tangente L(z° 4°) an & in (2° 4°) und
2 Winkel o und § ein, deren Gleichheit ausdriickt, dass Licht, das in Fj
startet, nach einer Reflektion an £ nach F5 lauft.

8. (3 Punkte) (Hyperbolische Kreise) Sowohl im Poincaré-Modell als auch im Schei-
benmodell der hyperbolischen Ebene ist ein hyperbolischer Kreis um einen Punkt
zo die Menge aller Punkte der hyperbolischen Ebene, die einen festen hyperboli-
schen Abstand r € R+ zu zy haben.

Aus der Symmetrie des Scheibenmodells folgt leicht, dass im Scheibenmodell die
hyperbolischen Kreise um den Nullpunkt zy5 = 0 genau die euklidischen Kreise
mit Mittelpunkt 0 und Radius R < 1 sind (das brauchen Sie nicht zu beweisen).

Leiten Sie daraus und aus Eigenschaften der gebrochen linearen Transformationen
ab, dass sowohl im Poincaré-Modell als auch im Scheibenmodell alle hyperboli-
schen Kreise euklidische Kreise sind. Formulieren Sie dabei klar, welche Eigen-
schaften der gebrochen linearen Transformationen in PSL(2, R) und welche Ei-
genschaften der Cayley-Transformation C' € PSL(2,C), die das Scheibenmodell
auf das Poincaré-Modell abbildet, gebraucht werden. (Die Cayley-Transformation
miissen Sie nicht angeben.)

Viel Erfolg !



