Losungsskizzen Blatt 7

Aufgabe 1:

a.)

643 = 1627416
627 = 39-16+3
16 = 5-34+1

In diesem Falle ist also und ¢gg7'(643,627) = 1. Die Bestimmung von
der Linearkombination ergibt sich durch ”Zuriickrechnen”:

1 = 16—-5-3

1-16 —5-(627—39-16) =196 - 16 — 5 - 627
= 196 - (643 —627) — 5627 = 196 - 643 — 201 - 627

b.)
1272 = 1-912+ 360
912 = 2-360+ 192
360 = 1192+ 168
192 = 1-168+24
168 = 7-2440

In diesem Falle ist also und g¢7'(1272,912) = 24. Die Bestimmung von
der Linearkombination ergibt sich durch ”Zuriickrechnen”:

24 = 192—1-168

1-192 — (360 — 1-192) = —360 + 2 - 192
—1-360 +2(912 —2-360) =2-912 — 5 - 360
= 2.912-5(1272 — 1-912)

= —5-1272+7-912

P+t 242 4+1 = (BP+O)E+1)+(t+1)
B4+l = (B—t+D({t+1)+0

daher ist (ein) ggT(t* + 2t2 +t + 1,t> +5) in Q[¢] gleich ¢ + 1 und

t+l=E 4+t 242t 41) — (20 +1).



B2 +t+1 = (t+2)#+5)+ (Bt +5)
t*+5 = (5t+1)(3t+5)+0

daher ist (ein) ggT(t3 + 2t2 +t + 1,#2 +5) in Z7[t] gleich 3t + 5 und

(Bt +5) =3+ 22 +t+1) — (t+2)(t* +5).

Aufgabe 2:

a.)

Hier kann so argumentiert werden wie in Aufgabe 1, Blatt 2, wobei
/=5 durch /—13 ersetzt werden muss. Die Normfunktion ist dann
N(a+b-+/—=13) = a® + 13b%. Ein euklidischer Ring ist stets auch
faktoriell, Z[\/—13] ist aber nicht faktoriell, also auch nicht euklidisch.

2 ist ein irreduzibles Element, welches kein Primelement ist.

Da in einem Kérper K jedes Element b # 0 eine Einheit ist, gibt es zu
a,b € K mit b # 0 stets ein ¢ € K mit a = ¢ - b, nimlich ¢ := ab~!. Ein
echter Rest tritt nie auf, daher spielt die Gradfunktion K \ {0} — Ny
keine Rolle und kann beliebig gewahlt werden.

Ideale von K sind nur {0} und K. Falls némlich ein Ideal I von K ein
Element b # 0 enthilt, so auch jedes a € K wegen a = (ab™1)b.

Sei b € R mit b # 0 ein Element minimalen Grades. Da R euklidisch ist,
gibt es ¢, € R mit

1=gq-b+r und r=0oder v(r)<uwv(b).

Wegen der Minimalitit von v(b) muss r = 0 gelten und 1 = ¢ - b, womit
b eine Einheit ist.

Als Gegenbeispiel kann man den Fall aus b.) betrachten, wo R = K ein
Korper ist und die Gradfunktion beliebig wéhlbar. Jedes Element b # 0
aus R ist eine Einheit, aber nicht jedes hat minimalen Grad, wenn man
eine nicht-konstante Gradfunktion wahlt.



Aufgabe 3:

a.) Wie bei Aufgabe 2b) von Blatt 3 vorgehen. Es ergibt sich mit dem
erweiterten euklidischen Algorithmus

9-4-35=1, 3-7T—20=1, 2.-28—11-5=1.
Somit wird gebildet:
a=3-(=35)+1-(-20)+2-56=—13 =127 mod 140.

Es gilt also
@([127]140) = ([3]4, [2]5, [1]7).

b.) Bestimmung von S und 7" wie bei Aufgabe 2, Blatt 5:

1 016 2|1 0
0 1|4 5|01
1 012 6 |01
0 1|5 4110
1 012 6 |01
-2 1|1 =8|1 0
-2 1|1 -8|0 1
1 012 6 |10
-2 1|1 0]0 1
1 012 22|1 8
-2 1|1 0|0 1
5 —2|0 22]|1 8

Mit

gilt daher:



c.) Bestimmung der Elementarteilerbasis von M bzgl. N wie in Aufgabe 3,
Blatt 5.

1 00 0|8 6|1 0
0O 1 0 022 18| O 1
0O 0 1 016 12
0O 0 0 1|8 6
1 00 0|2 6|1 0
0O 1 0 04 18|—-1 1
0O 0 1 04 12
0O 00 1|2 6
1 0002 0|1 =3
0O 1004 6/|-1 4
0O 01014 O
0O 00 112 O
1 0002 O0|1 =3
-2 1 0 0|0 6 |-1 4
-2 0 1 070 O
-1 0 0 170 O
Mit
1 0 0 O
-2 1 00 1 -3
S = 90 1 0 und T := (_1 4>
-1 0 0 1
gilt daher:
8 6 2 0
22 18 0 6
11612 T7oo
8 6 0 0

In den Spalten von S~! findet man die gesuchte Elementarteilerbasis
von M bzgl. N:

St =

=N N =
oS O = O
O = O O
— o O O

Aus 5.2.25, angewendet mit R = Z, N =U, n =4, k =2, a1 = 2,
ag = 6 ergibt sich:
M/N = 72 x Zy x Zs.



Aufgabe 4:

a.)

b.)

i) (a,b) € Mt gilt genau dann wenn a = 0 oder b = 0, denn nur dann
gibt es (m,n) # (0,0) aus M mit (m,n)(a,b) = (ma,nb) = (0,0).
ii) © € M, gilt genau dann wenn z ein Nullteiler im Ring Z,, ist.
Somit gilt Mo, = Zy, \ Z1.
Man beachte dass den Z-Modul G = Z,, jedoch gilt G, = G, da
n-x =0 fir alle z € G.

ili) © € Mty gilt genau dann wenn es ein n € N gibt mit 2" = 1
(multiplikative Gruppe!). Dies gilt aber nur fiir x = 1 oder z = —1,
hier ist also Mt, = {—1,1}.

iv) Es gilt n- (m, [ale, [bs]) =0, falls m =0, 6|n, 8]|n.
Und es gilt n - (m, [a]s, [bs]) # 0, falls n,m # 0.

Somit ist
MTor == {O} X Zﬁ X Zg

Als freier Modul ist N auch torsionsfrei.

Fir « € M, existiert ein r € R mit r # 0 und rz = 0. Es folgt
o(rz) = 0 und damit rp(z) = 0. Da N torsionsfrei ist, bedeutet dies
p(x) =0, also = € ker(p).

Sei r € Anng(z). Dann gilt & = 0 und daraus folgt p(rz) = 0, also
re(z) = 0 und somit r € Anng(p(z)).

Sei umgekehrt » € Anng(¢(x)). Dann gilt r¢(z) = 0 und damit ergibt
sich p(rz) = 0. Da ¢ injektiv ist, folgt 7z = 0 und damit r» € Anng(x).
Damit sind beide Inklusionen bewiesen.



Aufgabe 5:

Es gilt
xA = (t —5)2(t +1)%2 = t* — 83 + 6% + 40t + 25

pa=(t—5)%t+1)=1t— 9t + 15t + 25

Die bendétigten Potenzen von A lauten:

10 0 0 1.0 0 0
0 9 8 14 0 41 42 81

2 3 _

A=10 16 17 4| ™A =10 g1 83 ¢
00 0 25 0 0 0 125

Das Minimalpolynom wird nach dem Schema aus 5.3.8 berechnet. (Dazu
wird x4 NICHT bendtigt!). Sei (e1,es,e3,e4) die Standardbasis des R,
Dann steht in der i-ten Spalte von AF der Vektor A - e;. Es sei q; normiert
mit Anng(e;) = (¢i)rpy, wobei R4 gemiB 5.3.2 durch A zum R[t]-Modul
gemacht wird. Es gilt nun:

A61 = —€1

A262 = 4Aey + 5egy

A2€3 = 4Aez + 5es

Adey = 9A%ey — 15Aes — 25e4

g =t+1

@ =t>—4t—-5
Q3:t2—4t—5

g =13 —9t> + 15t + 25

FEEY

Es gilt g2 = (t41)(t—5) und g4 = (t+1)(t—5)* also ist g4 = kgV (q1, 42, 43, 4a)
und daher pq = ¢4 =t — 9t? + 15t + 25.

Es gilt
xB = (t —3)* =t* — 12¢3 + 54¢> — 108t + 81

pp = (t—3)3 =3 — 9t2 + 27t — 27

Die benétigten Potenzen von B lauten:

3 6 0 6 0 27 0 27
0 9 0 0 0 27 0 0
2 _ 3 __
B 10 10 9 34| ™ BT= 63 63 27 171
6 6 0 15 97 27 0 54

Das Minimalpolynom wird nach dem Schema aus 5.3.8 berechnet. (Dazu
wird xp NICHT benétigt!). Es gilt:

B3e; = 9B%¢; — 27Be; + 27Te; , 1=1,2,4und Be3 = 3e3

Es folgt pp = (t —3)3 =3 — 9t + 27t — 27.



Aufgabe 6:
Bei A gilt:

xa= (=372t —2t+2)und pq = (t—3)(t* — 2t +2)
Daher kommen als Polynominvarianten nur in Frage:
pr=(t—3), pp=0t—3)t>—2t+2) =t —5t>+8t—6

und die rationale Normalform von A lautet:

300 O
00 0 6
01 0 -8
001 5

Bei B gilt:
xp = (t—3)"und pp = (t—3)?

Als Polynominvarianten erhélt man durch Umformen von ¢ - B4 — B auf
Smith-Normalform:

pr=(t—2?% po=(t-3>=t"—6t+9

und die rationale Normalform von B lautet:

0 -9 0 0
1 6 0 O
0 0 0 -9
0 0 1 6

Bei C gilt:
xc = (t—3)" und pc = (t - 3)*

Daher kommen als Polynominvarianten nur in Frage:
p1 = (t—3)* =t — 1263 + 5412 — 108t + 81

und die rationale Normalform von C lautet:

0 0 0 =81
1 0 0 108
01 0 -54
0 0 1 12



Bei D gilt:

Xp = (E=3)%(t —2)2 und pp = (t — 3)2(t — 2)°
Daher kommen als Polynominvarianten nur in Frage:

p1 = (t—3)2(t —2)% = t* — 10> 4 37> — 60t + 36

und die rationale Normalform von D lautet:

0 0 0 —36
1 0 0 60
01 0 =37
0 0 1 10



Aufgabe T:

a.) Wir stellen die Konjugationsklassen von Matg(Z2) in einer Tabelle dar:

Konjugationsklasse

charakt. Polynom

(é?) t2+1
(0 o) ;
10 0 0 10 0 0 11 0 1 2
0 0o/’\o 1/)°\1 0/°\1 1/)°\0 0/’\0 1
0 1 0 0 11 2
0 0/°\1 0/°\1 1
11 1 0 0 1 )
(0 1):G1)-( o)
11 0 1 )
(1 0),(1 1) 2t

b) Wir stellen die Konjugationsklassen von Mats(Z3) in einer Tabelle dar:
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