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Aufgabe 1: Euklidischer Algorithmus (1+1+1+1 Punkte)

Bestimmen Sie mit dem euklidischen Algorithmus jeweils den ggT der angegebe-
nen Elemente, und stellen Sie ihn mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus als
ganzzahlige Linearkombination derselben dar:

a.) 643, 627 € Z.

b.) 1272, 912 € Z.

c) P+t + 2 +2t+1, 3+ 1€ Q[t].

d.) B +282+ ¢+ 1, 24+ 5 € Z[t].

Aufgabe 2: Ringe (1+1+2 Punkte)
a.) Die folgende Menge ist ein Unterring der komplexen Zahlen:

Z[V—-13] :=={a+bv/—=13 | a,b € Z}.
Zeigen Sie, dafl Z[v/—13] kein euklidischer Ring ist, indem Sie folgende Gleichung

verwenden:
2.-7=(14+v-13)(1 — V—13).
Geben Sie in Z[y/—13] ein irreduzibles Element an, das kein Primelement ist.
b.) Sei K ein Korper. Zeigen Sie, daf§ K ein euklidischer Ring ist. Welche Abbildun-
gen K \ {0} — Ny konnen als Gradfunktion verwendet werden? Welche Ideale
gibt es in K7
c.) Sei R ein euklidischer Ring mit der Gradfunktion v: R\ {0} — Nj. Zeigen Sie:
Jedes Element b # 0 aus R, dessen Grad v(b) minimal ist, ist eine Einheit.
Zeigen Sie anhand eines Beispiels, da} es Einheiten von R geben kann, deren
Grad nicht minimal ist.

Bitte wenden



Aufgabe 3: chinesischer Restsatz, Elementarteiler (14142 Punkte)

a.) Bestimmen Sie ein Urbild von ([3]4, [2]5, [1]7> fiir folgenden Ringhomomorphis-
mus:

@: 2140 — Z4 X Z5 X Z7 mit [(1]140 — <[(l]4, [CL]5, [a]7).

b.) Bestimmen Sie S,T € GL3(Z), so daf gilt:

s.<§§).T:(;202).

c.) Gegeben sei der folgende Untermodul N des Z-Moduls M = Z*:

8 6
22 18

N:=<a- 16 +b- 12 ‘ a,be
8 6

Bestimmen Sie eine Elementarteilerbasis von M bzgl. N, und zeigen Sie, daf} gilt:
]\4/]\7222 XZQ XZ(;.

Aufgabe 4: Torsion (2+1+1 Punkte)
a.) Bestimmen Sie fiir die folgenden R-Moduln M jeweils M,
i) M = Z x 7 als (Z x Z)-Modul,
i) M n als Z,-Modul,
111) (R \ {0}, ) als Z-Modul,
iv) Z X Zg X Zg als Z-Modul.
b.) Sel R ein Integritétsring und ¢: M — N ein R-Modulhomomorphismus.
Zeigen Sie:
N frei = Mr, C ker(p).

c.) Sei R ein Integritdtsring und ¢: M — N ein R-Modulhomomorphismus.
Zeigen Sie:

¢ injektiv. = Anng(z) = Anng (go(x)) fir alle € M.

Es geht noch weiter



Aufgabe 5: Minimalpolynome (242 Punkte)

Bestimmen Sie fiir die folgenden beiden Matrizen aus Mat,(R) jeweils das Mini-
malpolynom:

100 0 2 10 1
0 12 3 0 300
A=19 4 3 9| B:=1 1135
0 00 5 110 4

Aufgabe 6: Rationale Normalform (1+1+41+1 Punkte)

Bestimmen Sie fiir die folgenden Matrizen iiber R jeweils die rationale Normalform:

30 0 0 3100
0 6 3 2 030 0
A=19 6 3 4| B=|00 31
0 1 1 2 000 3
3100 3100
0310 0300
C=109031]| D:=11909 21
000 3 000 2

Aufgabe 7: Konjugationsklassen von 2 x 2-Matrizen (448 Punkte)

Sei K ein Korper und A € Mato(K) mit A # X\ - Ey fiir alle A € K. Dann
stimmt das charakteristische Polynom x4 von A mit dem Minimalpolynom g4 von
A iiberein und x4 = p4 ist der einzige Elementarteiler von ¢ - E5 — A. Somit sind
also zwel (2 x 2)-Matrizen iiber K, die beide kein Vielfaches von FE, sind, genau
dann konjuguert, wenn sie das gleiche charakteristische Polynom haben. Im folgenden
sollen Sie diesen Sachverhalt ausnutzen, um die Konjugationsklassen von Maty(Zs)
und die Konjugationsklassen von Maty(Z3) zu bestimmen. Suchen Sie dazu zu je-
dem moglichen charakteristischen Polynom alle Matrizen, die dieses charakteristische
Polynom haben und kein Vielfaches von Fs sind. Beachten Sie, dafl das charakteris-
tische Polynom einer (2 x 2)-Matrix A die Form hat

Xa =12 —sp(A) -t + det(A).
a.) Bestimmen Sie die Konjugationsklassen von Maty(Z,),

b.) Bestimmen Sie die Konjugationsklassen von Maty(Z3) .
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