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Aufgabe 1: Ein nicht-faktorieller Ring (14+1+1+1 Punkte)

Die folgende Menge ist ein Unterring der komplexen Zahlen:
Z[V=5] := {a+b/=5 | a,b € Z}.
Auf Z[v/—5] sei folgende Norm-Funktion definiert:
N: Z[\/—_5] —+ Ny mit a+b/=5+— a®+ 5%
Zeigen Sie:
a.) N(zw) = N(z)N(w) fiir alle z,w € Z[v/—5].
b.
) z€ (Z[V=5])" = N(z)=1 und (Z[v-5))" = {-1,1}.
c.) 2, 3 und 1 4 /=5 sind irreduzible Elemente von Z[\/=5], aber nicht prim.

Hinweis:
2-3=(14++v-5)(1 —vV-5).
d.) Z[v/—5] ist kein faktorieller Ring.

Aufgabe 2: Ein faktorieller Ring, der kein Hauptidealring ist (242 Punkte)

a.) Zeigen Sie, dafi im Polynomring Z[t] das folgende Ideal kein Hauptideal ist:
I:={feZt]| f(0) ist gerade}.

b.) Z[t] ist demnach kein Hauptidealring, er ist aber dennoch faktoriell. Geben Sie
die Primfaktorzerlegung von t® — 1 in Z[t] an.

Bitte wenden



Aufgabe 3: Euklidischer Algorithmus (1414141 Punkte)

Bestimmen Sie mit dem euklidischen Algorithmus jeweils den ggT der angegebe-
nen Elemente, und stellen Sie ihn mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus als
ganzzahlige Linearkombination derselben dar:

a.) 531, 93 € Z.
b.) 247, 221 € Z.
c.) t3—3t+2, t*+4* + 5t + 2 € Q[t].
d) 5+1, O +283+ 2+t +1 € Zs[t].

Aufgabe 4: Quotientenvektorraum (242 Punkte)
Sei K ein Kérper und p € K[t] ein Polynom vom Grad n > 1. Weiter sei I = (p) [y
das von p erzeugte Hauptideal von Kt].

a.) Zeigen Sie:
K[t]/T ={q+1|qe K[t],grad(q) < grad(p) }.
b.) Zeigen Sie, daf das folgende System eine Basis des K-Vektorraums K|t]/I ist:
I+ t+1,+1,..., " +1).
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