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KAPITEL 5

Konjugationsklassen quadratischer Matrizen iiber Korpern

5.1. Hauptidealringe und euklidische Ringe

DEFINITION 5.1.1. Fin Integritdtsring ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit
Eins. 0

LEMMA 5.1.2. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt fir a,b,c € R mit a # 0:

ab=0 = a=0 oderb=0,
ab=ac <+ b=c,
a=ac <= c=1. U

DEFINITION 5.1.3. Sei R ein Integrititsring. Zwei Elemente a,b € R heiflen assozi-
ert, wenn es eine Einheit e € R* gibt mit a = eb. Es wird auch notiert:

a~b:= dee R":b=ae. O

LEMMA 5.1.4. Sei R ein Integritdtsring. Dann ist die Relation:
~ = ,assoziiert sein“

eine Aquivalenzrelation auf R. Insbesondere bilden die Einheiten von R die Aqui-
valenzklasse der Eins unter dieser Relation. Il

DEFINITION 5.1.5. Sei R ein Integrititsring, und seien a,b € R. Gibt es ein ¢ € R
mit ac = b, so heifit a ein Teiler von b und b ein Vielfaches von a. Dies wird auch
ausgedriickt und notiert durch:

a teilt b bzw. a|b.
FEin Element d € R heifit grofiter gemeinsamer Teiler (kurz: ggT) von a und b, falls
gilt:

e d|aundd]|b,
e Gilt fiir ¢ € R sowohl ¢ | a als auch ¢ | b, so folgt ¢ | d.

Fin Element k € R heif$t kleinstes gemeinsames Vielfaches (kurz: kgV) von a und b,
falls qult:

eal|kundb|k,
o Gilt fiir c € R sowohl a | ¢ als auch b | ¢, so folgt k | c. O
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LEMMA 5.1.6. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt fir a,b,c € R:

albundbla <= a~b.
albunda~c = c]|b.
albundb~c = a]ec
albundalc = al(b+c).
al(b+c)unda|b = alec
albundblc = alec
Weiter gilt fiir zwei Elemente a,b € R:
d und d sind 99Ts von a,b d~d.

—

d st ein ggT von a,b und d ~ d = distein 99T von a,b.
k und k sind kgVs von a,b — k-~ k.

k ist ein kgV von a,b und k ~ k=  kistein kgV von a,b. U

DEFINITION 5.1.7. Sei R ein Integrititsring. Fir zwei Elemente a,b € R wird, falls
ein grofiter gemeinsamer Teiler d existiert, d = ggT(a,b) geschrieben, und ebenso bei
der Ezistenz eines kleinsten gemeinsamen Vielfachen k dann k = kgV(a,b). Dabei
sind die Ausdriicke ggT(a,b) und kgV(a,b) nach Lemma 5.1.6 nur bis auf Finheiten
eindeutig bestimmt, so dafl das Gleichheitszeichen hier mif$braucht wird. Die Aussage
488 (a,b) = 1% ist so zu verstehen, daf$ Eins ein ggT ist.

Zwei Elemente a,b € R heiffen teilerfremd, falls ggT(a,b) =1 gilt. O

DEFINITION 5.1.8. Sei R ein Integrititsring und a € R. Dann ist die folgende Menge
ein Ideal (Lemma 1.3.26) und heifst das von a erzeugte Hauptideal:

(a)r :={za|x € R}. O

LEMMA 5.1.9. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt fir a,b € R:
alb <= (b)grC(a)g.
Daraus folgt sofort mit Lemma 5.1.6:

a~b <~ (Q)R:(b)R. ]

DEFINITION 5.1.10. Sei R ein Integrititsring.
e Fin Element p € R mit p # 0 und p ¢ R* heifit prim, falls fir alle a,b € R gilt:
plab = plaoderp|b.

e Fin Element uw € R mit u # 0 und u ¢ R* heif$t irreduzibel, falls fir alle a,b € R
qilt:
u=ab = a€ R oderbe R".
Fin Element, das nicht irreduzibel ist, heifst reduzibel. [

LEMMA 5.1.11. Sei R ein Integrititsring, und p € R. Dann gilt:
p prim = p irreduzibel. O
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SATZ 5.1.12. Sei R ein Integrititsring und a € R. Weiter seien py,...,p, € R
Primelemente mit :

a=pi-... Dy
Dann ist diese Zerlegung bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutig, d.h. fir Prim-
elemente q1,...,qx mit a =qy - ... q gilt:

k=r, wund 3w €S, :pi~ G
Fine solche Zerlequng heifst Primfaktorzerlegung von a. U

DEFINITION 5.1.13. Ein Integrititsring R heif§t faktoriell, falls es fiir jedes Element
a € R mit a# 0 und a ¢ R* eine Primfaktorzerleqgung gibt. [

LEMMA 5.1.14. Sei R ein faktorieller Ring, und seien a,b € R. Dann existieren
ggT(a,b) und kgV(a,b). Sind weiter a,b # 0, so gibt es eine endliche Menge P von
Primelementen aus R, so daf§ mit einer Einheit € folgende Primfaktorzerlegungen
von a und b existieren:

a::HpSP und b:ZEHptP mit sp,t, > 0.

peEP peEP

Dann existieren folgender ggT und folgendes kgV von a und b:
ggT(a,b) H prinGete) ynd kgV(a,b) H prax(spts) O

peEP(R pEP(R)
LEMMA 5.1.15. Sei R ein faktorieller Ring und v € R. Dann gilt:

u irreduzibel <= u prim. ]

DEFINITION 5.1.16. Ein Integritdtsring R heifst Hauptidealring, falls jedes seiner
Ideale I C R ein Hauptideal ist, d.h. I = (a)g fir ein a € R. O

LEMMA 5.1.17. Sei R ein Integrititsring, und seien I,J C R Ideale. Dann gilt:

o I'NJ ist ein Ideal.
o [+ J:={ai+bjliel,je Jabe R} ist ein Ideal. O

LEMMA 5.1.18. Sei R ein Hauptidealring, und seien a,b € R. Dann gilt:
(@r+O)r=(ggT(a.b), und (a)rN(b)r= (kgV(a,b)),.

Insbesondere existieren damit ein ggT und ein kgV von a und b.
Weiter gibt es somit Elemente c¢,d € R mit:

ca + db = ggT(a,b),
und diese kénnen sogar so gewdhlt werden, daf$ ggT(c,d) =1 gilt. O

SATZ 5.1.19. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt:
R ist ein Hauptidealring = R ist faktoriell. O
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DEFINITION 5.1.20. FEin Integritdtsring R heifit euklidisch, falls es eine Gradfunkti-
on:

v: R\ {0} — Ny
gibt, so daf gilt: Fir alle a,b € R mit b # 0 existieren (nicht notwendig eindeutige)
Elemente q,r € R mat:

a=q¢b+r wund 0<v(r)<wv(b) oderr=0.

Obige Zerlequng wird auch als Division mit Rest bezeichnet, wobei q als der Quotient
und r als der Rest bezeichnet wird. [

SATZ 5.1.21. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt:
R ist euklidisch = R ist ein Hauptidealing U

SATZ 5.1.22. Sei R ein euklidischer Ring mit einer Grad-Funkion v, und weiter seien
a,b € Rmitb # 0. Dann seien Elemente ro, 71, ... und qi,qs, ... aus R durch folgende
iterierte Division mit Rest definiert, solange r; # 0 gilt:

ro:=a, 1 :=Db,
a = q1b+ 1o,
b= qara + 13,
T = 37’3 + T4,

r3 = q4T4 + T5,

Ti—o = ¢;i1T—1 + T4,

Dann gibt es ein k € N, so daf$ gilt:
7oy sTho1 Z 0, v(r) >...>v(r—1) >0, wund 1, =ggT(a,b).

Dieses Verfahren zur Erzeugung von ggT (a,b) wird der euklidische Algorithmus ge-
nannt.

Die obigen im euklidischen Algorithmus auftretenden Gleichungen (Divisionen mit
Rest) konnen nach den Resten r; umgeformt werden:

a=qb+rs, ro = a — q1b,

b= qors + 13, T3 = b — qara,

Ty = Q373 + T4, T4 = T2 — (373,

r3 = Q474 + 75, — s =13 — @474,
Tk—3 = Qp—2Tk—2 + Tk—1 Thk—1 = Tk—3 — Qr—2Tk—2
Tk—2 = Qk—1Tk—1 + Tk, Tk = Th—2 — Qk—1Tk—1-

Durch iteriertes Einsetzen der r; ,von unten nach oben® kann dann ry offensicht-
lich als Linearkombination von a und b geschrieben werden, denn zuerst ist rj eine
Linearkombination von ri_1 und rip_o:

Tk =Tk—2 — qk—-1Tk—1,
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und nach ersetzen von rp_1 durch die entsprechende Gleichung wird es zu einer Li-
nearkombination von ri_o und ri_3:

Tk = Th—2 — Qk—1Th—1 = Th—2 — %—1(1%—3 — C]k—zm—g) = (14 @r-1Gr—2)Tk—2 — Qr—17%—3

-~

=Tk—1

Dies kann fortgefiihrt werden, bis ry eine Linearkombination von ro = a und vy = b
ist, und es ergibt sich dann eine Darstellung von r, = ggT(a,b) als Linearkombina-
tion von a und b wie in Lemma 5.1.18 postuliert:

ca+ db = ggT(a,b),

wobei ¢ und d mit Hilfe der q; berechnet werden wie oben beschrieben.
Dieses Verfahren zur Darstellung von ggT(a,b) als Linearkombination von a und b
wird der erweiterte euklidische Algorithmus genannt. O

SATZ 5.1.23.
e 7 ist ein euklidischer Ring mit der Betragsfunktion als Gradfunktion:
|-|: Z\{0} — N mit aw lal.

o Ist K ein Korper, so ist der Polynomring K|t| ein euklidischer Ring mit dem
Polynomgrad als Gradfunktion:

grad: K[t]\ {0} — N mit p+— grad(p). O

SATZ 5.1.24. Sei R ein Hauptidealring und p € R mit p # 0. Dann sind dquivalent:

i.) p ist prim.
ii.) p ist irreduzibel.
iii.) R/(p)g ist ein Korper. d

SATZ 5.1.25. (Chinesischer Restsatz fiir Hauptidealringe)

Sei R ein Hauptidealring, und seien aq,...,a, paarweise teilerfremde Elemente,
d.h. es gilt ggT(a;,a;) = 1 firi # j. Firl < i < n sei m; die kanonische Pro-
jektion:

mi: R— R/(a;)r mit x+— x+ (a;)r-
Dann ist die folgende Abbildung m ein Ringepimorphismus:
T: R— R/(a1)r % -+ x Rf(ax)r mit z— (mi(z),...,m(2)),
und es gilt:
ker(m) = (a)g mit a:=ay----- p,
so dafl der Homomorphie-Satz 1.53.48 folgenden Ring-Isomorphismus induziert:

¢ R/(a)p — R/(a1)rx...xR/(an)r mit x+(a)gr — (x+(a1)R,...,x+(an)Rl):.]
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BEMERKUNG 5.1.26. Aus dem Beweis von Satz 5.1.25 ergibt sich folgendes Verfah-
ren, bzgl. der Abbildung:
7T R— R/(a)r % -+ x Rf(an)r mit z— (m(x),...m(x))
fir (xzq,...,2,) € R/(a1)r X ... R/(an)r ein Urbild zu konstruieren.
o Fir1<j<n seib;:=][[a.
o Es gilt ggT(a;,b;) =1, und es existieren o, 5; mit:
aja; + Bib; =1 (erweiterter euklidischer Algorithmus).
o ¢; 1= [3;b; erfiillt die Gleichung:
1+ (a;)g  fiiri=j,
mi(e;) = .
0+ (a;)r fiiri#j.

Ist jeweils x; ein Urbild von x; unter m;, so ist:

n
T = E @-ei
=1

ein Urbild von (z1,...,x,) unter . O

5.2. Moduln iiber Hauptidealringen

SATZ 5.2.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins und M ein freier R-Modul. Sind
(xi)ier und (y;)jes Basen von M, so sind I und J gleichmdchtig. O

DEFINITION 5.2.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins und M ein freier R-Modul.
Dann ist der Rang von M definiert als die Mdichtigkeit einer (und nach Satz 5.2.1
jeder) seiner Basen und wird notiert mit rgp(M). O

DEFINITION 5.2.3. Ser R ein kommutativer Ring mit Fins und M ein R-Modul.
Weiter sei I eine nicht-leere Menge, und es seien U; C M Untermodule fiir i € I.
Dann ist die Summe der U; definiert als das Erzeugnis aller Vektoren aus den U;

(siehe auch Definition 2.2.8):

i€l el

Die Summe Y., U; heifst direkte Summe der Uy, falls fir alle j € I gilt:
icl
i7]

Ist die Summe der U; direkt, so wird auch notiert:

Pu. O

el

SATZ 5.2.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, M ein R-Modul. Weiter sei I
ein nicht-leere Menge, und es seien U; C M Untermodule fiir 1 € I. Dann gilt:

M- @ Ul Jedes m € M hat eine eindeutige Darstel- .

- lung m =% w; mit u; € Us.
ic
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LEMMA 5.2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, I eine nicht-leere Teilmenge
und M = @,., U; mit Untermoduln U; € M firi € I.

Ist dann fir i € I jeweils (x;;)jes, ein linear unabhingiges System in U;, so ist ein
aus allen diesen Systemen zusammengesetztes System linear unabhdngig in M. [

LEMMA 5.2.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, I eine nicht-leere Teilmenge
und M = @iel U; mit Untermoduln U; C M fir i € I. Sind die U; freie R-Moduln
so ist auch M ein freter R-Modul, und jedes System zusammengesetzt aus Basen der
U; st eine Basis von M.

Ist insbesondere I eine endliche Menge und haben alle U; endliche Basen, so folgt

direkt:
rgp(M) = ngR(Ui>' O

iel
LEMMA 5.2.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul. Weiter
set M =U @ W fir Untermoduln U, W C M. Dann gilt:
M/U=W. O
DEFINITION 5.2.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul. Ein

Element x € M heifit Torsionselement, falls es ein v € R mit r # 0 gibt mit rx = 0.
Die Menge aller Torsionselemente von M wird mit M, bezeichnet.

Gilt Mz, = {0}, so heiffit M torsionsfrei. O

LEMMA 5.2.9. Sei R ein Integrititsring und M ein R-Modul. Dann ist Mr,,. ein
Untermodul von M. O

LEMMA 5.2.10. Sei R ein Integrititsring und M ein R-Modul. Dann gilt:
M fret = M torsionsfrei.

DEFINITION 5.2.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins und M ein R-Modul.
Fiir x € M ist dann der Annulator definiert als die Menge:

Anng(z) ={reR|re=0}.
Der Annulator des ganzen Moduls M ist definiert als Schnitt aller Annulatoren:

Anng(M) := ﬂ Anng(x) ={re€ R|rz =0 fir alle x € M }. O

zeM

LEMMA 5.2.12. Seir R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul. Dann
ist fir jedes x € M der Annulator Anng(x) ein Ideal in R, und ebenso der Annulator
Anng(M) des gesamten Moduls.

Ist M endlich erzeugt von Elementen x4, ..., x,, so gilt:

Anng(M) = ﬂ Anng(z;).

Ist dabei insbesondere R ein Hauptidealring, so sind die Ideale Anng(x;) Hauptideale
der Form (r;)g mit r; € R, und es gilt nach Lemma 5.1.18:

Anng(M) = (kgV(rl,...,rn))R. O
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SATZ 5.2.13. Sei R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul endlichen Ranges.
Dann qilt fir einen Untermodul U C M :

U ist frei und rgp(U) <rgp(M). O

SATZ 5.2.14. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
st auch jeder Untermodul U C M endlich erzeugt.
Existiert dabei in M ein Erzeugendensystem mit n Elementen, so gibt es in jedem

Untermodul U C M ein Erzeugendensystem, welches aus héchstens n Elemente be-
steht. O

LEMMA 5.2.15. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter torsionsfreier
R-Modul. Dann ist M ein freier Modul. U

LEMMA 5.2.16. Sei R ein Hauptidealring und ¢: M — N eine R-lineare surjektive
Abbildung. Dann gilt:

Es gibt einen freien Modul F© C M mit
M =ker(p) ® F und FF = N.

Insbesondere gilt: Ist (y;)icr eine Basis von N, und sind (x;);c; dazu passende Ur-
bilder mit x; € M und p(x;) = y;, so ist das System (x;);e; linear unabhdngig und
F:=(z;|i€l) C M ein solcher Modul. O

N st ein freier R-Modul ——

SATZ 5.2.17. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
gibt es einen freien Untermodul F© C M mat:

M =F & My,

Der Rang von F' ist eindeutig bestimmd. Il

SATZ 5.2.18. (Elementarteilersatz fiir Moduln)
Sei R ein Hauptidealring und M ein freter R-Modul vom Rang n. Weiter set U C M
ein Untermodul mit U # {0}. Dann folgt:

Ezistenzaussage: — Es gibt eine Basis xq,...,x, von M und aq,...,0p € R\ {0}
mit k € N, so daf8 gilt:
a; | o firl <i<k und oqm,...,apzy ist ein Basis von U.
FEindeutigkeitsaussage:  Die obigen U zugeordneten Elemte o, ..., ay sind bis auf
Einheiten eindeutig bestimmd. U

SATZ 5.2.19. (Elementarteilersatz fiir Matrizen)
Sei R ein Hauptidealring und A € Mat(m x n, R) mit A # 0. Dann folgt:

Ezistensaussage:  Es gibt Matrizen S € GL,(R) und T' € GL,,(R) und Elemente
ay,...,op € R\ {0} mit k € N, so daf$ gilt:

Qg

SAT = Xk und oy | aiyq fir 1 <i<k.
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Eindeutigkeitsaussage: — Die obigen A zugeordneten Diagonalelemte o, . . ., ay sind
bis auf Einheiten eindeutig bestimmit. U

BEMERKUNG 5.2.20.

i.) In dem Hauptidealring Z. gibt es nur die Einheiten {£1}, und damit sind die
Aquivalenzklassen assozierter Elemente (siche Lemma 5.1.J) zweielementig —
bis auf die Aquivalenzklasse von 0. Damit gilt fir a € Z:

0]. ={0} oder [a].={—a,a} fira#D0.

Insbesondere liegt in der Aquivalenzklasse eines a # 0 genau ein Element aus N.

ii.) Sei K ein Kérper. Dann sind die Einheiten des Polynomrings K|[t] die Konstan-
ten Polynome ungleich Null, d.h. (K[t])" = K*, und fiir ein Polynom p € K[t]
hat die Aquivalenzklasse seiner assoziierten Elemente die Form:

Pl ={a-plaec K"}

Insbesondere enthilt fiir p # 0 die Aquivalenzklasse genau ein normiertes Poly-
nom. U

DEFINITION 5.2.21. (Elementarteiler eines Untermoduls)

Sei R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul endlichen Ranges. Weiter sei
U C M ein Untermodul mit U # {0}. Sei x1,...,x, eine Basis von M, und sei-
en ay,...,ar € R Elemente, welche die seienBedingungen aus Satz 5.2.18 erfiillen.
Dann heiffen aq, . .., ap Elementarteiler von U bzgl. M (diese sind nur bis auf Ein-
heiten eindeutig bestimmt!), und x4, . .., xz, eine Elementarteilerbasis von M bzgl. U.
Ist R := 7, so existieren nach Bemerkung 5.2.20 eindeutig bestimmte FElemente
ai, ..., € N, die Elementarteiler von U bzgl. M sind, und diese werden ,die”
Elementarteiler von U bzgl. M genannt.

Ist R = KI[t]| fir einen Korper K, so existieren nach Bemerkung 5.2.20 eindeutig
bestimmte normierte Polynome p1,...,pg, die Elementarteiler von U bzgl. M sind,
und diese werden ,die“ Elementarteiler von U bzgl. M genannt. [

DEFINITION 5.2.22. (Elementarteiler einer Matriz)

Sei R ein Hauptidealring und A € Mat(m x n, R). Sind aq,...,a, € R Elemente,
welche die Bedingungen aus Satz 5.2.18 erfiillen, so heiffen diese Elementarteiler von
A (diese sind nur bis auf Finheiten eindeutig bestimmt!).

Ist R := 7, so existieren nach Bemerkung 5.2.20 eindeutig bestimmte FElemente
ai,...,qp € N, die Elementarteiler von A sind, und diese werden ,die“ Elementar-
teiler von A genannt.

Ist R := KI[t] fiir einen Korper K, so existieren nach Bemerkung 5.2.20 eindeutig
bestimmte normierte Polynome py, ..., pg, die Elementarteiler von A sind, und diese
werden ,die“ Elementarteiler von A genannt.

Ist A € Mat(m x n, R) gegeben, und gilt fir S € GL,,(R) und T € GL,(R):

a7

SAT = Xk mit ;| a1 (Elementarteiler von A),
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so heifst die rechte Diagonalmatriz Smith-Normalform von A. O

BEMERKUNG 5.2.23.

i.) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so ist auf Mat(m x n, R) eine Aquiva-
lenzrelation definiert durch:

A~B: 35 GLnW(R),T € GL,(R) : B = SAT.

Siehe dazu auch Aufgabe 4, Blatt 6 aus LA Ila: dort ist die Aussage fiir Korper
formuliert, und der Beweis iiber Ringen lduft analog.
In diesem Sinne ist in Definition 5.2.22 die Matriz A dquivalent zu einer Smith-
Normalform, und iber einem Hauptidealring enthilt jede Aquivalenzklasse eine
Smith-Normalform.

ii.) Smith-Normalformen einer Matriz in Definition 5.2.22 sind im allgemeinen
nicht eindeutig, da auch die Elementarteiler einer Matriz nicht eindeutig sind.
Ist A € Mat(m x n, R) gegeben, dann gilt jedoch: Sind die beiden Matrizen

(651 51

Ak und Br

" y
jeweils Smith-Normalformen von A, so folgt aus dem Elementarteilersatz fir
Matrizen (Satz 5.2.19)

k=r und o;~p; firl <i<ek.

ii.) Uber Z. und dem Polynomring K|[t] fiir einen Korper K sind durch speziel-
le Vereinbahrung in Definition 5.2.22 die Elementarteiler einer Matrix ein-
deutig bestimmt. Dadurch gibt es in diesen Fdillen auch genau eine Smith-
Normalform. Diese beschreiben dann eindeutig die Aquivalenzklassen der obigen
Aquivalenzrelation. O

LEMMA 5.2.24. Fir die beiden Elementarteilersatze 5.2.18 (fir Moduln) und 5.2.19
(fiir Matrizen) gilt:

FErxistenzaussage ETS Moduln <= FEuxistenzaussage ETS Matrizen,
Findeutigkeitsaussage ETS Moduln <= FEindeutigkeitsaussage ETS Matrizen.

BEWEIS. Im folgenden sei R ein Hauptidealring.

Existenz ,=“:  Sei A € Mat(m xn, R) mit A # 0 gegeben, und ¢,: R" — RI™
die davon induzierte lineare Abbildung. Dann ist im(¢4) € R™ ein Untermodul
des freien R-Moduls RI™. Wegen A # 0 ist im(¢4) # {0}, und somit kann auf
im(p4) € R™ der Elementarteilersatz fiir Moduln (5.2.18) angewandt werden.
Es gibt also eine Elementarteilerbasis Y := (yi, ..., ym) des R™ bzgl. des Unter-
moduls im(p4), so daB ayyy, .. ., axyx eine Basis von im(¢4) ist mit a; € R und
a; | o fir 1 <i < k.
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Sei ¢: R — im(p,) die von ¢4 durch Einschrinkung des Wertebereichs in-
duzierte Abbildung, so daf} gilt: im(¢) = im(p4). Weiter seien z,, ...,z € R
Urbilder der oyy; € im(yp), d.h. es gilt o(x;) = qy;.

Dann ist nach Lemma 5.2.16 F := (xy,...,7;) C RI" ein freier Modul mit der
Basis x1, ..., 2k, und es gilt R" = ker(p) @ F.

ker(yp) ist als Untermodul des freien Moduls RI™ selbst frei (Satz 5.2.13), und
nach Lemma 5.2.6 liefert dann eine Basis vy, ..., v, von ker(y¢) zusammengesetzt
mit der Basis x1, ..., 7, von F eine Basis X := (z1,..., 2, v1,...,v,) des R,
Die Matrizendarstellung von ¢4 bzgl. der Basen X (des RI™) und Y (des RI™)
ist dann nach obiger Konstruktion offensichtlich:

Qg

Yaly,x = mit o | Qg
[p4] t |

0
Aus [pale,., bzgl. der Standard-Basen &,, &, folgt dann mit Lemma 3.4.28:

[aly,x = [[dgmlye, - [Palen.e, - [[dpnle, x,
=5 =A =T

so daB zusammengefafit mit S € GL,,(R) und T € GL,(R) gilt:
(631

SAT == Ok mit (87 ‘ (67 AN

0

Existenz ,<=“:  Sei M ein freier R-Modul vom Rang n und U C M ein Untermodul
mit U # {0}. Nach Satz 5.2.13 ist auch U ein freier Modul und rg,(U) < rgp(M).
Sei dann ¥y, . .., yx eine Basis von U und Z := (zy, ..., z,) eine Basis von M. Wei-
ter sei auf der Standard-Basis & des R™ durch lineare Fortsetzung die folgende
lineare Abbildung definiert:

p: RM —s M mit e; — Y.

Offensichtlich gilt im(¢) = U.

Sei A := [plze, € Mat(n x k, R), und es folgt wegen U # {0} sofort A # 0.
Dann kann der Elementarteilersatz fiir Matrizen (Satz 5.2.19) auf A angewendet
werden, und es existieren somit Matrizen S € GL,(R) und 7' € GLj(R) mit:

(€51

S[QD]ngT = SAT = Or mit o ’ (e 758 firl1 <i<r.
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Ist S € GL,(R) und die Basis Z von M gegeben, so gibt es eine (eindeutige) Basis
B := (by,...,b,) von M mit S = [id]p 2z, und analog gibt es fir T € GL(R)
und die gegebene Basis &, des R* darin (genau) eine Basis C := (cy, ..., c;) mit
T = [id]¢, ¢ Es gilt dann:

aq

= S[plze, T = [z - [¢lze, - [id]e,.c = [¢lBc-

0

Diese Matrizendarstellung von ¢ liefert sofort, dafi ¢(cy),...,p(c,.) eine Basis
von im(yp) = U ist: es ist ein Erzeugendensystem, da die Bilder der anderen
Basisvektoren ¢, 1, ..., c; alle Null sind, und linear unabhéngig, da deren Koor-
dinatenvektoren [¢(c¢;)] g offensichtlich linear unabhéngig sind. Wegen k = rg(U)
folgt dann noch r = k.

Ebenso folgt aus der Matrizendarstellung [p] g ¢ sofort ¢(c;) = a;b; fiir 1 <i < k.
Damit ist bq,...,b, eine Elementarteilerbasis von M bzgl. U, da a;by, ..., agby
eine Basis von U ist und «; | a4 fiir 1 < < k gilt.

Eindeutigkeit ,=“:  Sei A € Mat(m X n, R) mit A # 0, und es gebe Matrizen

S.5 € GLy(R) und T, T € GL,(R) mit:
g

SAT = Ok mit oy | o fiir 1 <i <k

und
B

0

Es gibt Basen B, B des R™ mit S = [id]pe, und S = [id]5 ¢, und Basen c,.C
des R mit T = [id]g, ¢ und T = [id] e, &> und es folgt:

SAT = [id]gg,, - [palen.e, - [1dle,.c = [palBec,
SAT = [id]ge - lpalene, [idlg, 6= [palzea

()

Dann liefert die jeweilige Matrizendarstellung von [p 4] sofort, dal B und B Ele-
mentarteilerbasen des RI™ bzgl. im(p4) sind und oy, . .., oy, sowie By, ..., 3, Ele-
mentarteiler von im(¢,) bzgl. RI™. Nach dem Elementarteilersatz fiir Moduln
(Satz 5.2.18) sind diese bis auf Einheiten eindeutig bestimmt, so dafl & = r folgt



5.2. MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN 377

und a; ~ G; fiir 1 < i < k, womit die Eindeutigkeitsaussage fiir Matrizen bewie-
sen ist.

Eindeutigkeit ,<“:  Sei M ein freier R-Modul vom Rang n und U C M ein Un-
termodul mit U # {0}. Weiter seien Y := (y1,...,y,) und Z := (21,...,2,)
Elementarteilerbasen von M bzgl. U mit den dazugehorigen Elementarteilern
ay,...,ap und By,..., 0, von U bzgl. M, d.h. es gilt o; | ayyq fiir 1 < i < k
und 5; | fiy fiir 1 <@ < r. Es folgt sofort r = k, da der Rang von U eindeutig
bestimmt, ist.

Es seien folgende durch lineare Fortsetzung auf den Basen definierte Abbildungen

betrachet (€, = (ey,...,e;) die Standard-Basis auf dem RIFl):
o1 RM — M mit  e; — oq,

Offensichtlich gilt im(¢1) = U = im(p2).
1 und o besitzen folgende Matrizendarstellungen:

aq 51

[C,Ol]xgk = und [QDQ]Z#S‘IC = ,
o By

wobei zusétzlich a; | a; 41 und B; | Bivq gilt.

Da ¢, die Basis &, des RI* auf die Basis 3,21, ..., Brzx von U = im(y,) abbildet,
ist es ein Isomorphismus von R nach U, und es gibt eindeutig bestimmte Ut-
bilder vq,. .., v der Basis ajyi, ..., axyr von U unter ¢y, und V' := (vy,..., %)
ist eine Basis des R™. Sei dann ¢: R — R die lineare Fortsetzung der
Abbildung:

P: RM — R mit €; — v;.
Dann gilt ¢1 = @9 09, und es folgt:
[olve, = 20 ¥lvie, = lid]yz - [@2]ze, - [Vle,e,
so daf} sich sofort ergibt:

041_ 51_

| = [pilze, = lid]v.z-[p2]ze, e = [[dly,z - (Ve -
a g B | Tom

Die Matrix [ps]z¢, ist schon eine Smith-Normalform, und sie kann in die weitere
Smith-Normalform [¢1]y¢, tiberfithrt werden, so daf aus dem Elementarteilersatz
fiir Matrizen (Satz 5.2.19) sofort a; ~ f; fiir 1 < i < k folgt. d

LEMMA 5.2.25. Sei R ein Integrititsring und M ein freier R-Modul mit einer Basis
T1y. .., Ty Weiter seien ay,...,ap € R\ {0} und U C M der freie Untermodul
U:={ayxy,...,apzg). Dann gibt es einen R-Modulisomorphismus:

M/U =[] R/(ci)r x R* . O

=1
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LEMMA 5.2.26. Sei R ein Hauptidealring und M ein R-Modul mit:
M = ﬁR/(ai)R und aq,...,ar € R\ {0} Nicht-Einheiten mit o | ayq.
i=1
Dann sind aq, . .., ay bis auf Finheiten eindeutig bestimmt, d.h. fir eine Zerleqgung:
M = ﬁ R/(Bi)r und pi,...,B. € R\ {0} Nicht-Einheiten mit 5; | Bi1
j=1

folgt k =r und a; ~ b;. OJ

Aus den Konstruktionen im Beweis von Lemma 5.2.24 ergibt sich sofort folgende
Aussage:

LEMMA 5.2.27. Ist R ein Hauptidealring, und sind M, N freie R-Moduln endlichen
Ranges, so gilt fir eine lineare Abbildung ¢: M — N:

Ist A eine Matrizendarstellung von ¢, so hat A die gleichen Elementarteiler
wie im(p) bzgl. N. O

Lemma 5.2.27 liefert sofort ein Verfahren, wie in speziellen Féllen die Elementarteiler
eines Moduls berechnet werden konnen:

BEMERKUNG 5.2.28. Sei M ein freier Modul endlichen Ranges tiber dem Hauptideal-
ring R, und es set U C M ein Untermodul, der von den Elementen x4, ...,z erzeugt
wird. Dann laft sich sofort folgende lineare Abbildung zwischen freien R-Moduln kon-
struieren mit im(p) = U:

p: RF — M mit e; — ;.

Ist dann B ein Basis von M, so liefert Lemma 5.2.27, dafi die Elementarteiler von
U bzgl. M gleich den Elementarteilern der Matrizendarstellung [¢]p.e, sind.

Fiir das Beispiel U := ((}), (1)) € ZP folgt dann, daf obiges ¢ die Form:
() = (%)

hat und bzgl. der Standard-Basis & eine Matrizendarestellung:

[Plese, = (; i) -

Nun muf$ [¢le, &, in ihre Smith-Normalform tberfihrt werden, um die Elementarteiler

2u finden:
1 3 - 10
2 4 0 2)°

Also hat U in ZP die Elementarteiler 1,2.
Die Umformung von [ple, e, in seine Smith-Normalform kann folgendermaflen be-

schrieben werden:
1 0 1 3 1 =3y (10
2 -1 2 4)\0 1 /) \0 2)/)°
—_——— —_——

:;S =T

: 22— 7P it (§)— (%),
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Nach dem Beweis von Lemma 5.2.2/ gibt es eine Basis B von Z* mit S = [id] 5 g2,
und dieses B ist eine Elementarteilerbasis von Z2 bzgl. U. Dabei kann in diesem Fall
B leicht aus den Spalten von S~! = [id|g, p abgelesen werden:

S = <; _01) =—>  Elementarteilerbasis von M bzgl. U: (;) , (_01> g

DEFINITION 5.2.29. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
FEine endliche Prdasentation von M ist dann eine Kette von Abbildungen:

NP2,
wobet N und P freite R-Moduln endlichen Ranges sind, und zusdtzlich gilt:
@ ist surjektiv und im(¢) = ker(p).
Die Elementarteiler der endlichen Prdsentation sind dann die Elementarteiler von

ker(y) bzgl. P. O

BEMERKUNG 5.2.30. Ist R ein Hauptidealring, M ein endlich erzeugter R-Modul
eine endliche Prdsentation von M gegeben durch:

NPt M,
so gilt nach Lemma 5.2.27 fiir eine Matrizendarstellung A von 1), daf die Elementar-

teiler der endlichen Prdsentation gleich den Elementarteilern von A sind. U

SaTz 5.2.31. (Klassifikation endlich erzeugter Moduln iber Hauptidealringen)
Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Weiter sei F' C M
ein freier R-Modul eindeutig bestimmten Ranges mit (siche Satz 5.2.17):

M =F & My,

Dann gibt es Nicht-Finheiten oy, ...,ar € R\ {0} mit oy | ayq fiir 1 < i <k, so
daf$ gult:

k
MTOT = H R/<al)R
i=1
Die Elemente ayq,...,...,«ax sind bis auf Einheiten eindeutig bestimmi.

LEMMA 5.2.32. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Weiter seien oy, ...,ar € R\ {0} die nach Satz 5.2.51 bis auf Einheiten eindeutig
bestimmten Nicht-FEinheiten mit «; | azpq fiir 1 <i < k, so dafs gilt:

k
M=Mp, ®F mit Mg, = HR/(O@)R und F freier R-Modul.
i=1

Ist eine endliche Prdsentation von M gegeben der Form (siehe Definition 5.2.29):

NP2 M,
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und ist A eine Matrizendarstellung von 1 mit einer Smith-Normalform (SNF'):

A 2 | € Mat(m x n, R),

so folgt rgp(F) = m—r, und die Nicht-Einheiten B;, ..., 5, unter den By, ..., [, sind
assoziert zu den obigen Elementen oy, ..., ax, d.h. es gilt:

%Nﬁj, 042N5j+1, L ap ~ Sy

BEWEIS.
Da ¢ surjektiv ist, gilt nach dem Homomorphie-Satz 2.1.31:

M= P/ker(g),
und aus ker(yp) = im(¢)) folgt sofort:
M = P/im(v).

Nach Bemerkung 5.2.30 sind die Elementarteiler 3i,..., 5, von A gleich den Ele-
mentarteilern der endlichen Prisentation, also die von ker(y) = im(¢) bzgl. P.

Ist A € Mat(m x n, R), so gilt rggr(N) = n und rgr(P) = m. Sei dann x4, ...,z
eine Elementarteilerbasis von P bzgl. im(¢)) zu den Elementarteilern fy, ..., 5, von
im(¢) bzgl. P. Dann gilt nach Lemma 5.2.25:

5.2.25

P/im(Y) = (z1,...,xm) /(B121, . . ., Bray) = HR/(@)R x ™"

Wegen 3; | Bi41 gibt es ein 1 < j < n, so da fy,..., ;-1 Einheiten und 3;,...,f,
Nicht-Einheiten unter den Elementarteilern von im(v)) sind.
Fiir Einheiten §; gilt (8;)r = R und somit R/(5;)r = {0}, so dafl folgt:

Plim(y) = [[ R/(B)n x R ()

Es gilt offensichtlich:
(TT&/rx R™) =TT R/(B),
i=j 1=

so dafl der Isomorphismus (x) eine Zerlegung von P/im(v) induziert der Form:

T

P/im() = (P/im(y)),,, ® F mit  (P/im(y)),, = [[R/(B)r F=R™.

=7
Jeder Isomorphismus M = P/im(%)) bildet die jeweiligen Torsionsuntermoduln auf-
einander ab, und es folgt:

MTorgnR/(ai)R und Mo, = (P/im(w))Tor2HR/(ﬁi)R,
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womit die Eindeutigkeitsaussage des Klassifikationssatzes 5.2.31 dann wie behauptet
liefert:

a1 Nﬁj;--wak’\’ﬁr-
Ein Isomorphismus V: P/im(y)) — M liefert eine Zerlegung:

M = U(P/im(y)) = \IJ((P/ im(¢))Tor) SU(F) mit W(F) frei,

. S

=Mror

und nach der Eindeutigkeit des Ranges in einer solchen Zerlegung von M (Satz 5.2.17)
gilt dann rgy(F) =gy (U(F)). Dies liefert letztendlich die gewiinschte Implikation:

V()= F=2R"" = r1gg(F)=m-—r. O

BEMERKUNG 5.2.33. Es kann gezeigt werden, dafS die freien Moduln F', die in einer
Zerlequng

M:F@MTOT

in obigem Satz auftreten kinnen, alle mazimale freie Untermoduln in F sind, und
daber mazimal in doppeltem Sinne:

o Mazimal in dem Sinne, dafS sie nicht in einem grofieren freien Untermodul von
M liegen.

o Maximal in dem Sinne, daf$ es keinen freien Untermodul in M gibt, der einen
grofferen Rang als F hat (nach Satz 5.2.17 ist der Rang eines F' mit obiger
Figenschaft eindeutig bestimmt).

In M kénnen aber mazimale freie Untermoduln existieren, die sich nicht mit My,
zum ganzen Modul erginzen lassen: Beispiele wiren die Z-Untermoduln (p) C Z fiir
Primzahlen p, die jeweils in beiden Kontexten maximal sind. O

SATZ 5.2.34. (Klassifikation endlicher abelscher Gruppen)
Sei G eine endliche abelsche Gruppe und n := |G|. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen dy, . ..,dy € N mit d; > 1, so daf$ gilt:

dZ’dZ+1fUT1§Z§k, dldk:n und G%Zdlx...dek.

Wird dann fiir einen Gruppe G mit [G] die Aquivalenzklasse aller zu ihr isomorphen
Gruppe bezeichnet, so induziert die Zuordnung:

G = Zg X ...xX Ly +— (dy,... dg)
eine Biyektion zwischen den folgenden Mengen:

{[G] | G abelsche Gruppe der Ordnung n }

1
{(dl,...,dk)|k€N, di>1, di|di+17 dldk:n} ]
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BEWEIS.

Ist G eine abelsche Gruppe, so wird GG durch folgende skalare Multiplikation zu einem
Z-Modul:

o 7ZxG—G mit zeg:=g"

Ist G eine endliche Gruppe mit n := |G|, so ist dieser offensichtlich endlich erzeugt
als Modul iiber dem Hauptidealring Z, und aus Lemma 1.2.7 und dem Satz von
Lagrange 1.2.20 folgt sofort die Aussage:

g" = eg fiir alle g € G,

so dafl dann G ein Z-Torsionsmodul ist, d.h. G = Gy,

Nach dem Klassifikationssatz 5.2.31 fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptideal-
ringen gibt es dann eindeutig bestimmte Zahlen di,...,d; € N mit d; > 1 und
d; | diy1, so daB gilt:

G=GCGru=ZZ/(d)z X ... X L[/(dk)z = Zgy, X ... X Lqg,.

Des weiteren gilt:
|Zg, X Zg,| =dy-...-dy = di-...-dp=n.
Es bleibt zu zeigen, daB fiir G = Zg4, X ... X Zg, die Zuordnung
U,: [G] — (dy,...,dg)
eine Bijektion zwischen den folgenden Mengen ist:
{[G] | G abelsche Gruppe der Ordnung n }
1
{(dy,...,dy) | k€N, d;>1, d; | diy1, dy-...-dr, =n}.

U,, wohldefiniert:  Fiir zwei endliche abelsche Gruppen G und H gelte [G] = [H].
Dann sind die beiden Gruppen nach der Definition der Aquivalenzrelation iso-
morph: G = H.

Nach obiger Klassifikation endlicher abelscher Gruppen gibt es eindeutig be-
stimmte Elemente aq,...,a; € Nund by,...,b, € N mit a; | a;41 und b; | bjyq
sowie:
Ligy X .. X lg, =G =HZZy X ... X Ly,
woraus dann
Ligy X ... X Lig, = Lipy X ... X Ly,

folgt, welches wegen der Eindeutigkeitsaussage aus der Klassifikation endlicher
abelscher Gruppen sofort liefert:

k=r und alzbl,...,ak:bk.
Damit ist die Abbildung V¥,, wohldefiniert wegen:
U, ([G]) = (a1,...,a5) = (by,...,b,) = U, ([H]).
¥, injektiv:  Es seien GG, H endliche abelsche Gruppen mit:
U, ([G]) = (dv,....dr) =V, ([H]).
Dann gilt nach der Definition von ¥,,:

G%Zdlx...dekg.H — G=H - [G]:[H]
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U, surjektiv:  Fiir G :=Zg, X ... X Zg, mit d; | d;1; gilt per Definition:
U,(G) = (dy,...,d). O

BEISPIEL 5.2.35.
i.) Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit einer endlichen Prasentation:
N5 P5a
Weiter sei A eine Matrizendarstellung von 1 mit einer Smith-Normalform.:

1

Dann folgt mit Lemma 5.2.52:
G X 7* X Ly X Zy.

ii.) Die Anzahl aller abelschen Gruppen (bis auf Isomorphie) der Ordnung 24 ist
nach Satz 5.2.3/ gegeben durch die Anzahl der mdglichen Tupel:

(dl,...,dk> mat d1>1, dldk224,d1’dl+1
Alle Méglichkeiten dazu sind:
(24), (2,12), (2,2,6).

Somit ist eine abelschen Gruppen der Ordnung 24 isomorph zu einer der fol-
genden Gruppen:

224, Z2 X Zlg, ZQ X ZQ X Zﬁ. O

5.3. Konjugationsklassen quadratischer Matrizen

BEMERKUNG 5.3.1.

i.) Sei K ein Korper und V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fir ein
¢ € Endg (V) liefert folgende Definition einer skalaren Multiplikation eine K[t]-
Modulstruktur auf V :

o K[t] xV — V' mit p(t)ev:=p(p)(v).

Diese K[t]-Modulstruktur auf V' kann auch beschrieben werden durch folgenden
Ringhomomorphismus:

U, : K[t] — Endg (V) mit pw— p(p).

ii.) Sei K ein Korper und A € Mat,(K). Dann ist die folgende Abbildung ein
Ringhomomorphismus:

O, K[t] — Mat,(K) mit p+— p(A).
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iii.) Sei K ein Korper und A € Mat, (K). Auf dem K-Vektorraum K™ ist durch
folgende Definition einer skalaren Multiplikation eine K|[t]-Modulstruktur defi-
niert:

o: K[t] x K" — K mit p(t) ez :=p(A) -z
Weiter sei ® der folgende Ringisomorphismus aus Satz 3.1.20:
®: Mat, (K) — Endg(KM™) mit A o4
Dann st folgendes Diagramm von Ringhomomorphismen kommutativ:

K[t] b4 Mat, (K)

Jq) mit W, =®ody.
Vo,

End g (KM)

Die obige K[t]-Modulstruktur auf K™ bzgl. A entspricht dabei der durch Vo,
gegebenen K [t]-Modulstruktur, d.h es gilt:

(K[t]-Mod. durch A)
pex = p(A) - = plpa)(z)

Entscheidend dabei ist, daf$ durch den Ringisomorphismus A — w4 offensicht-
lich folgende Gleichung gilt:

(K[t]-Mod. durch ¥, )
= pex.

Pp(a) = D(pa)- O

DEFINITION 5.3.2. Set K ein Korper und V' ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum. Fir ein ¢ € Endg (V) sei denn die in Bemerkung 5.3.1 auf V' durch den
Ringhomomorphismus:

Ue: K[t] — Endg (V) mit p(t) — p(p)

definierte K[t]-Modulstruktur mit V,, bezeichnet.
Fiir eine Matriz A € Mat,(K) sei die in Bemerkung 5.3.1 auf K™ durch den Ring-
homomorphismus:

U, ,: K[t] — Endg(K™)  mit p(t) — p(pa)
definerte K [t]-Modulstruktur mit KXL] bezeichnet. O

BEMERKUNG 5.3.3.
i.) Es gilt fir A € Mat,(K) nach Bemerkung 5.3.1:
Kﬁﬁn} = (K[n])m-
ii.) Sei K ein Koper und V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Fir einen
Endomorphismus ¢ € Endg (V) ist der Ringhomorphismus:
U, : K[t] — Endg (V) mit p(t) — p(p)
auch K-linear, d.h. ein Vektorraumhomomorphismus zwischen den K -Vektor-

raumen K[t] und Endg (V).
Fir A € Mat,,(K) ist der Ringhomomorphismus:

®,: K[t] — Mat,(K) mit A~ p(A)

auch K-linear, d.h. ein Vektorraumhomomorphismus zwischen den K -Vektor-
raumen K|t] und Mat, (K). O
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LEMMA 5.3.4. Sei K ein Kéorper und V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
Fiir ein ¢ € Endg (V) ist der Ringhomomorphismus:

U, : K[t] — Endg (V) mit p(t) — p(p)

nicht injektiv, und V., ist ein endlich erzeugter K|[t|-Torsionsmodul.
Fiir A € Mat,,(K) ist der folgende Ringhomomorphismus nicht injektiv:

¢, K[t] — Mat,(K) mit p(t) — p(A). O

BEWEIS.

Eine injektive lineare Abbildung zwischen Moduln bildet linear unabhéngige Syste-
me auf linear unabhéngige Systeme ab (Hauptsatz iiber linerare Abbildungen und
Basen 2.2.31). Die beiden Abbildungen ¥, und ®4 sind nach Bemerkung 5.3.3 auch
lineare Abbildungen, und beide bilden den unendlich-dimensionalen K-Vektorraum
K][t] in einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum ab, denn es gilt:

dimg (Endg(V)) = (dimg(V))® und  dimg (Mat, (K)) = n?.

Somit kénnen W, und ®4 nicht injektiv sein, da in den Zielrdumen das Bild der
unendlichen Basis und damit des linear unabhéngigen Systems (1,¢,...,t',...) unter
diesen Abbildungen aus dimensionsgriinden nicht linear uanbhéngig sein kann.

Zu zeigen ist noch, daB V,, ein endlich erzeugter K[t]-Modul ist. Da W, nicht in-
jektiv ist, gibt es ein p € ker(¥,) mit p # 0. Die durch ¥, auf V' induzierte K[t-
Modulstruktur (sieche Bemerkung 5.3.1) liefert dann fiir alle v € V,,:

pev= ¥y(p) (v)=0(v) =0,
—~
Nullabb. 0
und v ist somit ein Torsionselement und V,, = (V,,)1or-

Wegen K C K[t] ist auflerdem jede K-Basis von V' ein K|t]-Erzeugendensystem von
V., so dafl V,, auch endlich erzeugt ist. O

BEMERKUNG 5.3.5. Da fiir einen Kérper K der Polynomring K|t| ein Hauptidealring
ist, wird ein Ideal I C K darin von einen Element erzeugt: I = (p)gp. Fir jede
Einheit o € (K[t])* = K* ist dann offensichtlich auch ap ein Erzeuger von I, so
dafS ein I # {0} ein normiertes Polynom als Erzeuger besitzt.
Sind p,p normierte Polynome, die I # {0} erzeugen, so ist jedes dieser Polynome
per Definition ein Vielfaches des anderen. Damit folgt sofort:

p=ap, p=q = p=I(Qp = qic (K[])"
Dann gilt p = ep mit einer Einheit ¢ € (K[t])* = K*, und es folgt ¢ = 1, da beide
Polynome normiert sind.
Somit hat ein I # {0} einen eindeutig bestimmten normierten Erzeuger. g

DEFINITION 5.3.6. Sei K ein Korper und V' ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum. Fir ¢ € Endg (V) heifst dann der eindeutig bestimmte Erzeuger des Haupl-
ideals ker(V,) C K[t] (siehe Lemma 5.3.4 und Bemerkung 5.3.5) das Mininalpoly-
nom von ¢ und wird mit p, bezeichnet.

Ist A € Mat,(K), so heifit der nach Lemma 5.3.4 und Bemerkung 5.3.5 eindeutig
bestimmte Erzeuger des Hauptideals ker(® 1) C K[t| das Mininalpolynom von A und
wird mit s bezeichnet. 0J



386 5. KONJUGATIONSKLASSEN QUADRATISCHER MATRIZEN UBER KORPERN
BEMERKUNG 5.3.7. Fiir A € Mat,,(K) gilt: pa = piy, .- O

LEMMA 5.3.8. Sei V' ein n-dimensioaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Dann
gilt fir den K[t]-Modul V,, und seine durch V,: K[t] — Endg (V') gegebene K[t]-
Modulstruktur:
ker(W,) = Anngp (V).
Ist vy, ..., v, eine K-Basis von V und damit ein K|[t|-Erzeugendensystem von V,,
und gilt Anngp(vi) = (pi) kg so folgt:
Anngpy(Vy,) = (kgV(pl, . ,pn))K[t] und damit:  p, =kgV(p1,...,pn).

Dazu muf$ der kgV der p; evt. normiert werden. Ein p; lifit sich bestimmen durch
die kleinste micht-triviale Relation,

k
Z ;¢ (v;) =0,
j=1
die sich ergibt, ein minimales k zu finden, so dafs die Vektoren

v, (Vi) @Q(Uz’)a cee SOk(Ui)
linear abhingig werden. Dann ist insbesondere oy, # 0 und

Lk
i = —— CY‘tj
p ak; :

ein normierter Erzeuger von Anng(v;).
Ist A € Mat,(K), so gilt jua = p,,, und pra kann nach obgien Schema bestimmt wer-
den, indem fir eine Basis x, ..., x, des K" jeweils Anngp(z;) = (pi) kg bestimmt
wird durch die Suche eines minimalen k, so dafs

Zi, AZEZ', A2ZEZ‘, ce ,AkZL‘Z‘

linear abhingig wird. Es gilt dann analog pa = kgV(p1,...,pn)- O

SATZ 5.3.9. Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum, und seien ¢, € Endg (V).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

Vi, und Vi, sind isomorphe

@ und Y sind konjugiert <= K[t]-Moduln.

Dabei gilt sogar spezieller:

§:V, — Vy ist ein

J— 71 3
Yp=Eopol mit{eGLg(V) <+ K [t]-Modulisomorphismus.

Fiir eine Matriz A € Mat,,(K) und Basis D von V' sind folgende Aussagen dquivalent:

e, Vi, — KKL] ist ein

A pu—
[2% K [t]-Modulisomorphismus.

Fiir zwei Matrizen A, B € Mat,(K) gilt:

KKL] und K][E?] sind isomorphe

A und B sind konjugiert <=
K[t]-Moduln.
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BEMERKUNG 5.3.10. In der Situtation von Satz 5.53.9 sind die auftretenden K|[t]-

Moduln Vi, Vi, Kzﬂ und K][;] nach Lemma 5.5.4 alles endlich erzeugte Torsionsmo-
duln iber den Hauptidealring K[t|, so dafi sie nach dem Klassifikationssatz 5.2.31
alle isomorph sind zu jeweils einem Modul der Form:

HK Kt]»

wobei o, ... ,qp € KJt| eindeutig bestimmte normierte Nicht-Finheiten sind mit
a; | aiy1. Dabei gilt dann:

k
HK[t] ;) K = HK /(Bi)ky = k=rund oy = B,..., 0 = B.

Sind dann z.B. fir die beiden K|t]-Moduln KZL] und Kg] die Groffen aq, ..., o und
B, ..., B aus obigen Zerlegungen bekannt, so sind A und B genau dann konjugiert,

wenn k = r und jeweils a; = 3; gilt.

aq, ..., konnen nach Lemma 5.2.32 aus einer endlichen Prdsentation von KKL]

gewonnen werden. O

SATZ 5.3.11. Sei K ein Korper und A € Mat,(K). Dann ist eine endliche Pri-
sentation des K|[t]-Moduls K,[:} gegeben durch folgende Kette von K|t]-Modulhomo-
morphismen:

(K[)" 2 (K[0)" 2 K

mit
b1 b1 n
(N { (t-E,—A)- und @: : HZpioei.
%/_/ .
n EMat, (K[t]) n

Insbesondere gilt dann: Sind py, ..., pk dze Nicht-Einheiten unter den Elementartei-
lern von t - E, — A, so existiert ein K|t]-Modulisomorphismus

k
K = T K[t/ (i) k- 0

i=1
DEFINITION 5.3.12. Sei K ein Korper und A € Mat,,(K). Die eindeutig bestimmten
Nicht-FEinheiten py, . . ., pr € K[t] der Elementarteiler von t - E, — A € Mat,, (K[t])
heiffen die Polynomzm)armmm von A. [

BEMERKUNG 5.3.13. Ist A € Mat,,(K), so hat t- E,, — A die Smith-Normalform der

quadratischen die Form:

mit p; € K[t] normiert und
2 pi | pis fiir 1 <i <k,

t-E,—A 2 1

vpk
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denn wirden auf der Diagonalen Nullen auftreten, hatte der K[t]-Modul KL"] einen
freien Untermodul (Satz 5.5.11 und Lemma 5.2.32) - er ist nach Lemma 5.3.4 aber
ein Torsionsmodul.

Mit der Anzahl der Nicht-Einheiten unter den Elementarteilern von t - E,, — A ist
dann auch die Anzahl der Einsen auf der Diagonalen eindeutig bestimmit.

Die Polynominvarianten von A sind dann:

P1, P25 -5 Pk 0

LEMMA 5.3.14. Sei K ein Korper, und seien A, B € Mat, (K). Dann gelten folgende
Aquivalenzen:
A und B sind konjugiert
<= A und B haben die gleichen Polynominvarianten
<~ t-FE,—Aundt-FE,— B haben die gleichen Elemetarteiler. O

DEFINITION 5.3.15. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und p € R[t] normiert
mit:

pr=t"+a, 1" ... +ait +a.
Dann ist die Begleitmatrix von p die folgende Matrix:

0 —ayg
1 ‘ 0 ‘ —ay
A, = o € Mat, (R).
10 —Up—9
1 —Up—1

O

LEMMA 5.3.16. Sei K ein Korper und p € K[t] ein normiertes Polyom n-ten Grades.
Dann hat die Begleitmatriz A, von p nur die Polynominvarante p, d.h. es gilt:

1
t-E,—A4, 2 - € Mat,, (K[t]).

p

Insbesondere gilt dann nach Lemma 5.3.14: Hat eine Matriz B € Mat,(K) nur die
Polynominvariante p, so ist sie zu der Begleitmatriz A, konjugiert. U

DEFINITION 5.3.17. Sei K ein Korper. Eine Matric A € Mat,, (K) hat rationale
Normalform, falls sie eine Blockdiagonalmatriz ist mit Diagonalblocken:

A A

pP1y o Pk
wobei A,, die Begleitmatriz zu einem normierten Polynom p; € K|t| ist, und fir die
Polynome pq, ..., pr gilt:

pi | piv1 fir 1<i<k.
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Damit hat A also dann die Gestalt:

0 —aQp
10 o
Apl . R . n %
A= mit A, = o fir p;=t —I—Z a;t".
R i=0
Apk 1o )
1 —Qp—1
Es wird fiir die rationale Normalform bzgl. der normierten Polynome py, ..., pr mit
pi | piv1 auch abkiirzend geschrieben: A(py, ..., px). O

SATz 5.3.18. (Klassifikation der Konjugationsklassen quadratischer Matrizen)

Sei K ein Korper und A € Mat,(K). Dann gibt es genau eine rationale Normal-
form A(py,...,px) (Definition 5.3.17), zu der A konjugiert ist, und die Polynome
D1, .-, Pk entsprechen den Polynominvarianten von A. Weiter existiert ein K|[t]-
Modulisomorphismus:

K= LRI/ koo

Sind A, B € Mat,(K), so gelten folgende Aquivalenzen:
A und B sind konjugiert

<= A und B haben die gleichen Polynominvarianten

<= A und B haben die gleiche rationale Normalform

<~ t-F,—Aundt-FE, — B haben die gleichen Elementarteiler
<— t-E,—Aundt-E,— B haben die gleiche Smith-Normalform.

Wird fir A € Mat,,(K) mit [A] seine Konjugationsklasse bezeichnet, so induziert die
Zuordnung:

Pol.Inv.
A — (pla"‘7pk)
eine Bijektion der folgenden Mengen:

{[A] | A € Mat,(K)}
!

k

{(p1,. . k) | pi € K[t] normiert, p; | pita, Zgrad(])i) =n}. O
i=1

SATZ 5.3.19. Sei K ein Korper und A € Mat,(K) mit den Polynominvarianten
D1, ..., pk. Dann gelten folgende Aussagen:

i.) pr ist das Minimalpolynom pa von A.
ii.) Das Produkt der Polynominvarianten py, ..., py ist das charakteristische Poly-
nom x4 von A:

P1--.. Dk = XA
iii.) pia | xa-
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w.) Fir ein Primpolynom p € K|[t] gilt:

Pl pa <~ Pl xa,

d.h. das Minimalpolyonom und das charakteristische Polynom von A enthalten
die gleichen Primfaktwen (jedoch i.a. in unterschiedlicher Vielfachheit).
v.) Es gilt folgende Aquivalenz:

pa zerfallt in Linearfaktoren <= xa zerfdllt in Linearfaktoren.

vi.) Die Eigenwerte von A entsprechen den Nullstellen des Minimalpolynoms pi4. O

BEMERKUNG 5.3.20. Die in Satz 5.3.19 enthaltene Aussage, dafs s ein Teiler von
X a ist, findet sich in der Literatur als Satz von Cayley-Hamilton. Daraus folgt sofort,
dafl xa(A) die Nullmatriz ist, da pus(A) dies ja per Definition von ua erfillt. Die
Folgerung x a(A) = 0 ist eine allgemeinere Tatsache, denn sie gilt auch fiir Matrizen
tber einem kommutativen Ring mit Fins, wo evt. gar kein Minimalpolynom von A
existiert. Auch die allgemeinere Fassung ,xa(A) = 0“ findet sich in der Literatur
als Satz von Cayley-Hamilton. U
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