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KAPITEL 5

Konjugationsklassen quadratischer Matrizen über Körpern

5.1. Hauptidealringe und euklidische Ringe

Definition 5.1.1. Ein Integritätsring ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit
Eins. �

Lemma 5.1.2. Sei R ein Integritätsring. Dann gilt für a, b, c ∈ R mit a 6= 0:

ab = 0 =⇒ a = 0 oder b = 0,

ab = ac ⇐⇒ b = c,

a = ac ⇐⇒ c = 1. �

Definition 5.1.3. Sei R ein Integritätsring. Zwei Elemente a, b ∈ R heißen assozi-
iert, wenn es eine Einheit e ∈ R∗ gibt mit a = eb. Es wird auch notiert:

a∼b := ∃e ∈ R∗ : b = ae. �

Lemma 5.1.4. Sei R ein Integritätsring. Dann ist die Relation:

∼ :=
”

assoziiert sein“

eine Äquivalenzrelation auf R. Insbesondere bilden die Einheiten von R die Äqui-
valenzklasse der Eins unter dieser Relation. �

Definition 5.1.5. Sei R ein Integritätsring, und seien a, b ∈ R. Gibt es ein c ∈ R
mit ac = b, so heißt a ein Teiler von b und b ein Vielfaches von a. Dies wird auch
ausgedrückt und notiert durch:

a teilt b bzw. a | b.

Ein Element d ∈ R heißt größter gemeinsamer Teiler (kurz: ggT) von a und b, falls
gilt:

• d | a und d | b,
• Gilt für c ∈ R sowohl c | a als auch c | b, so folgt c | d.

Ein Element k ∈ R heißt kleinstes gemeinsames Vielfaches (kurz: kgV) von a und b,
falls gilt:

• a | k und b | k,
• Gilt für c ∈ R sowohl a | c als auch b | c, so folgt k | c. �
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Lemma 5.1.6. Sei R ein Integritätsring. Dann gilt für a, b, c ∈ R:

a | b und b | a ⇐⇒ a ∼ b.

a | b und a ∼ c =⇒ c | b.
a | b und b ∼ c =⇒ a | c.
a | b und a | c =⇒ a | (b+ c).

a | (b+ c) und a | b =⇒ a | c.
a | b und b | c =⇒ a | c.

Weiter gilt für zwei Elemente a, b ∈ R:

d und d̃ sind ggTs von a, b =⇒ d ∼ d̃.

d ist ein ggT von a, b und d ∼ d̃ =⇒ d̃ ist ein ggT von a, b.

k und k̃ sind kgVs von a, b =⇒ k ∼ k̃.

k ist ein kgV von a, b und k ∼ k̃ =⇒ k̃ ist ein kgV von a, b. �

Definition 5.1.7. Sei R ein Integritätsring. Für zwei Elemente a, b ∈ R wird, falls
ein größter gemeinsamer Teiler d existiert, d = ggT(a, b) geschrieben, und ebenso bei
der Existenz eines kleinsten gemeinsamen Vielfachen k dann k = kgV(a, b). Dabei
sind die Ausdrücke ggT(a, b) und kgV(a, b) nach Lemma 5.1.6 nur bis auf Einheiten
eindeutig bestimmt, so daß das Gleichheitszeichen hier mißbraucht wird. Die Aussage

”
ggT(a, b) = 1“ ist so zu verstehen, daß Eins ein ggT ist.

Zwei Elemente a, b ∈ R heißen teilerfremd, falls ggT(a, b) = 1 gilt. �

Definition 5.1.8. Sei R ein Integritätsring und a ∈ R. Dann ist die folgende Menge
ein Ideal (Lemma 1.3.26) und heißt das von a erzeugte Hauptideal:

(a)R := {xa | x ∈ R }. �

Lemma 5.1.9. Sei R ein Integritätsring. Dann gilt für a, b ∈ R:

a | b ⇐⇒ (b)R ⊆ (a)R.

Daraus folgt sofort mit Lemma 5.1.6:

a ∼ b ⇐⇒ (a)R = (b)R. �

Definition 5.1.10. Sei R ein Integritätsring.

• Ein Element p ∈ R mit p 6= 0 und p /∈ R∗ heißt prim, falls für alle a, b ∈ R gilt:

p | ab =⇒ p | a oder p | b.
• Ein Element u ∈ R mit u 6= 0 und u /∈ R∗ heißt irreduzibel, falls für alle a, b ∈ R

gilt:
u = ab =⇒ a ∈ R∗ oder b ∈ R∗.

Ein Element, das nicht irreduzibel ist, heißt reduzibel. �

Lemma 5.1.11. Sei R ein Integritätsring, und p ∈ R. Dann gilt:

p prim =⇒ p irreduzibel. �
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Satz 5.1.12. Sei R ein Integritätsring und a ∈ R. Weiter seien p1, . . . , pr ∈ R
Primelemente mit :

a = p1 · . . . · pr.
Dann ist diese Zerlegung bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutig, d.h. für Prim-
elemente q1, . . . , qk mit a = q1 · . . . · qk gilt:

k = r, und ∃π ∈ Sr : pi ∼ qπ(i).

Eine solche Zerlegung heißt Primfaktorzerlegung von a. �

Definition 5.1.13. Ein Integritätsring R heißt faktoriell, falls es für jedes Element
a ∈ R mit a 6= 0 und a /∈ R∗ eine Primfaktorzerlegung gibt. �

Lemma 5.1.14. Sei R ein faktorieller Ring, und seien a, b ∈ R. Dann existieren
ggT(a, b) und kgV(a, b). Sind weiter a, b 6= 0, so gibt es eine endliche Menge P von
Primelementen aus R, so daß mit einer Einheit ε folgende Primfaktorzerlegungen
von a und b existieren:

a :=
∏
p∈P

psp und b := ε
∏
p∈P

ptp mit sp, tp ≥ 0.

Dann existieren folgender ggT und folgendes kgV von a und b:

ggT(a, b) =
∏

p∈P(R)

pmin(sp,tp) und kgV(a, b) =
∏

p∈P(R)

pmax(sp,tp). �

Lemma 5.1.15. Sei R ein faktorieller Ring und u ∈ R. Dann gilt:

u irreduzibel ⇐⇒ u prim. �

Definition 5.1.16. Ein Integritätsring R heißt Hauptidealring, falls jedes seiner
Ideale I ⊆ R ein Hauptideal ist, d.h. I = (a)R für ein a ∈ R. �

Lemma 5.1.17. Sei R ein Integritätsring, und seien I, J ⊆ R Ideale. Dann gilt:

• I ∩ J ist ein Ideal.
• I + J := { ai+ bj | i ∈ I, j ∈ J, a, b ∈ R } ist ein Ideal. �

Lemma 5.1.18. Sei R ein Hauptidealring, und seien a, b ∈ R. Dann gilt:

(a)R + (b)R =
(

ggT(a, b)
)
R

und (a)R ∩ (b)R =
(

kgV(a, b)
)
R
.

Insbesondere existieren damit ein ggT und ein kgV von a und b.
Weiter gibt es somit Elemente c, d ∈ R mit:

ca+ db = ggT(a, b),

und diese können sogar so gewählt werden, daß ggT(c, d) = 1 gilt. �

Satz 5.1.19. Sei R ein Integritätsring. Dann gilt:

R ist ein Hauptidealring =⇒ R ist faktoriell. �
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Definition 5.1.20. Ein Integritätsring R heißt euklidisch, falls es eine Gradfunkti-
on:

ν : R \ {0} −→ N0

gibt, so daß gilt: Für alle a, b ∈ R mit b 6= 0 existieren (nicht notwendig eindeutige)
Elemente q, r ∈ R mit:

a = qb+ r und 0 ≤ ν(r) < ν(b) oder r = 0.

Obige Zerlegung wird auch als Division mit Rest bezeichnet, wobei q als der Quotient
und r als der Rest bezeichnet wird. �

Satz 5.1.21. Sei R ein Integritätsring. Dann gilt:

R ist euklidisch =⇒ R ist ein Hauptidealing �

Satz 5.1.22. Sei R ein euklidischer Ring mit einer Grad-Funkion ν, und weiter seien
a, b ∈ R mit b 6= 0. Dann seien Elemente r0, r1, . . . und q1, q2, . . . aus R durch folgende
iterierte Division mit Rest definiert, solange ri 6= 0 gilt:

r0 := a, r1 := b,

a = q1b+ r2,

b = q2r2 + r3,

r2 = q3r3 + r4,

r3 = q4r4 + r5,

...
...

ri−2 = qi−1ri−1 + ri,

...
...

Dann gibt es ein k ∈ N, so daß gilt:

r0, . . . , rk−1 6= 0, ν(r1) > . . . > ν(rk−1) > 0, und rk = ggT(a, b).

Dieses Verfahren zur Erzeugung von ggT(a, b) wird der euklidische Algorithmus ge-
nannt.

Die obigen im euklidischen Algorithmus auftretenden Gleichungen (Divisionen mit
Rest) können nach den Resten ri umgeformt werden:

a = q1b+ r2,

b = q2r2 + r3,

r2 = q3r3 + r4,

r3 = q4r4 + r5,

...
...

rk−3 = qk−2rk−2 + rk−1

rk−2 = qk−1rk−1 + rk,

=⇒

r2 = a− q1b,

r3 = b− q2r2,

r4 = r2 − q3r3,

r5 = r3 − q4r4,

...
...

rk−1 = rk−3 − qk−2rk−2

rk = rk−2 − qk−1rk−1.

Durch iteriertes Einsetzen der ri ”
von unten nach oben“ kann dann rk offensicht-

lich als Linearkombination von a und b geschrieben werden, denn zuerst ist rk eine
Linearkombination von rk−1 und rk−2:

rk = rk−2 − qk−1rk−1,
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und nach ersetzen von rk−1 durch die entsprechende Gleichung wird es zu einer Li-
nearkombination von rk−2 und rk−3:

rk = rk−2 − qk−1rk−1 = rk−2 − qk−1(rk−3 − qk−2rk−2︸ ︷︷ ︸
=rk−1

) = (1 + qk−1qk−2)rk−2 − qk−1rk−3

Dies kann fortgeführt werden, bis rk eine Linearkombination von r0 = a und r1 = b
ist, und es ergibt sich dann eine Darstellung von rk = ggT(a, b) als Linearkombina-
tion von a und b wie in Lemma 5.1.18 postuliert:

ca+ db = ggT(a, b),

wobei c und d mit Hilfe der qi berechnet werden wie oben beschrieben.
Dieses Verfahren zur Darstellung von ggT(a, b) als Linearkombination von a und b
wird der erweiterte euklidische Algorithmus genannt. �

Satz 5.1.23.

• Z ist ein euklidischer Ring mit der Betragsfunktion als Gradfunktion:

| · | : Z \ {0} −→ N mit a 7→ |a|.

• Ist K ein Körper, so ist der Polynomring K[t] ein euklidischer Ring mit dem
Polynomgrad als Gradfunktion:

grad: K[t] \ {0} −→ N mit p 7→ grad(p). �

Satz 5.1.24. Sei R ein Hauptidealring und p ∈ R mit p 6= 0. Dann sind äquivalent:

i.) p ist prim.
ii.) p ist irreduzibel.

iii.) R/(p)R ist ein Körper. �

Satz 5.1.25. (Chinesischer Restsatz für Hauptidealringe)
Sei R ein Hauptidealring, und seien a1, . . . , an paarweise teilerfremde Elemente,
d.h. es gilt ggT(ai, aj) = 1 für i 6= j. Für 1 ≤ i ≤ n sei πi die kanonische Pro-
jektion:

πi : R −→ R/(ai)R mit x 7→ x+ (ai)R.

Dann ist die folgende Abbildung π ein Ringepimorphismus:

π : R −→ R/(a1)R × · · · ×R/(an)R mit x 7→
(
π1(x), . . . , πn(x)

)
,

und es gilt:

ker(π) = (a)R mit a := a1 · · · · · an,

so daß der Homomorphie-Satz 1.3.48 folgenden Ring-Isomorphismus induziert:

ξ : R/(a)R −→ R/(a1)R× . . .×R/(an)R mit x+(a)R 7→
(
x+(a1)R, . . . , x+(an)R

)
.

�
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Bemerkung 5.1.26. Aus dem Beweis von Satz 5.1.25 ergibt sich folgendes Verfah-
ren, bzgl. der Abbildung:

π : R −→ R/(a1)R × · · · ×R/(an)R mit x 7→
(
π1(x), . . . πn(x)

)
für (x1, . . . , xn) ∈ R/(a1)R × . . . R/(an)R ein Urbild zu konstruieren.

• Für 1 ≤ j ≤ n sei bj :=
∏

i 6=j ai.

• Es gilt ggT(aj, bj) = 1, und es existieren αj, βj mit:

αjaj + βjbj = 1 (erweiterter euklidischer Algorithmus).

• ej := βjbj erfüllt die Gleichung:

πi(ej) =

{
1 + (ai)R für i = j,

0 + (ai)R für i 6= j.

Ist jeweils x̃i ein Urbild von xi unter πi, so ist:

x :=
n∑
i=1

x̃iei

ein Urbild von (x1, . . . , xn) unter π. �

5.2. Moduln über Hauptidealringen

Satz 5.2.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R-Modul. Sind
(xi)i∈I und (yj)j∈J Basen von M , so sind I und J gleichmächtig. �

Definition 5.2.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R-Modul.
Dann ist der Rang von M definiert als die Mächtigkeit einer (und nach Satz 5.2.1
jeder) seiner Basen und wird notiert mit rgR(M). �

Definition 5.2.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.
Weiter sei I eine nicht-leere Menge, und es seien Ui ⊆ M Untermodule für i ∈ I.
Dann ist die Summe der Ui definiert als das Erzeugnis aller Vektoren aus den Ui
(siehe auch Definition 2.2.8): ∑

i∈I

Ui :=
〈⋃
i∈I

Ui
〉
.

Die Summe
∑

i∈I Ui heißt direkte Summe der UI , falls für alle j ∈ I gilt:

Uj ∩
∑
i∈I
i 6=j

Ui = {0}.

Ist die Summe der Ui direkt, so wird auch notiert:⊕
i∈I

Ui. �

Satz 5.2.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, M ein R-Modul. Weiter sei I
ein nicht-leere Menge, und es seien Ui ⊆M Untermodule für i ∈ I. Dann gilt:

M =
⊕
i∈I

Ui ⇐⇒ Jedes m ∈M hat eine eindeutige Darstel-
lung m =

∑
i∈I ui mit ui ∈ Ui. �
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Lemma 5.2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, I eine nicht-leere Teilmenge
und M =

⊕
i∈I Ui mit Untermoduln Ui ⊆M für i ∈ I.

Ist dann für i ∈ I jeweils (xi,j)j∈Ji ein linear unabhängiges System in Ui, so ist ein
aus allen diesen Systemen zusammengesetztes System linear unabhängig in M . �

Lemma 5.2.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, I eine nicht-leere Teilmenge
und M =

⊕
i∈I Ui mit Untermoduln Ui ⊆ M für i ∈ I. Sind die Ui freie R-Moduln

so ist auch M ein freier R-Modul, und jedes System zusammengesetzt aus Basen der
Ui ist eine Basis von M .
Ist insbesondere I eine endliche Menge und haben alle Ui endliche Basen, so folgt
direkt:

rgR(M) =
∑
i∈I

rgR(Ui). �

Lemma 5.2.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul. Weiter
sei M = U ⊕W für Untermoduln U,W ⊆M . Dann gilt:

M/U ∼= W. �

Definition 5.2.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul. Ein
Element x ∈M heißt Torsionselement, falls es ein r ∈ R mit r 6= 0 gibt mit rx = 0.
Die Menge aller Torsionselemente von M wird mit MTor bezeichnet.
Gilt MTor = {0}, so heißt M torsionsfrei. �

Lemma 5.2.9. Sei R ein Integritätsring und M ein R-Modul. Dann ist MTor ein
Untermodul von M . �

Lemma 5.2.10. Sei R ein Integritätsring und M ein R-Modul. Dann gilt:

M frei =⇒ M torsionsfrei.

Definition 5.2.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.
Für x ∈M ist dann der Annulator definiert als die Menge:

AnnR(x) := { r ∈ R | rx = 0 }.
Der Annulator des ganzen Moduls M ist definiert als Schnitt aller Annulatoren:

AnnR(M) :=
⋂
x∈M

AnnR(x) = { r ∈ R | rx = 0 für alle x ∈M }. �

Lemma 5.2.12. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul. Dann
ist für jedes x ∈M der Annulator AnnR(x) ein Ideal in R, und ebenso der Annulator
AnnR(M) des gesamten Moduls.
Ist M endlich erzeugt von Elementen x1, . . . , xn, so gilt:

AnnR(M) =
n⋂
i=1

AnnR(xi).

Ist dabei insbesondere R ein Hauptidealring, so sind die Ideale AnnR(xi) Hauptideale
der Form (ri)R mit ri ∈ R, und es gilt nach Lemma 5.1.18:

AnnR(M) =
(

kgV(r1, . . . , rn)
)
R
. �
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Satz 5.2.13. Sei R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul endlichen Ranges.
Dann gilt für einen Untermodul U ⊆M :

U ist frei und rgR(U) ≤ rgR(M). �

Satz 5.2.14. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
ist auch jeder Untermodul U ⊆M endlich erzeugt.
Existiert dabei in M ein Erzeugendensystem mit n Elementen, so gibt es in jedem
Untermodul U ⊆ M ein Erzeugendensystem, welches aus höchstens n Elemente be-
steht. �

Lemma 5.2.15. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter torsionsfreier
R-Modul. Dann ist M ein freier Modul. �

Lemma 5.2.16. Sei R ein Hauptidealring und ϕ : M −→ N eine R-lineare surjektive
Abbildung. Dann gilt:

N ist ein freier R-Modul =⇒ Es gibt einen freien Modul F ⊆ M mit
M = ker(ϕ)⊕ F und F ∼= N .

Insbesondere gilt: Ist (yi)i∈I eine Basis von N , und sind (xi)i∈I dazu passende Ur-
bilder mit xi ∈ M und ϕ(xi) = yi, so ist das System (xi)i∈I linear unabhängig und
F := 〈xi | i ∈ I〉 ⊆M ein solcher Modul. �

Satz 5.2.17. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
gibt es einen freien Untermodul F ⊆M mit:

M = F ⊕MTor.

Der Rang von F ist eindeutig bestimmt. �

Satz 5.2.18. (Elementarteilersatz für Moduln)
Sei R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul vom Rang n. Weiter sei U ⊆M
ein Untermodul mit U 6= {0}. Dann folgt:

Existenzaussage: Es gibt eine Basis x1, . . . , xn von M und α1, . . . , αk ∈ R \ {0}
mit k ∈ N, so daß gilt:

αi | αi+1 für 1 ≤ i < k und α1x1, . . . , αkxk ist ein Basis von U.

Eindeutigkeitsaussage: Die obigen U zugeordneten Elemte α1, . . . , αk sind bis auf
Einheiten eindeutig bestimmt. �

Satz 5.2.19. (Elementarteilersatz für Matrizen)
Sei R ein Hauptidealring und A ∈ Mat(m× n,R) mit A 6= 0. Dann folgt:

Existensaussage: Es gibt Matrizen S ∈ GLm(R) und T ∈ GLn(R) und Elemente
α1, . . . , αk ∈ R \ {0} mit k ∈ N, so daß gilt:

SAT =

α1

αk

0

0



 und αi | αi+1 für 1 ≤ i < k.
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Eindeutigkeitsaussage: Die obigen A zugeordneten Diagonalelemte α1, . . . , αk sind
bis auf Einheiten eindeutig bestimmt. �

Bemerkung 5.2.20.

i.) In dem Hauptidealring Z gibt es nur die Einheiten {±1}, und damit sind die
Äquivalenzklassen assozierter Elemente (siehe Lemma 5.1.4) zweielementig –
bis auf die Äquivalenzklasse von 0. Damit gilt für a ∈ Z:

[0]∼ = {0} oder [a]∼ = {−a, a} für a 6= 0.

Insbesondere liegt in der Äquivalenzklasse eines a 6= 0 genau ein Element aus N.
ii.) Sei K ein Körper. Dann sind die Einheiten des Polynomrings K[t] die Konstan-

ten Polynome ungleich Null, d.h.
(
K[t]

)∗
= K∗, und für ein Polynom p ∈ K[t]

hat die Äquivalenzklasse seiner assoziierten Elemente die Form:

[p]∼ = {α · p | α ∈ K∗ }.
Insbesondere enthält für p 6= 0 die Äquivalenzklasse genau ein normiertes Poly-
nom. �

Definition 5.2.21. (Elementarteiler eines Untermoduls)
Sei R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul endlichen Ranges. Weiter sei
U ⊆ M ein Untermodul mit U 6= {0}. Sei x1, . . . , xn eine Basis von M , und sei-
en α1, . . . , αk ∈ R Elemente, welche die seienBedingungen aus Satz 5.2.18 erfüllen.
Dann heißen α1, . . . , αk Elementarteiler von U bzgl. M (diese sind nur bis auf Ein-
heiten eindeutig bestimmt!), und x1, . . . , xn eine Elementarteilerbasis von M bzgl. U .
Ist R := Z, so existieren nach Bemerkung 5.2.20 eindeutig bestimmte Elemente
α1, . . . , αk ∈ N, die Elementarteiler von U bzgl. M sind, und diese werden

”
die“

Elementarteiler von U bzgl. M genannt.
Ist R := K[t] für einen Körper K, so existieren nach Bemerkung 5.2.20 eindeutig
bestimmte normierte Polynome p1, . . . , pk, die Elementarteiler von U bzgl. M sind,
und diese werden

”
die“ Elementarteiler von U bzgl. M genannt. �

Definition 5.2.22. (Elementarteiler einer Matrix)
Sei R ein Hauptidealring und A ∈ Mat(m × n,R). Sind α1, . . . , αk ∈ R Elemente,
welche die Bedingungen aus Satz 5.2.18 erfüllen, so heißen diese Elementarteiler von
A (diese sind nur bis auf Einheiten eindeutig bestimmt!).
Ist R := Z, so existieren nach Bemerkung 5.2.20 eindeutig bestimmte Elemente
α1, . . . , αk ∈ N, die Elementarteiler von A sind, und diese werden

”
die“ Elementar-

teiler von A genannt.
Ist R := K[t] für einen Körper K, so existieren nach Bemerkung 5.2.20 eindeutig
bestimmte normierte Polynome p1, . . . , pk, die Elementarteiler von A sind, und diese
werden

”
die“ Elementarteiler von A genannt.

Ist A ∈ Mat(m× n,R) gegeben, und gilt für S ∈ GLm(R) und T ∈ GLn(R):

SAT =

α1

αk

0

0



 mit αi | αi+1 (Elementarteiler von A),
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so heißt die rechte Diagonalmatrix Smith-Normalform von A. �

Bemerkung 5.2.23.

i.) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so ist auf Mat(m× n,R) eine Äquiva-
lenzrelation definiert durch:

A ∼ B : ∃S ∈ GLm(R), T ∈ GLn(R) : B = SAT.

Siehe dazu auch Aufgabe 4, Blatt 6 aus LA IIa: dort ist die Aussage für Körper
formuliert, und der Beweis über Ringen läuft analog.
In diesem Sinne ist in Definition 5.2.22 die Matrix A äquivalent zu einer Smith-
Normalform, und über einem Hauptidealring enthält jede Äquivalenzklasse eine
Smith-Normalform.

ii.) Smith-Normalformen einer Matrix in Definition 5.2.22 sind im allgemeinen
nicht eindeutig, da auch die Elementarteiler einer Matrix nicht eindeutig sind.
Ist A ∈ Mat(m× n,R) gegeben, dann gilt jedoch: Sind die beiden Matrizen

α1

αk

0

0



 und

β1

βr

0

0




jeweils Smith-Normalformen von A, so folgt aus dem Elementarteilersatz für
Matrizen (Satz 5.2.19)

k = r und αi ∼ βi für 1 ≤ i ≤ k.

iii.) Über Z und dem Polynomring K[t] für einen Körper K sind durch speziel-
le Vereinbahrung in Definition 5.2.22 die Elementarteiler einer Matrix ein-
deutig bestimmt. Dadurch gibt es in diesen Fällen auch genau eine Smith-
Normalform. Diese beschreiben dann eindeutig die Äquivalenzklassen der obigen
Äquivalenzrelation. �

Lemma 5.2.24. Für die beiden Elementarteilersätze 5.2.18 (für Moduln) und 5.2.19
(für Matrizen) gilt:

Existenzaussage ETS Moduln ⇐⇒ Existenzaussage ETS Matrizen,

Eindeutigkeitsaussage ETS Moduln ⇐⇒ Eindeutigkeitsaussage ETS Matrizen.

Beweis. Im folgenden sei R ein Hauptidealring.

Existenz
”
⇒“: Sei A ∈Mat(m×n,R) mit A 6= 0 gegeben, und ϕA : R[n] −→ R[m]

die davon induzierte lineare Abbildung. Dann ist im(ϕA) ⊆ R[m] ein Untermodul
des freien R-Moduls R[m]. Wegen A 6= 0 ist im(ϕA) 6= {0}, und somit kann auf
im(ϕA) ⊆ R[m] der Elementarteilersatz für Moduln (5.2.18) angewandt werden.
Es gibt also eine Elementarteilerbasis Y := (y1, . . . , ym) des R[m] bzgl. des Unter-
moduls im(ϕA), so daß α1y1, . . . , αkyk eine Basis von im(ϕA) ist mit αi ∈ R und
αi | αi+1 für 1 ≤ i < k.
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Sei ϕ : R[n] −→ im(ϕA) die von ϕA durch Einschränkung des Wertebereichs in-
duzierte Abbildung, so daß gilt: im(ϕ) = im(ϕA). Weiter seien x1, . . . , xk ∈ R[n]

Urbilder der αiyi ∈ im(ϕ), d.h. es gilt ϕ(xi) = αiyi.
Dann ist nach Lemma 5.2.16 F := 〈x1, . . . , xk〉 ⊆ R[n] ein freier Modul mit der
Basis x1, . . . , xk, und es gilt Rn = ker(ϕ)⊕ F .
ker(ϕ) ist als Untermodul des freien Moduls R[n] selbst frei (Satz 5.2.13), und
nach Lemma 5.2.6 liefert dann eine Basis v1, . . . , vr von ker(ϕ) zusammengesetzt
mit der Basis x1, . . . , xk von F eine Basis X := (x1, . . . , xk, v1, . . . , vr) des R[n].
Die Matrizendarstellung von ϕA bzgl. der Basen X (des R[n]) und Y (des R[m])
ist dann nach obiger Konstruktion offensichtlich:

[ϕA]Y,X =

α1

αk

0

0



 mit αi | αi+1,

Aus [ϕA]Em,En bzgl. der Standard-Basen En, Em folgt dann mit Lemma 3.4.28:

[ϕA]Y,X = [idR[m] ]Y,Em︸ ︷︷ ︸
=:S

· [ϕA]Em,En︸ ︷︷ ︸
=A

· [idR[n] ]En,X︸ ︷︷ ︸
=:T

,

so daß zusammengefaßt mit S ∈ GLm(R) und T ∈ GLn(R) gilt:

SAT =

α1

αk

0

0



 mit αi | αi+1.

Existenz
”
⇐“: Sei M ein freier R-Modul vom Rang n und U ⊆M ein Untermodul

mit U 6= {0}. Nach Satz 5.2.13 ist auch U ein freier Modul und rgR(U) ≤ rgR(M).
Sei dann y1, . . . , yk eine Basis von U und Z := (z1, . . . , zn) eine Basis von M . Wei-
ter sei auf der Standard-Basis Ek des R[k] durch lineare Fortsetzung die folgende
lineare Abbildung definiert:

ϕ : R[k] −→M mit ei 7→ yi.

Offensichtlich gilt im(ϕ) = U .
Sei A := [ϕ]Z,Ek ∈ Mat(n × k,R), und es folgt wegen U 6= {0} sofort A 6= 0.
Dann kann der Elementarteilersatz für Matrizen (Satz 5.2.19) auf A angewendet
werden, und es existieren somit Matrizen S ∈ GLn(R) und T ∈ GLk(R) mit:

S[ϕ]Z,EkT = SAT =

α1

αr

0

0



 mit αi | αi+1 für 1 ≤ i < r.
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Ist S ∈ GLn(R) und die Basis Z von M gegeben, so gibt es eine (eindeutige) Basis
B := (b1, . . . , bn) von M mit S = [id]B,Z , und analog gibt es für T ∈ GLk(R)
und die gegebene Basis Ek des R[k] darin (genau) eine Basis C := (c1, . . . , ck) mit
T = [id]Ek,C . Es gilt dann:

α1

αr

0

0



 = S[ϕ]Z,EkT = [id]B,Z · [ϕ]Z,Ek · [id]Ek,C = [ϕ]B,C .

Diese Matrizendarstellung von ϕ liefert sofort, daß ϕ(c1), . . . , ϕ(cr) eine Basis
von im(ϕ) = U ist: es ist ein Erzeugendensystem, da die Bilder der anderen
Basisvektoren cr+1, . . . , ck alle Null sind, und linear unabhängig, da deren Koor-
dinatenvektoren [ϕ(ci)]B offensichtlich linear unabhängig sind. Wegen k = rgR(U)
folgt dann noch r = k.
Ebenso folgt aus der Matrizendarstellung [ϕ]B,C sofort ϕ(ci) = αibi für 1 ≤ i ≤ k.
Damit ist b1, . . . , bn eine Elementarteilerbasis von M bzgl. U , da α1b1, . . . , αkbk
eine Basis von U ist und αi | αi+1 für 1 ≤ i < k gilt.

Eindeutigkeit
”
⇒“: Sei A ∈ Mat(m × n,R) mit A 6= 0, und es gebe Matrizen

S, S̃ ∈ GLm(R) und T, T̃ ∈ GLn(R) mit:

SAT =

α1

αk

0

0



 mit αi | αi+1 für 1 ≤ i < k

und

S̃AT̃ =

β1

βr

0

0




mit βi | βi+1 für 1 ≤ i < r.

Es gibt Basen B, B̃ des R[m] mit S = [id]B,Em und S̃ = [id]B̃,Em und Basen C, C̃

des R[n] mit T = [id]En,C und T̃ = [id]En,C̃ , und es folgt:

SAT = [id]B,Em · [ϕA]Em,En · [id]En,C = [ϕA]B,C ,

S̃AT̃ = [id]B̃,Em · [ϕA]Em,En · [id]En,C̃ = [ϕA]B̃,C̃ .

Dann liefert die jeweilige Matrizendarstellung von [ϕA] sofort, daß B und B̃ Ele-
mentarteilerbasen des R[m] bzgl. im(ϕA) sind und α1, . . . , αk sowie β1, . . . , βr Ele-
mentarteiler von im(ϕA) bzgl. R[m]. Nach dem Elementarteilersatz für Moduln
(Satz 5.2.18) sind diese bis auf Einheiten eindeutig bestimmt, so daß k = r folgt
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und αi ∼ βi für 1 ≤ i ≤ k, womit die Eindeutigkeitsaussage für Matrizen bewie-
sen ist.

Eindeutigkeit
”
⇐“: Sei M ein freier R-Modul vom Rang n und U ⊆ M ein Un-

termodul mit U 6= {0}. Weiter seien Y := (y1, . . . , yn) und Z := (z1, . . . , zn)
Elementarteilerbasen von M bzgl. U mit den dazugehörigen Elementarteilern
α1, . . . , αk und β1, . . . , βr von U bzgl. M , d.h. es gilt αi | αi+1 für 1 ≤ i < k
und βi | βi+1 für 1 ≤ i < r. Es folgt sofort r = k, da der Rang von U eindeutig
bestimmt ist.
Es seien folgende durch lineare Fortsetzung auf den Basen definierte Abbildungen
betrachet (Ek = (e1, . . . , ek) die Standard-Basis auf dem R[k]):

ϕ1 : R[k] −→M mit ei 7→ αiyi,

ϕ2 : R[k] −→M mit ei 7→ βizi.

Offensichtlich gilt im(ϕ1) = U = im(ϕ2).
ϕ1 und ϕ2 besitzen folgende Matrizendarstellungen:

[ϕ1]Y,Ek =
α1

αk

  und [ϕ2]Z,Ek =
β1

βk


,

wobei zusätzlich αi | αi+1 und βi | βi+1 gilt.
Da ϕ2 die Basis Ek des R[k] auf die Basis β1z1, . . . , βkzk von U = im(ϕ2) abbildet,
ist es ein Isomorphismus von R[k] nach U , und es gibt eindeutig bestimmte Ur-
bilder v1, . . . , vk der Basis α1y1, . . . , αkyk von U unter ϕ2, und V := (v1, . . . , vk)
ist eine Basis des R[k]. Sei dann ψ : R[k] −→ R[k] die lineare Fortsetzung der
Abbildung:

ϕ : R[k] −→ R[k] mit ei 7→ vi.

Dann gilt ϕ1 = ϕ2 ◦ ψ, und es folgt:

[ϕ1]Y,Ek = [ϕ2 ◦ ψ]Y,Ek = [id]Y,Z · [ϕ2]Z,Ek · [ψ]Ek,Ek ,

so daß sich sofort ergibt:

α1

αk

 = [ϕ1]Z,Ek = [id]Y,Z ·[ϕ2]Z,Ek ·[ψ]Ek,Ek = [id]Y,Z︸ ︷︷ ︸
=:S

·
β1

βk


·[ψ]Ek,Ek︸ ︷︷ ︸

=:T

.

Die Matrix [ϕ2]Z,Ek ist schon eine Smith-Normalform, und sie kann in die weitere
Smith-Normalform [ϕ1]Y,Ek überführt werden, so daß aus dem Elementarteilersatz
für Matrizen (Satz 5.2.19) sofort αi ∼ βi für 1 ≤ i ≤ k folgt. �

Lemma 5.2.25. Sei R ein Integritätsring und M ein freier R-Modul mit einer Basis
x1, . . . , xn. Weiter seien α1, . . . , αk ∈ R \ {0} und U ⊆ M der freie Untermodul
U := 〈α1x1, . . . , αkxk〉. Dann gibt es einen R-Modulisomorphismus:

M/U =
k∏
i=1

R/(αi)R ×Rn−k. �
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Lemma 5.2.26. Sei R ein Hauptidealring und M ein R-Modul mit:

M ∼=
k∏
i=1

R/(αi)R und α1, . . . , αk ∈ R \ {0} Nicht-Einheiten mit αi | αi+1.

Dann sind a1, . . . , ak bis auf Einheiten eindeutig bestimmt, d.h. für eine Zerlegung:

M ∼=
r∏
j=1

R/(βi)R und β1, . . . , βr ∈ R \ {0} Nicht-Einheiten mit βi | βi+1

folgt k = r und ai ∼ bi. �

Aus den Konstruktionen im Beweis von Lemma 5.2.24 ergibt sich sofort folgende
Aussage:

Lemma 5.2.27. Ist R ein Hauptidealring, und sind M,N freie R-Moduln endlichen
Ranges, so gilt für eine lineare Abbildung ϕ : M −→ N :

Ist A eine Matrizendarstellung von ϕ, so hat A die gleichen Elementarteiler
wie im(ϕ) bzgl. N . �

Lemma 5.2.27 liefert sofort ein Verfahren, wie in speziellen Fällen die Elementarteiler
eines Moduls berechnet werden können:

Bemerkung 5.2.28. Sei M ein freier Modul endlichen Ranges über dem Hauptideal-
ring R, und es sei U ⊆M ein Untermodul, der von den Elementen x1, . . . , xk erzeugt
wird. Dann läßt sich sofort folgende lineare Abbildung zwischen freien R-Moduln kon-
struieren mit im(ϕ) = U :

ϕ : Rk −→M mit ei 7→ xi.

Ist dann B ein Basis von M , so liefert Lemma 5.2.27, daß die Elementarteiler von
U bzgl. M gleich den Elementarteilern der Matrizendarstellung [ϕ]B,Ek sind.

Für das Beispiel U := 〈
(

1
2

)
,
(

3
4

)
〉 ⊆ Z[2] folgt dann, daß obiges ϕ die Form:

ϕ : Z[2] −→ Z[2] mit
(

1
0

)
7→
(

1
2

)
,
(

0
1

)
7→
(

3
4

)
hat und bzgl. der Standard-Basis E2 eine Matrizendarestellung:

[ϕ]E2,E2 =

(
1 3
2 4

)
.

Nun muß [ϕ]E2,E2 in ihre Smith-Normalform überführt werden, um die Elementarteiler
zu finden: (

1 3
2 4

)
;

(
1 0
0 2

)
.

Also hat U in Z[2] die Elementarteiler 1, 2.
Die Umformung von [ϕ]E2,E2 in seine Smith-Normalform kann folgendermaßen be-
schrieben werden: (

1 0
2 −1

)
︸ ︷︷ ︸

=:S

(
1 3
2 4

)(
1 −3
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

=:T

=

(
1 0
0 2

)
.
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Nach dem Beweis von Lemma 5.2.24 gibt es eine Basis B von Z2 mit S = [id]B,E2,
und dieses B ist eine Elementarteilerbasis von Z2 bzgl. U . Dabei kann in diesem Fall
B leicht aus den Spalten von S−1 = [id]E2,B abgelesen werden:

S−1 =

(
1 0
2 −1

)
=⇒ Elementarteilerbasis von M bzgl. U :

(
1
2

)
,

(
0
−1

)
. �

Definition 5.2.29. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Eine endliche Präsentation von M ist dann eine Kette von Abbildungen:

N
ψ−→ P

ϕ−→M,

wobei N und P freie R-Moduln endlichen Ranges sind, und zusätzlich gilt:

ϕ ist surjektiv und im(ψ) = ker(ϕ).

Die Elementarteiler der endlichen Präsentation sind dann die Elementarteiler von
ker(ϕ) bzgl. P . �

Bemerkung 5.2.30. Ist R ein Hauptidealring, M ein endlich erzeugter R-Modul
eine endliche Präsentation von M gegeben durch:

N
ψ−→ P

ϕ−→M,

so gilt nach Lemma 5.2.27 für eine Matrizendarstellung A von ψ, daß die Elementar-
teiler der endlichen Präsentation gleich den Elementarteilern von A sind. �

Satz 5.2.31. (Klassifikation endlich erzeugter Moduln über Hauptidealringen)
Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Weiter sei F ⊆M
ein freier R-Modul eindeutig bestimmten Ranges mit (siehe Satz 5.2.17):

M = F ⊕MTor.

Dann gibt es Nicht-Einheiten α1, . . . , αk ∈ R \ {0} mit αi | αi+1 für 1 ≤ i ≤ k, so
daß gilt:

MTor
∼=

k∏
i=1

R/(αi)R.

Die Elemente α1, . . . , . . . , αk sind bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.

Lemma 5.2.32. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Weiter seien α1, . . . , αk ∈ R \ {0} die nach Satz 5.2.31 bis auf Einheiten eindeutig
bestimmten Nicht-Einheiten mit αi | αi+1 für 1 ≤ i < k, so daß gilt:

M ∼= MTor ⊕ F mit MTor
∼=

k∏
i=1

R/(αi)R und F freier R-Modul.

Ist eine endliche Präsentation von M gegeben der Form (siehe Definition 5.2.29):

N
ψ−→ P

ϕ−→M,
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und ist A eine Matrizendarstellung von ψ mit einer Smith-Normalform (SNF):

A
SNF−−→

β1

βr




m− r

∈ Mat(m× n,R),

so folgt rgR(F ) = m−r, und die Nicht-Einheiten βj, . . . , βr unter den β1, . . . , βr sind
assoziert zu den obigen Elementen α1, . . . , αk, d.h. es gilt:

α1 ∼ βj, α2 ∼ βj+1, . . . , αk ∼ βr.

Beweis.
Da ϕ surjektiv ist, gilt nach dem Homomorphie-Satz 2.1.31:

M ∼= P/ ker(ϕ),

und aus ker(ϕ) = im(ψ) folgt sofort:

M ∼= P/ im(ψ).

Nach Bemerkung 5.2.30 sind die Elementarteiler β1, . . . , βr von A gleich den Ele-
mentarteilern der endlichen Präsentation, also die von ker(ϕ) = im(ψ) bzgl. P .
Ist A ∈ Mat(m × n,R), so gilt rgR(N) = n und rgR(P ) = m. Sei dann x1, . . . , xm
eine Elementarteilerbasis von P bzgl. im(ψ) zu den Elementarteilern β1, . . . , βr von
im(ψ) bzgl. P . Dann gilt nach Lemma 5.2.25:

P/ im(ψ) = 〈x1, . . . , xm〉/〈β1x1, . . . , βrxr〉
5.2.25∼=

r∏
i=1

R/(βi)R ×Rm−r.

Wegen βi | βi+1 gibt es ein 1 < j ≤ n, so daß β1, . . . , βj−1 Einheiten und βj, . . . , βr
Nicht-Einheiten unter den Elementarteilern von im(ψ) sind.
Für Einheiten βi gilt (βi)R = R und somit R/(βi)R = {0}, so daß folgt:

P/ im(ψ) ∼=
r∏
i=j

R/(βi)R ×Rm−r. (∗)

Es gilt offensichtlich: ( r∏
i=j

R/(βi)R ×Rm−r
)

Tor
=

r∏
i=j

R/(βi)R,

so daß der Isomorphismus (∗) eine Zerlegung von P/ im(ψ) induziert der Form:

P/ im(ψ) =
(
P/ im(ψ)

)
Tor
⊕ F̃ mit

(
P/ im(ψ)

)
Tor
∼=

r∏
i=j

R/(βi)R, F̃ ∼= Rm−r.

Jeder Isomorphismus M ∼= P/ im(ψ) bildet die jeweiligen Torsionsuntermoduln auf-
einander ab, und es folgt:

MTor
∼=

k∏
i=1

R/(αi)R und MTor
∼=
(
P/ im(ψ)

)
Tor
∼=

r∏
i=j

R/(βi)R,
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womit die Eindeutigkeitsaussage des Klassifikationssatzes 5.2.31 dann wie behauptet
liefert:

α1 ∼ βj, . . . , αk ∼ βr.

Ein Isomorphismus Ψ: P/ im(ψ) −→M liefert eine Zerlegung:

M = Ψ
(
P/ im(ψ)

)
= Ψ

((
P/ im(ψ)

)
Tor

)
︸ ︷︷ ︸

=MTor

⊕Ψ(F̃ ) mit Ψ(F̃ ) frei,

und nach der Eindeutigkeit des Ranges in einer solchen Zerlegung vonM (Satz 5.2.17)

gilt dann rgR(F ) = rgR
(
Ψ(F̃ )

)
. Dies liefert letztendlich die gewünschte Implikation:

Ψ(F̃ ) ∼= F̃ ∼= Rm−r =⇒ rgR(F ) = m− r. �

Bemerkung 5.2.33. Es kann gezeigt werden, daß die freien Moduln F , die in einer
Zerlegung

M = F ⊕MTor

in obigem Satz auftreten können, alle maximale freie Untermoduln in F sind, und
dabei maximal in doppeltem Sinne:

• Maximal in dem Sinne, daß sie nicht in einem größeren freien Untermodul von
M liegen.
• Maximal in dem Sinne, daß es keinen freien Untermodul in M gibt, der einen

größeren Rang als F hat (nach Satz 5.2.17 ist der Rang eines F mit obiger
Eigenschaft eindeutig bestimmt).

In M können aber maximale freie Untermoduln existieren, die sich nicht mit MTor

zum ganzen Modul ergänzen lassen: Beispiele wären die Z-Untermoduln 〈p〉 ⊆ Z für
Primzahlen p, die jeweils in beiden Kontexten maximal sind. �

Satz 5.2.34. (Klassifikation endlicher abelscher Gruppen)
Sei G eine endliche abelsche Gruppe und n := |G|. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen d1, . . . , dk ∈ N mit di > 1, so daß gilt:

di | di+1 für 1 ≤ i ≤ k, d1 · . . . · dk = n und G ∼= Zd1 × . . .× Zdk .

Wird dann für einen Gruppe G mit [G] die Äquivalenzklasse aller zu ihr isomorphen
Gruppe bezeichnet, so induziert die Zuordnung:

G
s.o.∼= Zd1 × . . .× Zdk 7→ (d1, . . . , dk)

eine Bijektion zwischen den folgenden Mengen:

{ [G] | G abelsche Gruppe der Ordnung n }
↓

{ (d1, . . . , dk) | k ∈ N, di > 1, di | di+1, d1 · . . . · dk = n }. �
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Beweis.
Ist G eine abelsche Gruppe, so wird G durch folgende skalare Multiplikation zu einem
Z-Modul:

• : Z×G −→ G mit z • g := gn.

Ist G eine endliche Gruppe mit n := |G|, so ist dieser offensichtlich endlich erzeugt
als Modul über dem Hauptidealring Z, und aus Lemma 1.2.7 und dem Satz von
Lagrange 1.2.20 folgt sofort die Aussage:

gn = eG für alle g ∈ G,
so daß dann G ein Z-Torsionsmodul ist, d.h. G = GTor.
Nach dem Klassifikationssatz 5.2.31 für endlich erzeugte Moduln über Hauptideal-
ringen gibt es dann eindeutig bestimmte Zahlen d1, . . . , dk ∈ N mit di > 1 und
di | di+1, so daß gilt:

G = GTor
∼= Z/(d1)Z × . . .× Z/(dk)Z = Zd1 × . . .× Zdk .

Des weiteren gilt:

|Zd1 × Zdk | = d1 · . . . · dk =⇒ d1 · . . . · dk = n.

Es bleibt zu zeigen, daß für G ∼= Zd1 × . . .× Zdk die Zuordnung

Ψn : [G] 7→ (d1, . . . , dk)

eine Bijektion zwischen den folgenden Mengen ist:

{ [G] | G abelsche Gruppe der Ordnung n }
↓

{ (d1, . . . , dk) | k ∈ N, di > 1, di | di+1, d1 · . . . · dk = n }.

Ψn wohldefiniert: Für zwei endliche abelsche Gruppen G und H gelte [G] = [H].
Dann sind die beiden Gruppen nach der Definition der Äquivalenzrelation iso-
morph: G ∼= H.
Nach obiger Klassifikation endlicher abelscher Gruppen gibt es eindeutig be-
stimmte Elemente a1, . . . , ak ∈ N und b1, . . . , br ∈ N mit ai | ai+1 und bi | bi+1

sowie:
Za1 × . . .× Zak ∼= G ∼= H ∼= Zb1 × . . .× Zbr ,

woraus dann
Za1 × . . .× Zak ∼= Zb1 × . . .× Zbr ,

folgt, welches wegen der Eindeutigkeitsaussage aus der Klassifikation endlicher
abelscher Gruppen sofort liefert:

k = r und a1 = b1, . . . , ak = bk.

Damit ist die Abbildung Ψn wohldefiniert wegen:

Ψn

(
[G]
)

= (a1, . . . , ak) = (b1, . . . , br) = Ψn

(
[H]
)
.

Ψn injektiv: Es seien G, H endliche abelsche Gruppen mit:

Ψn

(
[G]
)

= (d1, . . . , dk) = Ψn

(
[H]
)
.

Dann gilt nach der Definition von Ψn:

G ∼= Zd1 × . . .× Zdk ∼= H =⇒ G ∼= H =⇒ [G] = [H].
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Ψn surjektiv: Für G := Zd1 × . . .× Zdk mit di | di+1 gilt per Definition:

Ψn(G) = (d1, . . . , dk). �

Beispiel 5.2.35.

i.) Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit einer endlichen Präsentation:

N
ψ−→ P

ϕ−→ G.

Weiter sei A eine Matrizendarstellung von ψ mit einer Smith-Normalform:
1

1
2

4
0

0

 .

Dann folgt mit Lemma 5.2.32:

G ∼= Z2 × Z2 × Z4.

ii.) Die Anzahl aller abelschen Gruppen (bis auf Isomorphie) der Ordnung 24 ist
nach Satz 5.2.34 gegeben durch die Anzahl der möglichen Tupel:

(d1, . . . , dk) mit d1 > 1, d1 · . . . · dk = 24, di | di+1.

Alle Möglichkeiten dazu sind:

(24), (2, 12), (2, 2, 6).

Somit ist eine abelschen Gruppen der Ordnung 24 isomorph zu einer der fol-
genden Gruppen:

Z24, Z2 × Z12, Z2 × Z2 × Z6. �

5.3. Konjugationsklassen quadratischer Matrizen

Bemerkung 5.3.1.

i.) Sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Für ein
ϕ ∈ EndK(V ) liefert folgende Definition einer skalaren Multiplikation eine K[t]-
Modulstruktur auf V :

• : K[t]× V −→ V mit p(t) • v := p(ϕ)(v).

Diese K[t]-Modulstruktur auf V kann auch beschrieben werden durch folgenden
Ringhomomorphismus:

Ψϕ : K[t] −→ EndK(V ) mit p 7→ p(ϕ).

ii.) Sei K ein Körper und A ∈ Matn(K). Dann ist die folgende Abbildung ein
Ringhomomorphismus:

ΦA : K[t] −→ Matn(K) mit p 7→ p(A).
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iii.) Sei K ein Körper und A ∈ Matn(K). Auf dem K-Vektorraum K [n] ist durch
folgende Definition einer skalaren Multiplikation eine K[t]-Modulstruktur defi-
niert:

• : K[t]×K [n] −→ K [n] mit p(t) • x := p(A) · x.
Weiter sei Φ der folgende Ringisomorphismus aus Satz 3.1.20:

Φ: Matn(K) −→ EndK(K [n]) mit A 7→ ϕA.

Dann ist folgendes Diagramm von Ringhomomorphismen kommutativ:

K[t] Matn(K)

EndK(K [n])

ΦA

ΨϕA

Φ mit ΨϕA
= Φ ◦ ΦA.

Die obige K[t]-Modulstruktur auf K [n] bzgl. A entspricht dabei der durch ΨϕA

gegebenen K[t]-Modulstruktur, d.h es gilt:

p • x (K[t]-Mod. durch A)
= p(A) · x = p(ϕA)(x)

(K[t]-Mod. durch ΨϕA)
= p • x.

Entscheidend dabei ist, daß durch den Ringisomorphismus A 7→ ϕA offensicht-
lich folgende Gleichung gilt:

ϕp(A) = p(ϕA). �

Definition 5.3.2. Sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum. Für ein ϕ ∈ EndK(V ) sei denn die in Bemerkung 5.3.1 auf V durch den
Ringhomomorphismus:

Ψϕ : K[t] −→ EndK(V ) mit p(t) 7→ p(ϕ)

definierte K[t]-Modulstruktur mit Vϕ bezeichnet.
Für eine Matrix A ∈ Matn(K) sei die in Bemerkung 5.3.1 auf K [n] durch den Ring-
homomorphismus:

ΨϕA
: K[t] −→ EndK(K [n]) mit p(t) 7→ p(ϕA)

definerte K[t]-Modulstruktur mit K
[n]
A bezeichnet. �

Bemerkung 5.3.3.

i.) Es gilt für A ∈ Matn(K) nach Bemerkung 5.3.1:

K
[n]
A = (K [n])ϕA

.

ii.) Sei K ein Köper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Für einen
Endomorphismus ϕ ∈ EndK(V ) ist der Ringhomorphismus:

Ψϕ : K[t] −→ EndK(V ) mit p(t) 7→ p(ϕ)

auch K-linear, d.h. ein Vektorraumhomomorphismus zwischen den K-Vektor-
räumen K[t] und EndK(V ).

Für A ∈ Matn(K) ist der Ringhomomorphismus:

ΦA : K[t] −→ Matn(K) mit A 7→ p(A)

auch K-linear, d.h. ein Vektorraumhomomorphismus zwischen den K-Vektor-
räumen K[t] und Matn(K). �
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Lemma 5.3.4. Sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
Für ein ϕ ∈ EndK(V ) ist der Ringhomomorphismus:

Ψϕ : K[t] −→ EndK(V ) mit p(t) 7→ p(ϕ)

nicht injektiv, und Vϕ ist ein endlich erzeugter K[t]-Torsionsmodul.
Für A ∈ Matn(K) ist der folgende Ringhomomorphismus nicht injektiv:

ΦA : K[t] −→ Matn(K) mit p(t) 7→ p(A). �

Beweis.
Eine injektive lineare Abbildung zwischen Moduln bildet linear unabhängige Syste-
me auf linear unabhängige Systeme ab (Hauptsatz über linerare Abbildungen und
Basen 2.2.31). Die beiden Abbildungen Ψϕ und ΦA sind nach Bemerkung 5.3.3 auch
lineare Abbildungen, und beide bilden den unendlich-dimensionalen K-Vektorraum
K[t] in einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum ab, denn es gilt:

dimK

(
EndK(V )

)
=
(

dimK(V )
)2

und dimK

(
Matn(K)

)
= n2.

Somit können Ψϕ und ΦA nicht injektiv sein, da in den Zielräumen das Bild der
unendlichen Basis und damit des linear unabhängigen Systems (1, t, . . . , ti, . . .) unter
diesen Abbildungen aus dimensionsgründen nicht linear uanbhängig sein kann.

Zu zeigen ist noch, daß Vϕ ein endlich erzeugter K[t]-Modul ist. Da Ψϕ nicht in-
jektiv ist, gibt es ein p ∈ ker(Ψϕ) mit p 6= 0. Die durch Ψϕ auf V induzierte K[t]-
Modulstruktur (siehe Bemerkung 5.3.1) liefert dann für alle v ∈ Vϕ:

p • v = Ψϕ(p)︸ ︷︷ ︸
Nullabb. 0̄

(v) = 0̄(v) = 0,

und v ist somit ein Torsionselement und Vϕ = (Vϕ)Tor.
Wegen K ⊆ K[t] ist außerdem jede K-Basis von V ein K[t]-Erzeugendensystem von
Vϕ, so daß Vϕ auch endlich erzeugt ist. �

Bemerkung 5.3.5. Da für einen Körper K der Polynomring K[t] ein Hauptidealring
ist, wird ein Ideal I ⊆ K darin von einen Element erzeugt: I = (p)K[t]. Für jede

Einheit α ∈
(
K[t]

)∗
= K∗ ist dann offensichtlich auch αp ein Erzeuger von I, so

daß ein I 6= {0} ein normiertes Polynom als Erzeuger besitzt.
Sind p, p̃ normierte Polynome, die I 6= {0} erzeugen, so ist jedes dieser Polynome
per Definition ein Vielfaches des anderen. Damit folgt sofort:

p = qp̃, p̃ = q̃p =⇒ p = (qq̃)p =⇒ qq̃ ∈
(
K[t]

)∗
.

Dann gilt p = εp̃ mit einer Einheit ε ∈ (K[t])∗ = K∗, und es folgt ε = 1, da beide
Polynome normiert sind.
Somit hat ein I 6= {0} einen eindeutig bestimmten normierten Erzeuger. �

Definition 5.3.6. Sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum. Für ϕ ∈ EndK(V ) heißt dann der eindeutig bestimmte Erzeuger des Haupt-
ideals ker(Ψϕ) ⊆ K[t] (siehe Lemma 5.3.4 und Bemerkung 5.3.5) das Mininalpoly-
nom von ϕ und wird mit µϕ bezeichnet.
Ist A ∈ Matn(K), so heißt der nach Lemma 5.3.4 und Bemerkung 5.3.5 eindeutig
bestimmte Erzeuger des Hauptideals ker(ΦA) ⊆ K[t] das Mininalpolynom von A und
wird mit µA bezeichnet. �
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Bemerkung 5.3.7. Für A ∈ Matn(K) gilt: µA = µϕA
. �

Lemma 5.3.8. Sei V ein n-dimensioaler K-Vektorraum und ϕ ∈ EndK(V ). Dann
gilt für den K[t]-Modul Vϕ und seine durch Ψϕ : K[t] −→ EndK(V ) gegebene K[t]-
Modulstruktur:

ker(Ψϕ) = AnnK[t](Vϕ).

Ist v1, . . . , vn eine K-Basis von V und damit ein K[t]-Erzeugendensystem von Vϕ,
und gilt AnnK[t](vi) = (pi)K[t] so folgt:

AnnK[t](Vϕ) =
(

kgV(p1, . . . , pn)
)
K[t]

und damit: µϕ = kgV(p1, . . . , pn).

Dazu muß der kgV der pi evt. normiert werden. Ein pi läßt sich bestimmen durch
die kleinste nicht-triviale Relation,

k∑
j=1

αjϕ
j(vi) = 0,

die sich ergibt, ein minimales k zu finden, so daß die Vektoren

vi, ϕ(vi), ϕ
2(vi), . . . , ϕ

k(vi)

linear abhängig werden. Dann ist insbesondere αk 6= 0 und

pi :=
1

αk

k∑
j=1

αjt
j

ein normierter Erzeuger von AnnK[t](vi).
Ist A ∈ Matn(K), so gilt µA = µϕA

, und µA kann nach obgien Schema bestimmt wer-
den, indem für eine Basis x1, . . . , xn des K [n] jeweils AnnK[t](xi) = (pi)K[t] bestimmt
wird durch die Suche eines minimalen k, so daß

xi, Axi, A
2xi, . . . , A

kxi

linear abhängig wird. Es gilt dann analog µA = kgV(p1, . . . , pn). �

Satz 5.3.9. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und seien ϕ, ψ ∈ EndK(V ).
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

ϕ und ψ sind konjugiert ⇐⇒ Vϕ und Vψ sind isomorphe

K[t]-Moduln.

Dabei gilt sogar spezieller:

ψ = ξ ◦ ϕ ◦ ξ−1 mit ξ ∈ GLK(V ) ⇐⇒ ξ : Vϕ −→ Vψ ist ein

K[t]-Modulisomorphismus.

Für eine Matrix A ∈ Matn(K) und Basis D von V sind folgende Aussagen äquivalent:

A = [ϕ]D,D ⇐⇒ [ · ]En,D : Vϕ −→ K
[n]
A ist ein

K[t]-Modulisomorphismus.

Für zwei Matrizen A,B ∈ Matn(K) gilt:

A und B sind konjugiert ⇐⇒ K
[n]
A und K

[n]
B sind isomorphe

K[t]-Moduln.

�
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Bemerkung 5.3.10. In der Situtation von Satz 5.3.9 sind die auftretenden K[t]-

Moduln Vϕ, Vψ, K
[n]
A und K

[n]
B nach Lemma 5.3.4 alles endlich erzeugte Torsionsmo-

duln über den Hauptidealring K[t], so daß sie nach dem Klassifikationssatz 5.2.31
alle isomorph sind zu jeweils einem Modul der Form:

k∏
i=1

K[t]/(αi)K[t],

wobei α1, . . . , αk ∈ K[t] eindeutig bestimmte normierte Nicht-Einheiten sind mit
αi | αi+1. Dabei gilt dann:

k∏
i=1

K[t]/(αi)K[t]
∼=

r∏
i=1

K[t]/(βi)K[t] ⇐⇒ k = r und α1 = β1, . . . , αk = βk.

Sind dann z.B. für die beiden K[t]-Moduln K
[n]
A und K

[n]
B die Größen α1, . . . , αk und

β1, . . . , βr aus obigen Zerlegungen bekannt, so sind A und B genau dann konjugiert,
wenn k = r und jeweils αi = βi gilt.

α1, . . . , αk können nach Lemma 5.2.32 aus einer endlichen Präsentation von K
[n]
A

gewonnen werden. �

Satz 5.3.11. Sei K ein Körper und A ∈ Matn(K). Dann ist eine endliche Prä-

sentation des K[t]-Moduls K
[n]
A gegeben durch folgende Kette von K[t]-Modulhomo-

morphismen: (
K[t]

)n ψ−→
(
K[t]

)n ϕ−→ K
[n]
A

mit

ψ :

p1
...
pn

 7→ (t · En − A)︸ ︷︷ ︸
∈Matn(K[t])

·

p1
...
pn

 und ϕ :

p1
...
pn

 7→ n∑
i=1

pi • ei.

Insbesondere gilt dann: Sind p1, . . . , pk die Nicht-Einheiten unter den Elementartei-
lern von t · En − A, so existiert ein K[t]-Modulisomorphismus

K
[n]
A
∼=

k∏
i=1

K[t]/(pi)K[t]. �

Definition 5.3.12. Sei K ein Körper und A ∈ Matn(K). Die eindeutig bestimmten
Nicht-Einheiten p1, . . . , pk ∈ K[t] der Elementarteiler von t · En − A ∈ Matn

(
K[t]

)
heißen die Polynominvarianten von A. �

Bemerkung 5.3.13. Ist A ∈ Matn(K), so hat t ·En−A die Smith-Normalform der
quadratischen die Form:

t · En − A
SNF
;

1

1
p1

pk




mit pi ∈ K[t] normiert und
pi | pi+1 für 1 ≤ i < k,
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denn würden auf der Diagonalen Nullen auftreten, hätte der K[t]-Modul K
[n]
A einen

freien Untermodul (Satz 5.3.11 und Lemma 5.2.32) - er ist nach Lemma 5.3.4 aber
ein Torsionsmodul.
Mit der Anzahl der Nicht-Einheiten unter den Elementarteilern von t · En − A ist
dann auch die Anzahl der Einsen auf der Diagonalen eindeutig bestimmt.
Die Polynominvarianten von A sind dann:

p1, p2, . . . , pk. �

Lemma 5.3.14. Sei K ein Körper, und seien A,B ∈ Matn(K). Dann gelten folgende
Äquivalenzen:

A und B sind konjugiert

⇐⇒ A und B haben die gleichen Polynominvarianten

⇐⇒ t · En − A und t · En −B haben die gleichen Elemetarteiler. �

Definition 5.3.15. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und p ∈ R[t] normiert
mit:

p := tn + an−1t
n−1 + . . .+ a1t+ a0.

Dann ist die Begleitmatrix von p die folgende Matrix:

Ap :=

0 −a0

1 0 −a1

1 0 −an−2

1 −an−1




∈ Matn(R).

�

Lemma 5.3.16. Sei K ein Körper und p ∈ K[t] ein normiertes Polyom n-ten Grades.
Dann hat die Begleitmatrix Ap von p nur die Polynominvarante p, d.h. es gilt:

t · En − Ap
SNF
;

1

1
p


 ∈ Matn

(
K[t]

)
.

Insbesondere gilt dann nach Lemma 5.3.14: Hat eine Matrix B ∈ Matn(K) nur die
Polynominvariante p, so ist sie zu der Begleitmatrix Ap konjugiert. �

Definition 5.3.17. Sei K ein Körper. Eine Matrix A ∈ Matn(K) hat rationale
Normalform, falls sie eine Blockdiagonalmatrix ist mit Diagonalblöcken:

Ap1 , . . . , Apk ,

wobei Api die Begleitmatrix zu einem normierten Polynom pi ∈ K[t] ist, und für die
Polynome p1, . . . , pk gilt:

pi | pi+1 für 1 ≤ i < k.
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Damit hat A also dann die Gestalt:

A =
Ap1

Apk


 mit Api =

0 −a0

1 0

1 0 −an−2

1 −an−1




für pi = tn+

n−1∑
i=0

ait
i.

Es wird für die rationale Normalform bzgl. der normierten Polynome p1, . . . , pk mit
pi | pi+1 auch abkürzend geschrieben: A(p1, . . . , pk). �

Satz 5.3.18. (Klassifikation der Konjugationsklassen quadratischer Matrizen)
Sei K ein Körper und A ∈ Matn(K). Dann gibt es genau eine rationale Normal-
form A(p1, . . . , pk) (Definition 5.3.17), zu der A konjugiert ist, und die Polynome
p1, . . . , pk entsprechen den Polynominvarianten von A. Weiter existiert ein K[t]-
Modulisomorphismus:

K
[n]
A
∼=

k∏
i=1

K[t]/(pi)K[t].

Sind A,B ∈ Matn(K), so gelten folgende Äquivalenzen:

A und B sind konjugiert

⇐⇒ A und B haben die gleichen Polynominvarianten

⇐⇒ A und B haben die gleiche rationale Normalform

⇐⇒ t · En − A und t · En −B haben die gleichen Elementarteiler

⇐⇒ t · En − A und t · En −B haben die gleiche Smith-Normalform.

Wird für A ∈ Matn(K) mit [A] seine Konjugationsklasse bezeichnet, so induziert die
Zuordnung:

A
Pol.Inv.−→ (p1, . . . , pk)

eine Bijektion der folgenden Mengen:

{ [A] | A ∈ Matn(K) }
↓

{ (p1, . . . , pk) | pi ∈ K[t] normiert, pi | pi+1,
k∑
i=1

grad(pi) = n }. �

Satz 5.3.19. Sei K ein Körper und A ∈ Matn(K) mit den Polynominvarianten
p1, . . . , pk. Dann gelten folgende Aussagen:

i.) pk ist das Minimalpolynom µA von A.
ii.) Das Produkt der Polynominvarianten p1, . . . , pk ist das charakteristische Poly-

nom χA von A:

p1 · . . . · pk = χA.

iii.) µA | χA.
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iv.) Für ein Primpolynom p ∈ K[t] gilt:

p | µA ⇐⇒ p | χA,
d.h. das Minimalpolyonom und das charakteristische Polynom von A enthalten
die gleichen Primfaktoren (jedoch i.a. in unterschiedlicher Vielfachheit).

v.) Es gilt folgende Äquivalenz:

µA zerfällt in Linearfaktoren ⇐⇒ χA zerfällt in Linearfaktoren.

vi.) Die Eigenwerte von A entsprechen den Nullstellen des Minimalpolynoms µA. �

Bemerkung 5.3.20. Die in Satz 5.3.19 enthaltene Aussage, daß µA ein Teiler von
χA ist, findet sich in der Literatur als Satz von Cayley-Hamilton. Daraus folgt sofort,
daß χA(A) die Nullmatrix ist, da µA(A) dies ja per Definition von µA erfüllt. Die
Folgerung χA(A) = 0̄ ist eine allgemeinere Tatsache, denn sie gilt auch für Matrizen
über einem kommutativen Ring mit Eins, wo evt. gar kein Minimalpolynom von A
existiert. Auch die allgemeinere Fassung

”
χA(A) = 0“ findet sich in der Literatur

als Satz von Cayley-Hamilton. �
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