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Aufgabe 1: Adjungierte Matrizen (3+1 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

a.) Zeigen Sie für A,B ∈ GLn(R) folgende Formeln:

(AB)ad = BadAad,

det(Aad) = det(A)n−1,

(Aad)ad =
(

det(A)
)n−2 · A,

(Aad)−1 = (A−1)ad.

b.) Eine Matrix A ∈ Matn(R) heißt symmetrisch, wenn A = At erfüllt ist. Zeigen
Sie:

A ist symmetrisch und invertierbar =⇒ A−1 ist symmetrisch.

Aufgabe 2: Polynome (1+1+2 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

a.) Untersuchen Sie, ob die folgenden Polynome aus Z[t]|2 linear unabhängig sind
und ob Sie eine Basis dieses Z-Moduls bilden:

5 + 3t + 6t2, 6 + 4t + 7t2, 7 + 5t + 9t2.

b.) Untersuchen Sie, ob die folgenden Polynome aus Z4[t]|2 linear unabhängig sind
und ob Sie eine Basis dieses Z4-Moduls bilden:

[1]4 + [3]4t + [2]4t
2, [2]4 + [3]4t

2, [3]4 + t + t2.

c.) Zeigen Sie für eine formale Potenzreihe
∑∞

i=0 ait
i ∈ R[[t]]:

∞∑
i=0

ait
i ist eine Einheit in R[[t]] ⇐⇒ a0 ist eine Einheit in R.

Bitte wenden



Aufgabe 3: charakteristische Polynome (2+2 Punkte)
Berechnen Sie die charakteristischen Polynome der folgenden Matrizen:

a.)

A :=

 5 −6 −6
−1 4 2
3 −6 −4

 , B :=


[1]5 [2]5 [3]5

[4]5 [3]5 [3]5

[0]5 [0]5 [0]5

 .

b.)

C :=


1 2 3 4
2 1 7 6
0 0 3 4
0 0 4 2

 , D :=


0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

 .

Aufgabe 4: Beweisaufgabe: Inverse Matrizen (2+2 Punkte)

a.) Sei A ∈ GLn(R), und die Koeffizienten von A seien alle aus Z ⊆ R. Zeigen Sie:
Die Koeffizienten von A−1 liegen alle in Q, und es gilt:

det(A) ∈ {±1} ⇐⇒ Die Koeffizienten von A−1 liegen alle in Z.

b.) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A = (aij) eine obere Dreiecksmatrix.
Zeigen Sie:

A invertierbar ⇐⇒ aii ∈ R∗ für alle i = 1, . . . , n.

Zeigen Sie, daß in diesem Fall die Inverse A−1 von A wieder eine obere Dreiecks-
matrix ist.
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