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Ubungsaufgaben zur Linearen Algebra Ila
Aufgabenblatt 2

Aufgabe 1: Berechnung von Determinanten (3+1 Punkte)
a.) Berechnen Sie von den folgenden Matrizen die Determinanten:

33 3 5 5 4
A=(32 1 |eMatz(R) , Bi=| 2 5 6 | € Mats(R),
141 2 2 4
Bl; Bls 3] 51, [5]; [
C:=1 3]y 2l [1]; | €eMats(Zs) , D:=| [2], [5], [6], | € Mats(Z).
[ [45 [ 2l; [2]; [,

b.) Sein € Nund 7,: Z — Z, mit a — [a],, der kanonische Ringhomomorphismus.
Fiir A € Maty(Z) mit A = (a;;) sei m,(A) := (mn(a;;)) € Maty(Z,).
Zeigen Sie: det(m,(A)) = m, (det(A)).

Aufgabe 2: Invertierbarkeit und Determinanten (24141 Punkte)

a.) Gegeben sei die Matrix:

A= ( (é Z ) € Mat,(R).

Zeigen Sie:
A invertierbar <= det(A) # 0,

und im Fall der Invertierbarkeit gilt:
1 d —b
A7l = . )
det(A) ( —c a )

b.) Beweisen Sie die folgende Aussage iiber Z:

d

c.) Geben Sie eine Matrix aus Matq(Z) an, die nicht invertierbar ist iiber Z, aber
aufgefasst als Element von Maty(R) invertierbar ist.

( CCL b > € Maty(Z) invertierbar —  ggT(a,b) = 1.

Bitte wenden



Aufgabe 3: Determinantenabbildung (242 Punkte)
Es sei definiert:

Bi= {A _ ( 0, ’ ) € Mata(Zs) | det(A) # [0], }

a.) Zeigen Sie, dafl B eine Untergruppe von GlLs(Z3) ist, und geben Sie die Elemente
von B und deren Determinante an.
b.) Die Determinantenabbildung kann auf B eingeschrinkt werden:

®: B—7Z; mit O(A) :=det(A).

Sei U := ker(®). U ist dann ein Normalteiler von B. Geben Sie die Quotienten-
gruppe B/U und ihre Verkniipfungstafel an.

Aufgabe 4: Beweisaufgabe (24+1+1 Punkte)

Fiir jede Gruppe G ist ihr Zentrum definiert durch

Z(G):={g€G|gh=hgfiralle heG}.
(Vgl. Skript 3.3.13.ii.) und LAI, Aufgabenblatt 6, Aufgabe 3.)
a.) Beweisen Sie fiir einen kommutuativen Ring R mit 1:

Z(GLu(R)) ={a-E,|a€ R} und Z(SL,(R))={a-E,|a€R" a"=1}.
Hinweis: Betrachten Sie L;;(1) - A= A- L;;(1).

b.) Zeigen Sie fiir einen endlichen Korper K mit ¢ Elementen:
|Z(SLu(K))| = ggT(n,q — 1).
Benutzen Sie dabei, dafi K* eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢ — 1 ist.

c.) Geben Sie die Elemente der Gruppe GLy(Z5) an.
Ist diese Gruppe zu Zg oder zu Ss isomorph?
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