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Matrikelnummer:
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Die Bearbeitungszeit fiir diese Klausur betriagt 90 Minuten. Die Klausur umfaft
sechs Aufgaben, jede mit acht Punkten bewertet, obwohl der Schwierigkeitsgrad
der Aufgaben nicht gleich ist.

Bitte schreiben Sie eine Losung mit allen Zwischenrechnungen nur auf das jeweilige
Aufgabenblatt (Vorder- und Riickseite). Sollte Thnen bei einer Aufgabe ein Blatt
nicht geniigen, fragen Sie bitte nach einem neuen Blatt und schreiben spéter auf
dieses Thren Namen und Thre Matrikelnummer sowie die Aufgabennummer.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt. Bei einem T#uschungsversuch gilt die Klausur als
nicht bestanden.

Viel Erfolg!
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Name: Sitzplatz:

Aufgabe 1 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Sei V ein R-Vektorraum. Definieren Sie die zusétzlichen Eigenschaften,
mit denen eine Bilinearform (-,-): V' x V — R zu einem Skalarprodukt auf
V wird.

ii.) (1P) Formulieren Sie die Cramersche Regel.

iii.) (1P) Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Definieren Sie die von (-,-)
induzierte Metrik auf V.

iv.) (2P) Sei K ein Kérper und A € Mat,, (K). Definieren Sie die Begriffe Eigenwert
und Eigenraum von A.

v.) (1P) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V).
Definieren Sie, wann ¢ diagonalisierbar ist.

vi.) (1P) Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und seien z,y € V. Definieren
Sie, wann « und y orthogonal sind.

Losung:
i.) Ein Skalarprodukt ist eine symmetrische, positiv definite Bilinearform.
Symmetrisch bedeuted: {(z,y) = (y,z) fiir alle z,y € V.
Positiv definit bedeutet: (z,z) > 0 fir alle z € V mit x # 0.
ii.) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A € Mat,, (R). Dann gilt:

A% A= A A = det(A) - E,.

111) d(l’,y) = <$_y, x—y)

iv.) A € K heifit Eigenwert von A, wenn das homogene lineare Gleichungssystem
(A—X-E,)z = 0 eine nicht-triviale Losung hat. Der dazugehérige Losungsraum
heifit der Eigenraum von A zum Eigenwert A und wird mit Eig(A, A) notiert.

v.) Es gibt eine Basis B von V, so daBl [¢]p, p eine Diagonalmatrix ist.

vi.) z und y sind orthogonal, wenn (z,y) = 0 gilt.
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Aufgabe 2 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Berechnen Sie det(A) fiir die folgende Matrix A € Maty(R):

b 0 4 0
_|a 0 0 f
A= 06 0 O
0 0 0 ¢

ii.) (2P) Fiihren Sie fiir die folgende Matrix die Laplace-Entwicklung nach der
zweiten Zeile durch und berechnen Sie damit deren Determinante:

1 2 3
A=14 5 6
7 8 9

iii.) (4P) Gegeben seien die folgenden Matrizen aus Mata(Zg):

A= <[3]6 [1]6> und B := <[4]6 [2]6) .
(s [2s (s [Us
a.) Zeigen Sie, dass A invertierbar ist und berechnen Sie A~!.

b.) Bestimmen Sie det(A - B).
c.) Ist A- B invertierbar (Begriindung)?

Loésung:
i.) Werden in A die erste und die dritte Spalte und anschlieBend die zweite und
die dritte Zeile vertauscht, entsteht eine obere Dreicksmatrix, deren Determi-
nante das Produkt deren Diagonalelemente ist. Dies liefert (Vorzeichenwechsel

beachten!):
d 0 b 0 d 0 b O
B 00 a f| 0 b0 0|
det(A) = —det 0O b 0 0 = det 00 a f = abed
0 0 0 ¢ 0 0 0 ¢
ii.) Es gilt:
2 3 1 3 1 2
det(A) = —4 - det <8 9>+5 det (7 9)—6 det (7 8)
= —4-(—6)+5-(—12) — 6 - (—6) = 0.
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iii.) a.) Es gilt:
det(A) = [3]s - [2l6 — [1]s - [L]6 = [5]6,
und [5]g ist in Zg eine Einheit mit [5];' = [5]¢. Daraus folgt, da A in-
vertierbar ist und gilt:

S 1 ad _ a1 (12l6 [Ble [4le  [16
= . A - [5]6 N = .
det(A) Bl6  [3l6 (e (3]s
b.) Es gilt det(B) = [2]g, und nach dem Determinantenmultiplikationssatz
folgt mit der schon berechneten Determinante von A aus vorherigem Teil:
det(A - B) = det(A) - det(B) = [5]¢ - [2]6 = [4]6-
c.) det(A- B) = [4]g ist wegen [3]g - [4]¢ = [0]¢ in Zg ein Nullteiler und damit
keine Einheit, so da3 A - B nicht invertierbar ist.
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Aufgabe 3 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Sei K ein Korper und A € Mat,, (K).
a.) Geben Sie zwei Konjugationsinvarianten von A an.
b.) Geben Sie zwei hinreichende Kriterien an, daf§ A diagonalisierbar ist.

ii.) (2P) Untersuchen Sie (mit Begriindung), ob die folgenden Matrizen A, B
bzw. C, D aus Mats(R) jeweils konjugiert sind:

2 0 2 2
A= (0 2) und B := (0 2) ,

2 0 2 1
C= (0 3> und D := (O 3) .

iii.) (4P) Geben Sie eine zu der folgenden Matrix A € Mats(R) konjugierte Dia-
gonalmatrix und eine Basis des R[®! aus Eigenvektoren von A an:

3 2 -1
A=[4 5 1
0O o0 7

Loésung:

i.) a.) Von folgenden Konjugationsinvarianten von A geniigen zwei zur Losung
der Aufgabe:
1.) det(A).
2) XA-
3.) spur(A4).
4.) Eigenwerte von A.

b.) Zwei der folgenden hinreichenden Kriterien fiir die Diagonalisierbarkeit

von A geniigen fiir die Losung der Aufgabe:
1.) A hat n paarweise verschiedene Eigenwerte.
2.) Sind Aq, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A, so gilt:

Z dimg (Eig(4, A\;) =n.
j=1
3.) K] besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von A.
4.) Es gibt ein S € GL,(K), so da} SAS~! eine Diagonalmatrix ist.

ii.) a.) Aund B sind nicht konjugiert, denn wegen A = 2-E, gilt SAS™! = A # B
tir alle S € GL,,(K).

b.) C und D sind konjugiert, denn D hat die zwei verschiedenen Eigenwerte 2
und 3 und ist somit diagonalisierbar. Dabei ist C' eine der beiden méoglichen
Diagonalmatrizen, zu der D konjugiert sein kann (Satz 3.4.52 und Lem-
ma 3.4.59).

Matrikelnummer:



Name: Sitzplatz:

iii.) Es gilt (entwickeln von det(t - E3 — A) nach der letzte Zeile):
Xa=@E—=T7)-[(t=3)-(t—5) =8 =(t—T)(t* =8t +7) = (t—T7)*(t — 1),

und A besitzt damit die Eigenwerte 1 und 7. Die Eigenrdume werden durch das

Losen der jeweiligen homogenen linearen Gleichungssysteme (A —\-E3)z =0
berechnet. Beim Eigenwert 7 ergibt sich:

-4 2 -1
A-T7-E3=14 -2 1
0o 0 O
und der zugehorige Eigenraum ist:

1 1
Eig(A,7) 21,10 ).
0 —4

Beim Eigenwert 1 ergibt sich:

2
A—1-F3= |4
00 6

und es folgt fiir den Eigenraum:

NN
— |
—
\/

1
Big(A,1) = ([ —1]).
0
Eine Basis des R3] aus Eigenvektoren von A ist dann gegeben durch:
1 1 1
B = 21,10 ],1—-1
0 —4 0
Ist S die Matrix mit den Spalten der Basisvektoren aus B, so gilt:
1 1 1 7 0 0
S:=12 0 -1]€GL3(R) und S7'AS=|0 7 0
0 -4 0 0 01
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Aufgabe 4 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Sei p: R? — R? die Spiegelung an der Winkelhalbierenden g, die von
(1,1) erzeugt wird: g := ((1,1)). Wéhlen Sie eine Basis B des R? und bestim-
men Sie dazu [¢]p, 5.

ii.) (2P) Fiir den R-Vektorraum V := {f € R[¢] | grad(f) < 2} der rellen
Polynome mit einem Grad hochstens Zwei sei der folgende Endomorphismus
gegeben:

©:V—V mit fr~ f (Ableitung).
Wihlen Sie eine Basis C' von V und bestimmen Sie dazu [¢]c,c.

iii.) (4P) Gegeben sei die lineare Abbildung ¢: RI¥l — Rl deren darstellende
Matrix bzgl. der Standardbasis des RI®! wie folgt aussieht:

2 5 -1
C:=ple,e, =13 —6 -2
4 3 8
Weiter sei die folgende Basis B von R gegeben:
1 1 1
B := O1,11]),(1
0 0 1
Berechnen Sie S € GL3(R) und A := [¢]p, B, so daf folgende Gleichung erfiillt
ist:
S.C-S7t=A.
Loésung:

i.) Der Vektor (1,—1) steht senkrecht auf dem Vektor (1,1), so da8 fiir die Basis
B := ((1, 1), (1, —1)) des R? die Bilder unter der Spiegelung leicht berechnet
werden konnen:

L)0(17 1) = (17 1) und (p(la _1) = (_17 1) = _(17 _1)

Dies liefert sofort die Matrizendarstellung;:

[@]B,B = ((1) 01) .

Eine andere Losung ergibt sich durch die Wahl der Standard-Basis B :=
((1,0),(0,1)) des R?. Auch deren Bilder unter der Spiegelung lassen sich leicht
angeben:

¢(1,0) = (0,1) und  ©(0,1) = (1,0).
Dies liefert dann die folgende Matrizendarstellung von :

MB,B = ((1) (1)) .
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ii.) Eine geschickte Basis ist C' := (1,¢,t?), deren Ableitungen leicht zu berechnen
sind:
e(1)=0, @t)=1 und (t*) =2t
Damit ergibt sich folgende Matrizendarstellung von ¢:

ili.) Der Basiswechselsatz 3.4.33 liefert:
A=[plpp =lidlpe, - [Ple,.e, [idle, 5 = [idlpe,-C-lidle, 5 = li[dlpe, - C-[id g,
Weiter gilt:

1 1 1 1 1 1 1 -1 0
de,p=(0 1 1] und [idpe =[dg'z=(0 1 1] =0 1 -1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Wird nun S € GL3(R) definiert durch:
1 -1 0
S = [id]B’gsz o 1 -17,
0 0 1

so gilt A = SCS~!, und es ergibt sich:

1 -1 0 2 5 -1 1 11 -1 10 11
1 -1 3 —6 =2 01 1)]=[-1 —-10 -20
0 1 4 3 8 0 0 1 4 7 15
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Aufgabe 5 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (4P) Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der folgenden Matrix A € Mat(3x3,R):

1 16
A=11 21
1 3 2

ii.) (2P) Uberpriifen Sie, ob die folgenden symmetrischen Bilinearformen auf R?
positiv definit sind:

0(z,y) := 3x1y1 + dx1Yy2 + 5Ty + 2x2ys.
’Y(Z‘,y) = 2$1y1 — 4I2y2.

iii.) (2P) Bestimmen Sie fiir x := (1,1) € R? bzgl. des folgenden Skalarproduktes

(z,y) = 3z1y1 + 222Y2
einen normierten Vektor y € R2, der senkrecht auf z steht.
Losung:
i.) Die Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens auf die Spalten von A ergibt:

1 1 -1 6 1

6 9 —4
wy = 1 s Wy = 2 g‘wli 0 , W3 = 1 75”[017?‘102: —2
1 3 1 2 1

Dies liefert eine erste Zerlegung von A (siehe Satz 4.1.28 oder Beispiel 4.1.30):
1 -1 1 1 2 3
A=11 0 =2 0 1 -2
1 1 1 0 0 1

Eine Normierung der Spalten wy, wso, ws liefert die QR-Zerlegung von A:
1

1 -1 1 s 0 0N/V3 0 0 /1 2 3
A=(1 0 =2 0 5 0 0 V2 0 0 1 -2
11 1 00%00\@001
1 11
7B BT V3 2v3  3V3
1 2
=5 0 -5 0 V2 -2v2
11 1
VA ova %/ \0 0 V6

ii.) Es gilt 6((1,-1),(1,—1)) = —5 < 0, daher ist ¢ nicht positiv definit.
Es gilt v((0,1),(0,1)) = —4 < 0, daher ist 7 nicht positiv definit.

iii.) Ein y senkrecht zu x muf erfiillen: ( (1,1),y) = 3y1 + 2y> = 0, und dies ist fiir
(=2, 3) gegeben. Vielfache dieses Vektors stehen dann auch senkrecht auf z, so
dafl (—2, 3) einfach normiert werden kann, und es ergibt sich ein Losungsvektor
durch:

1 1 1

V=Y e 2V T 7Y

o
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Aufgabe 6 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Fiir a € [0, 27[ hat die Drehung im Rl um den Winkel o eine Matrizen-
darstellung der Form:

(cos(a) sin(a)) |

sin(«) cos(a)
Zeigen Sie:
D, besitzt einen Eigenwert <= «a € {0,7}.
Hinweis: Es gilt die Gleichung cos(a)? + sin(a)? = 1.
ii.) (2P) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es seien A, B € Mat, (R).
Zeigen Sie:

A, B sind konjugiert = det(A) = det(B).

iii.) (2P) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Be-
weisen Sie:

 ist ein Isomorphismus <= 0 ist kein Eigenwert von ¢.

iv.) (2P) Sei A € Mat,(R), und seien v,w € RM mit v,w # 0, Av = 3v und
Aw = 2w. Zeigen Sie: v und w sind linear unabhéingig.

Losung:
i.) Fiir das charakteristische Polynom von D,, gilt:
XD, =t* —2cos(a) -t + 1.

D, hat genau dann Eigenwerte, wenn dieses Polynom reelle Nullstellen hat.
Die pg-Formel fiir dessen Nullstellen liefert dann mit 1 = cos(a)? + sin(a)?:

t1/2 = cos(a) £ y/cos(a)? — 1 = cos(a) & /—sin(a)?
Reelle Nullstellen dieses Polynoms existieren genau dann, wenn — sin(a)? > 0
gilt, und wegen sin(a)? > 0 ist dies fiir o € [0, 27[ genau dann erfiillt fiir:
sin(@)?!=0 <= sin(a)=0 <= «ac{0,7}.

ii.) Da A, B konjugiert sind, existiert ein S € GL,(R) mit A = SBS~!. Daraus
ergibt sich mit dem Determinantenmultiplikationssatz und der Kommutativ-
itdt von R:

det(A) = det(SBS™1)
= det(S) det(B) det(S™1)
= det(S) det(S™') det(B)
= det(SS™1) det(B)
= det(E,) det(B)
= det(B).
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iii.)

iv.)

Da V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist, gilt nach Lemma 2.2.60:
@ bijektiv. <= ¢ injektiv.

Nach Lemma 2.1.27 gilt:
¢ injektiv. <= ker(p) = {0}.

Nach Bemerkung 3.4.51 gilt wegen ker(yp) = ker(p — 0 - id) = Eig(p,0):

ker(p) = {0} <= 0 ist kein Eigenwert von ¢.
Es gelte av+bw = 0 mit a,b € K. Anwenden von A auf diese Gleichung liefert:
0 = A(av 4+ bw) = 3av + 2bw.

Andererseit folgt aus av + bw = 0 sofort 3av + 3bw = 0.

Durch Subtraktion ergibt sich aus diesen Gleichungen dann die Gleichung
bw = 0, und wegen w # 0 daraus b = 0. Weiter ist dann av = 0, und wegen
v # 0 folgt damit a = 0.

Somit sind v und w linear unabhéingig.
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