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Aufgabe 1: Quotientenrdume (1+1+1+1 Punkte)
a.) Zeigen Sie, dafl die folgende Teilmenge des R? ein Untervektorraum ist:
U:={(2x,z) | z € R}.
b.) Geben Sie ein vollstindiges Reprisentantensystem der Linksnebenklassen von U
an.

c.) Veranschaulichen Sie die Linksnebenklassen durch eine Zeichnung,.
d.) Geben Sie einen Isomorphismus R?/U — R an.

Aufgabe 2: Lineare Abbildungen (242 Punkte)

a.) Sei V := Abb(R,R) der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach R. Unter-
suchen Sie, ob die folgenden Abbildungen linear sind:

d:V — R mit [ (f(0), £(1)).
U:V — R mit f~ (f(0), £(0)%).

b.) Sei V' := [[,.yR der R-Vektorraum aller reellen Folgen, und es seien folgende
R-lineare Abbildungen gegeben:

fi: V—V mit (z1,29,...) = (0,21,29,...),

fo: V—V mit (x1,29,...) (x2,23,...),

f3: V—V mit (zq,29,...)— (21,0,0,...).
Berechnen Sie f; o f; fiir alle ¢, j € {1,2,3} mit ¢ # j.

Bitte wenden



Aufgabe 3: Endomorphismenring (14+1+2 Punkte)

Sei p € Endg(V) ein Endomorphismus des R-Moduls/Vektorraums V mit ¢* = ¢
und sei ¢ := idy — . Zeigen Sie:

a) ¥ = . ]

b.) poth =10¢p=0.

c.) im(p) = ker(¢) und im(¢p) = ker(¢p).

Bemerkung: ¢ € Endp(V) mit ¢? = ¢ heifit idempotent.

Aufgabe 4: Exakte Sequenzen (3+1 Punkte)
Eine Sequenz von R-Moduln/Vektorrdumen und linearen Abbildungen

fi—2

fi—1 fi fit1 fito
> Vie1 > Vi Viq > Vig2 7.

heiit exakt an der Stelle V;, wenn im(f;_1) = ker(f;) gilt. Sie heifit exakt, wenn sie
iberall exakt ist.

a.) Es sei folgende Sequenz von R-Moduln/Vektorrdumen und linearen Abbildungen
gegeben:

0y —v-LHw-%Hu—{o}.
Zeigen Sie:
Sequenz exakt <= f ist injektiv, ¢ ist surjektiv und im(f) = ker(g).

In diesem Fall spricht man von einer kurzen exakten Sequenz.

b.) Zeigen Sie, daB fiir eine injektive lineare Abbildung f: V' — W die folgende
Sequenz exakt ist:

0y — VL w 228 w/im(f) — {0}
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