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Aufgabe 1: R" als Vektorraum (2+2 Punkte)

a.) Sein € N. Zeigen Sie, dafl der R™ mit der folgenden dufleren Verkniipfung ein
R-Vektorraum ist, indem Sie die Bedingungen V1 bis V4 der skalaren Multip-
likation nachpriifen:

o RXxR" — R" mit Ae(zy,...,7,):= (Azy,...,Az,).

b.) Zeigen Sie, daf die folgende Teilmenge des R" ein Untervektorraum ist:

U::{(xl,...,xn)G]R” | inzo}.
i=1

Aufgabe 2: Vektorraume und Moduln (242 Punkte)

a.) Sei M eine nicht-leere Menge und P(M) ihre Potenzmenge. Z, ist nach 1.3.34. ein
Korper und nach Aufgabe 4 von Blatt 3 ist (P(M ), 6) eine abelsche Gruppe.
Zeigen Sie, daB P(M) mit der folgenden dufleren Verkniipfung ein Zy-Vektorraum
ist, indem Sie die Bedingungen V1 bis V4 der skalaren Multiplikation nachpriifen:

@ fir [a]2 = [0]2,

o: 7o X P(M) — P(M) mit [a],eA:= {
A fir [a]2 = [1]2 .

b.) Seien k,n € N. Zeigen Sie, da} (Z,)* mit der folgenden duferen Verkniipfung ein
Z-Modul ist, indem Sie die Bedingungen V1 bis V4 der skalaren Multiplikation
nachpriifen:

. 7 x (Z,)" — (Z,)* mit ze([ar]n,...,[ax]n) = ([za1]n, ..., [zar],).-

Bitte wenden



Aufgabe 3: Homomorphiesatz und Fasern(14+1+1+1 Punkte)
Bestimmen Sie die Fasern der folgenden Gruppenhomomorphismen mit Hilfe des
Homomorphiesatzes Version II:

fi:R2 —R mit (x,y) = T+ .
for RY— R? mit  (2,y,2,w) = (x—y,z—w)
f3:R2— R? mit  (x,y) = (z,7)
fi: R —R?  mit  (x,9,2) = (z,2)

Aufgabe 4: Abelsche Gruppe als Z-Modul (143 Punkte)

a.)

Sei (G, *) eine abelsche Gruppe. Dann ist (End(G), ®, o) nach Beispiel 1.3.3. ein
Ring mit Eins. Fiir n € Z sei p, der in 1.2.40.v.) definierte Gruppenhomomor-
phismus p,: G — G mit ¢+ g". Zeigen Sie, daB die folgende Abbildung ein
Ringhomomorphismus ist:

Yg: Z — End(G) mit n— p,.

In Aufgabe 4 von Blatt 6 wurde gezeigt, dal die Abbildung g ein Gruppen-
homomorphismus ist, also braucht nur noch die Strukturvertraglichkeit von ¢
bzgl. der multiplikativen Verkniipfungen in beiden Ringen gezeigt zu werden.

Durch obigen Ringhomomorphismus v ist eine d&uflere Verkniipfung definiert:
o ZxG— G mit neg:=1yg(n)(g).

Zeigen Sie, dafl die Bedingungen V1 bis V4 der skalaren Multiplikation erfiillt
sind. Bestimmen Sie auflerdem diese &uflere Verkniipfung explizit fiir die abelsche
Gruppe Z?, d.h. geben Sie k e (a,b) an fiir k € Z und (a,b) € Z>.

Abgabe am Dienstag, 30.10.2012, vor der Vorlesung im Ho6rsaal B6 A001.



