Universitiat Mannheim, Lehrstuhl fiir Mathematik VI 02.10.2012
Dr. Ralf Kurbel, Dr. Harald Baum
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Aufgabenblatt 5

Aufgabe 1: Linksnebenklassen (2+1+1 Punkte)
a.) Die Diedergruppe D, ist eine Untergruppe von Sy:

Dy :={id, (1234),(1432),(13)(24),(14)(23),(12)(34),(13),(24)}.

Geben Sie die Méchtigkeit der Menge S,/ D, und alle ihre Elemente an.

b.) Im folgenden sollen in verschiedenen Restklassengruppen (Z,, +) Verkniipfungen
durchgefiihrt werden und das jeweilige Ergebnis in der Form [b],, mit einem
Repréasentanten 0 < b < n — 1 angegeben werden:

[1000]7 4+ [—107]; und [—22]s3 + [9999]s3.
c.) Geben Sie alle Untergruppen der Restklassengruppe (Zi2, +) an.

Aufgabe 2: Quotientengruppen (1+1+1+1 Punkte)
a.) Die Kleinsche Vierergruppe (vgl. Aufgabe 3b), Blatt 3) ist gegeben durch:

Vi={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23) } C S,.

Zeigen Sie, dafl Vj ein Normalteiler von Sy ist (siehe auch Blatt 4, Aufgabe 4a).

b.) Geben Sie alle Elemente der Quotientengruppe Sy/V} an.

c.) Stellen Sie eine Gruppentafel der Quotientengruppe Sy/V; auf. Wihlen Sie dazu
fiir jede Linksnebenklasse aus Sy /V} einen Reprisentanten g und notieren Sie die
jeweilige Klasse dann in der Form g% V}. In der Gruppentafel sollen dann nur die
einmal gewahlten Darstellungen auftreten.

(Bei der Auswahl geschickter Reprisentanten entsteht so eine Gruppentafel, die
einer vorher schon betrachteten sehr dhnelt.)

d.) Zeigen Sie dafl die folgende Teilmenge von S, eine Untergruppe ist, aber kein
Normalteiler:

((1234)) := {id, (1234),(13)(24),(1432)} C S,.

Bitte wenden



Aufgabe 3: Gruppenoperation I (242 Punkte)

a.) Sei (G, *) eine Gruppe. Fiir alle g € GG ist die die Linksmultiplikation mit ¢ eine
Bijektion (vgl. 1.2.5/1.2.6):

ly: G — G mit h— gxh.
Zeigen Sie, daf} die folgende Abbildung ein Gruppenmonomorphismus (d.h. ein
injektiver Gruppenhomomorphismus) ist:

Ue: G— S(G) mit g—{,.

b.) Es sei nun die Permutationsdarstellung W¢ einer Gruppe G durch Linksmulti-
plikation im Fall von G := S35 ndher betrachtet. Dazu sei willkiirlich eine Nu-
merierung der Elemente der S3 festgelegt:

op:=1d, o09:=(12), o03:=(13), o04:=(23), 05:=(123), 06:=(132).
Fiir 0 € S5 ist {, = VUg,(0) eine Permutation der Menge {0y, ..., 04} und liefert
in folgender Weise eine Permutation 7, € Sg der Indexmenge {1,...,6}:
lo(o;)) =0, = m(i):=7.

Geben Sie die Permutationen 7, , ..., Ty, € S an.

Bemerkung zu Aufgabe 3.):
Es ergibt sich zusammengefafit eine Einbettung:

Sy 158, 5(8y) LTy g

Aufgabe 4: Gruppenoperation II (242 Punkte)

a.) Sei (G, *) eine Gruppe und g € G. Zeigen Sie, daf} die folgende Abbildung ein
Gruppenautomorphismus von G (d.h. ein bijektiver Gruppenhomomorphismus
von G auf sich selbst) ist:

Kg: G — G mit z+—gxa*xg!
b.) Zeigen Sie, dafl die folgende Abbildung ein Gruppenhomomorphismus ist:
Pe: G — S(G) mit g+ K,

Bemerkungen zu Aufgabe 4.):

i.) Da alle k, und damit alle ®;(g) nicht nur Permutationen von G, sondern sogar
Gruppenautomorphismen von G sind, gilt im(®¢) C Aut(G) C S(G).

ii.) Ist G eine abelsche Gruppe so gilt k,(x) = x fiir alle x € G und somit ist in
diesem Fall ®;(g) = K, = idg fiir alle g € G.
Fiir eine abelsche Gruppe bildet also @4 alle g € G auf das neutrale Element
idg von S(G) ab und ist insbesondere fiir |G| > 1 nicht injektiv. Die Permuta-
tionsdarstellung ¥ von G aus Aufgabe 3.) via Linksmultiplikation ist immer
injektiv.
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