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Aufgabe 1: (1+1+2 Punkte)
a.) Sei A:={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Geben Sie die kleinste Aquivalenzrelation R auf
A an, die die folgende Teilmenge von A x A enthélt:

{(1,4), (3,4), (2,6), (6,9), (5,8), (3,8)}.

Geben Sie weiterhin alle Aquivalenzklassen von R an.

b.) Geben Sie die kleinste Aquivalenzrelation auf N an, die die Menge
{(n,n +2) | n € N} enthilt und bestimmen Sie deren Aquivalenzklassen.

c.) Untersuchen Sie, durch welche der folgenden Definitionen eine Aquivalenzrelation
auf R gegeben ist, und geben Sie gegebenenfalls ein vollstdndiges Repréisentanten-
system der Aquivalenzklassen an:

(1) a~b = a—-beZ.
(i1) a~b = a—be|-1,1].

Aufgabe 2: (242 Punkte)
a.) Es sei folgende Permutationen gegeben:

(1 2 3456789 10
- \3 1056 84172 9)°
Schreiben Sie ¢ in Zykelschreibweise mit disjunkten Trégern und bestimmen Sie
o?. Zeigen Sie 03°92 = o2,
b.) Geben Sie die Untergruppe U := ((14)(235) ) von S5 explizit an und bestimmen
Sie sign(m) fur alle m € U. Untersuchen Sie, ob U ein Normalteiler von Sj ist.



Aufgabe 3: (1+1+1+1 Punkte)
a.) Fithren Sie die folgenden Divisionen mit Rest durch:

1001 durch 99 und —999 durch 102.

b.) Bestimmen Sie fiir folgende Restklassen aus Z, jeweils b mit 0 < b < n:
[6]7 == [107]7 . [23]7"‘ [122]7 . [79]7 S Z7 und [b]ll == [129]11 . [1212]11 + [7002]11 S ZH‘

c.) Geben Sie die Elemente der Untergruppe U := ([8]12) von Z;, an.
Geben Sie die Menge der Linksnebenklassen Zj,/U an.
d.) Bestimmen Sie die Einheitengruppe Z3,.

Aufgabe 4: (14+2+1 Punkte)

a.) Sei f: A — B eine Abbildung. Zeigen Sie, daf die folgenden Aussagen #quiva-
lent sind:

(1) f ist injektiv.
(17) Fiir je zwei Abbildungen g,h: C — A gilt: fog=foh = g=h.
b.) Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitdt, Surjektivitdt und
Bijektivitat:
fi: R? — R mit  (z,y) — ay.
fo: N2 — N mit  (z,y) — (x+1)(y+1).
H

f3: R — R? mit x (2%, 3z + 2).

fi:R2—R?  mit (z,y) — (y3, 23).

c.) Zeigen Sie, daf} es keine Gruppenhomomorphismen der folgenden Art gibt:
e Einen surjektiven Gruppenhomomorphismus von Z, nach Zg.
e Einen injektiven Gruppenhomomorphismus von Zg nach Zi,.



Aufgabe 5: (14+2+1 Punkte)

a.) Fiir den Zs-Vektorraum P({1,2,3}) mit der folgenden Basis bestimme man die
Koordinaten aller seiner Vektoren:

= ({1,2},{2,3},{3}).
b.) Man untersuche, welche der folgenden Teilmengen von R* Untervektorrdume sind
und gebe ggf. eine Basis dieses Untervektorraumes an:

(1) {(21, 29,23, 14) ER* | 2y = —x3 und  z; + 223 = 24}.

(ZZ) {($1,£L‘2,ZE3,I’4) € R4 | r1T3 = IQZL'4}.

c.) Fiir welche b € R gibt es eine lineare Abbildung ¢ : R? — R? mit
1 1 2
1 1 2
sy =] (s p={o) w(ip=(r])
1 0 b

Aufgabe 6: (14+1+41+1 Punkte)
a.) Finden Sie eine injektive lineare Abbildung f: R? — R? mit (1,1,1) € im(f).
) Finden Sie eine surjektive lineare Abbildung f: R* — R? mit (1,2, 3) € ker(f).
c.) Finden Sie eine bijektive lineare Abbildung f: R? — R? mit (1,2) — (1,0).
) Geben Sie eine lineare Abbildung f: R® — R? mit f2 # f an, die weder injektiv
noch surjektiv ist.



Aufgabe 7: (24+1+1 Punkte)

a.) Essei (eg,...,e5) die kanonische Basis des R-Vektorraums R°. Die lineare Abbil-
dung ¢: R® — R3 sei erklirt durch
3 0 0 —6 9
er— | 0 |,eo—= | 0 |,e3—= 1 =2 |,eq—> | =8 |,es— | 2
1 0 1 2 2

Bestimmen Sie (durch Angabe von Basen) Bild und Kern dieser linearen Abbil-
dung !
b.) Sei p: R® — R? eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:
e Ist ¢ surjektiv, so gilt dimg(ker(yp)) = 5.
e Ist ¢ nicht surjektiv, so gilt dimg(ker(¢)) > 6.
c.) Sei ¢: R® — R® eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:
e Ist v injektiv, so gilt dimg(im(p)) = 5.
e Ist o nicht injektiv, so gilt dimg(im(p)) < 4.

Aufgabe 8: (14241 Punkte)

a.) Berechnen Sie die Matrizenprodukte AC' bzw. C'B und deuten Sie diese als
Linearkombination der Zeilen bzw. Spalten der Matrix C"

-2 2 -8 —1
A=(43 =3) , B:=| 3 ., C= -2 6 3
—4 5 2 —4

b.) Bestimmen Sie alle Losungen des linearen Gleichungssystems iiber R:

or1 + 10zy + 223 + 30xy + 445 = 58,

2131 + 4132 + T3 —+ 13%4 + 19375 = 25,

ry -+ 2132 + x3 -+ 9134 + 132L’5 = 17.
Man deute die Losungsmenge als Faser einer linearen Abbildung.

c.) Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden Gleichungssystems tiber
iiber Z7:

6]7-21 + [M]7 22 + [6]7-23 = [3]7,
47 21 + [Blr-x2 + [6]7-23 = [2]7,
Blr-ar — [r-a2 + [67-35 = [5],
Bl7-x1 + @7 20 + [M7-2z3 = [5]7.
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