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Die Bearbeitungszeit fiir diese Klausur betriagt 90 Minuten. Die Klausur umfaft
sechs Aufgaben, jede mit acht Punkten bewertet, obwohl der Schwierigkeitsgrad
der Aufgaben nicht gleich ist.

Bitte schreiben Sie eine Losung mit allen Zwischenrechnungen nur auf das jeweilige
Aufgabenblatt (Vorder- und Riickseite). Sollte Thnen bei einer Aufgabe ein Blatt
nicht geniigen, fragen Sie bitte nach einem neuen Blatt und schreiben spéter auf
dieses Thren Namen und Thre Matrikelnummer sowie die Aufgabennummer.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt. Bei einem T#uschungsversuch gilt die Klausur als
nicht bestanden.

Viel Erfolg!
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Name: Sitzplatz:

Aufgabe 1 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i)
ii.)
iii.)
iv.)

v.)

vi.)

(2P) Sei M eine nicht-leere Menge. Definieren Sie, was eine Aquivalenzrelation
auf M ist.

(1P) Sei ¢: V. — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen und
y € W. Beschreiben Sie die Faser ¢ ~!(y) mit Hilfe des Homomorphiesatzes
Version II.

(1P) Sei G eine Gruppe. Definieren Sie den Begriff eines Normalteilers von G.
(1IP) Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Definieren Sie die
Menge G/U.

(1P) Formulieren Sie den Rangsatz (bzw. die Dimensionsformel) fiir die lineare
Abbildung ¢: V. — W zwischen den endlichdimensionalen K-Vektorrdumen
V und W.

(2P) Sei V eine abelsche Gruppe und K ein Koérper. Weiter sei eine duflere
Verkniipfung gegeben:

o: K xV —V mit (Lz)—lex

Formulieren Sie die Bedingungen V1) bis V4), die erfiillt sein miissen, damit
V durch diese duflere Verkniipfung zu einem K-Vektorraum wird.
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Aufgabe 2 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Sei A := {1,2,3,4,5}. Geben Sie diejenige Aquivalenzrelation auf A an,
deren Aquivalenzklassen {1,2} und {3,4,5} sind.
ii.) (1P) Definieren Sie die Permutationsgruppe S,,.
iii.) (3P) Es seien die folgenden Permutationen aus Ss gegeben:

123456 78
0:—<4 68 7 3 o 5) und 7:=(38)(18)(736)(1452)(35681).

Schreiben Sie die folgenden Permutationen in Zykelschreibweise mit disjunkten
Tréagern::

o, m und comoo L.

iv.) (2P) Die Diedergruppe Dy ist die folgende Untergruppe von Sy:
Dy = {id, (1234), (1432), (13)(24), (14)(23), (12)(34), (13), (24) }.

Geben Sie zu der folgenden Untergruppe U von D, alle Linksnebenklassen
explizit an:

U= ((14)(23)).
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Aufgabe 3 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Bestimmen Sie fiir folgende Restklassen aus Zg jeweils b mit 0 < b < 9:
[blo = [3)o - [7]o + [13]o - [14]g € Zg und  [b]g = [25]o - ([17]o + [24]o) € Zo.

ii.) (2P) Bestimmen Sie im Korper 711 zu jedem der folgenden Elemente y € Zq4
die beiden x € Z1; mit 22 = y:

y € { [4]11, [5]11, [9]11 }

iii.) (2P) Im folgenden sind Paare von Gruppen angegeben, die jeweils nicht zuein-
ander isomorph sind. Geben Sie jeweils eine Eigenschaft an, bzgl. der sich die
Gruppen strukturell unterscheiden:

Z4 X ZG und 224, 53 und ZG, <(1 234)) - 54 und <[4}10> C ZIO~
iv.) (2P) Bestimmen Sie den Kern und das Bild der Linksmultiplikation
)‘[8]12: Z1o — 715 mit [b]lg — [81)}12
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Aufgabe 4 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

Gegeben sei die folgende Matrix A € Mat(3 x 4, R):

1 3 =2 2
A= —4 —12 8 2
2 6 —4 2
i.) (4P) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Az = b
mit:
3

zeRW und b:= 8] eRE.

[\)

ii.) (4P) Bestimmen Sie jeweils eine Basis des Kerns und des Bildes der linearen

Abbildung;:

oa: R 5 RE mit 22— A2
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Aufgabe 5 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Bestimmen Sie im R-Vektorraum R? die Koordinaten der folgenden Vek-
toren v1 und vy bzgl. der Basis ((7,6), (5,6)):
v1:=(2,0) und wy:=(3,6).
ii.) (2P) Bestimmen Sie die Inverse der folgenden Matrix A € Mat(2 x 2, R):

(23

iii.) (2P) Untersuchen Sie, welche der folgenden Teilmengen des R? ein Untervek-
torraum ist:
a) Uy ={(v,y,2) eER® |z =y+2}.
b.) Uy :={ (z,y,2) e R® |z =yz }.
iv.) (2P) Zeigen Sie, daf folgende Abbildungen nicht linear sind:
a.) f:R? — R2 mit (z,y) — (22 + 3y, 2y°).
b.) g: R? — R? mit (z,y) — (22 + 3y, 2y + 1).
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Aufgabe 6 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (3P) Sei G eine endliche Gruppe mit neutralem Element eg und |G| = n.
Beweisen Sie, dass fiir alle g € G gilt: ¢g" = eg.
(Hinweis: Betrachten Sie ord(g) fiir g € G.)

ii.) (2P) Sei ¢: V. —> W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen.
Zeigen Sie, daB ker(y) ein Untervektorraum von V ist.

iii.) (3P) Sei V ein fiinfdimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V) ein Endo-
morphismus mit ¢? = 0 die Nullabbildung. Beweisen Sie: dim (ker(¢)) > 3.
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