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Ubungsaufgaben zur Kodierungstheorie

1. (4 Punkte) Der Euklidische Algorithmus (Satz 8.11).
Mittels des Euklidischen Algorithmus lassen sich Zahlen s, A bestimmen mit

geT (apg,a1) = Kk-ap+ \-aj.

(Vergleichen Sie dazu Satz 8.11(b)(I).) Diese Darstellung wird nun benutzt, um zu einem Element
ar # 0 in einem endlichen Kérper F: ein inverses Element al_1 zu finden.

(a) Sei ¢ =103 und [ = 1. Es soll das Inverse von a; = 24 bestimmt werden. Da ¢ eine Primzahl
ist, gilt ggT (103,24) = 1. Fiihren Sie den Euklidischen Algorithmus mit Zusatzinformation
(Satz 8.11) fiir ap = 103 und ay = 24 durch. Begriinden Sie, dass g,,+1 das Inverse zu 24 ist.
Geben Sie 247! € Fyg3 an.

(b) Sei a ein erzeugendes Element von Fg —{0} mit Minimalpolynom g(z) = 23+ 2+ 1. Bestimmen
Sie mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus mit Zusatzinformation (Satz 8.11) das Inverse zu
a :=a? + o € Fs.
(Hinweise: Es ist Fg = Fo[z]/(z3 + x4+ 1). Da g(z) irreduzibel in Fa[x] ist, folgt
88T (g(x), f(x)) =1 fir alle f(z) € Fola] mit f(x) # 0, deg(f(x)) <2.)

2. (4+2 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist der formale Potenzreihenring R([[z]] definiert als
=S .
Rl = { S aiet o € R,
=0

und z ist eine Variable. R[[z]] wird selbst zu einem kommutativen Ring mit Eins, wenn folgende
Addition und Multiplikation auf R[[z]] definiert werden:

Yo aiz"+ > bzt =Y (a; +bj)z" und ( > aizl) . (Z bizl) = > ¢z' mit ¢;:= ) agbi—g.
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 k=0

Jedes Polynom aus R[z] kann in natiirlicher Weise als formale Potenzreihe betrachtet werden, in
dem die Koeffizienten oberhalb des Polynomgrades als Null gesetzt werden. Die Eins in R[[z]] ist
0 .
dann das Polynom 1, d.h. > a;2* mit ap = 1 und a; = 0 fiir ¢ > 0.
i=0
Die formalen Potenzreihen tiber R konnen auch als Folgen iiber R betrachtet werden (mit dem
Startindex Null), d.h. also R[[z]] ~ RN, und die Polynome iiber R als Folgen iiber R mit nur
endlich vielen Eintriigen ungleich Null, d.h. also R[z] ~ RM0),

Bitte wenden!



(a) Beweisen Sie:

0 .
a;z" ist eine Einheit in R[[z]] <= ao ist eine Einheit in R.
i=0
Bemerkung: Polynome mit einem Grad gréfler als Null sind nie Einheiten in ihrem Polynom-
ring, konnen es aber als formale Potenzreihen betrachtet im formalen Potenzreihenring sein.
Die Inverse eines solchen Polynoms ist dann immer eine ,,echte* formale Potenzreihe.

(b) Nach dem ersten Teil ist das Polynom —z + 1 als formale Potenzreihe eine Einheit in R[[z]].
Beweisen Sie in R[[z]] die Gleichung:

z

1_ =
=z -(1—2)"" = (o
T, z-( 2) i;z

Bemerkung: Die Aussagen dieser Aufgabe sind Teile des Beweises von Satz 8.10.
3. (1+2+38 Punkte) (Folgende Aufgabe ist eine Ubung zu den Sitzen 6.16, 6.17 und 6.18.)

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Formel fiir |J,, | des Skriptes die Anzahl der irreduziblen Poly-
nome vom Grad 4 in Fs[t] und geben Sie alle an.

(b) f :=t* + 13 + 1 ist ein irreduzibles Polynom in Fs[t], und es sei Fig := F[t]/(f). Weiter sei
a = [t] € Fa[t]/(f) = Fi6. Geben Sie alle Elemente von Fiy := Fi6 \ {0} als Polynome in « an
und deren Ordnungen als Elemente der multiplikativen Gruppe des Korpers. Die multiplikative
Gruppe eines endlichen Korpers ist immer zyklisch. Geben Sie alle Erzeuger der zyklischen
multiplikativen Gruppe Fig an. (Nutzen Sie: die Ordnung eines Gruppenelementes teilt die
Ordnung der Gruppe.)

(c) Es sei p: F1g — Fig mit x — x? der Frobeniusautomorphismus von Fig. Wegen ¢* = idp,
ist dann G := {id, ¢, 2, ©®} eine zyklische Gruppe von Automorphismen von Fyg.

Fiir x € Fi6 sei G(x) := {n(x) | n € G }. Offensichtlich gilt fir y € G(z) dann G(z) = G(y),
und es gibt fiir geeignete x; € F14 eine disjunkte Zerlegung von Fi6 der Form

Flﬁ = UG(:BZ)

Nach Satz 6.18.c) hat jedes y € G(z) das Minimalpolyom

Hy = H (t — ;).

z;€G(x)

Bestimmen Sie die Mengen G(z;) obiger Zerlegung von Fi5 und daraus dann fiir jedes x; (und
damit fiir alle Elemente von Fj5) das Minimalpolynom.

Abgabe am Montag, den 07. Mai 2012, in der Ubung



