Zweite Klausur zur Spieltheorie im HWS 2011, 06.02.2012
Universitit Mannheim, Prof. Dr. C. Hertling

Name:
Matrikelnummer:
Sitzplatznummer:

Die Bearbeitungszeit fiir diese Klausur betriagt 90 Minuten. Die Klausur umfaft
sechs Aufgaben, jede mit acht Punkten bewertet, obwohl der Schwierigkeitsgrad
der Aufgaben nicht gleich ist.

Bitte schreiben Sie eine Losung mit allen Zwischenrechnungen nur auf das jeweilige
Aufgabenblatt (Vorder- und Riickseite). Sollte Thnen bei einer Aufgabe ein Blatt
nicht geniigen, fragen Sie bitte nach einem neuen Blatt und schreiben spéter auf
dieses Thren Namen und Thre Matrikelnummer sowie die Aufgabennummer.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt. Bei einem T#uschungsversuch gilt die Klausur als
nicht bestanden.

Viel Erfolg!

2a 2b 3a 3b 4a 4b 5a, 5b 6




Name:
Matrikelnummer: Sitzplatz:

Aufgabe 1 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(i) (1P) Geben Sie die Definition fiir eine dominante Strategie bei einem Spiel
(A, S,U) in Normalform an.

(ii) (1P) Geben Sie die Definition fiir ein Nash-Gleichgewicht bei einem Spiel

(A, S,U) in Normalform an.

(iii) (1P) Gegeben ist ein Spiel in Normalform (A, S,U) mit S* kompakt fiir alle
1€ Aund mit U : S — R™ stetig. Geben Sie die Definition der beste- Antwort-
Abbildung r* des Spielers i € A.

(iv) (1P) Es seien X und Y nichtleere Mengen, und f : X x Y — R sei eine
Funktion. Definieren Sie, wann ein Punkt (z°,4°) € X x Y ein Sattelpunkt
von f ist.

(v) (1P) Gegeben sind eine nichtleere Menge Z von Spielziigen und ein Spielbaum
B. Jeder Spielstand o € B hat eine Lange /(o) € NU {0} U {oco}. Definieren
Sie die Teilmenge F C B der terminalen Spielzige.

(vi) (1P) Gegeben sind eine nichtleere Menge Z von Spielziigen, ein Spielbaum
B und eine Menge A = {1,....,m} von Spielern. Definieren Sie ein Spiel
(A, Z,B,P,.U) in extensiver Form, ohne Zufall und mit perfekter Informati-
on, d.h. definieren Sie P und .U.

(vii) (1P) Geben Sie die Definition des Kerns eines kooperativen Spiels an.

(viii) (1P) Definieren Sie, wann ein kooperatives Spiel (A, V) konvez ist.
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Aufgabe 2 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (4P) Hier ist die Auszahlungsmatrix zu einem 2-Personenspiel in Normalform
mit |S1| =]5?| =3,

st |53 |83
s1 | (1,1) ] (2,2) | (0,3)
s5 | (22) [ 3,0) [ (1,1)
st | (1L,1) [ (1,1) | (2,2)

Geben Sie fiir jeden Spieler alle maximin-Strategien und alle dominanten Stra-
tegien an, und geben Sie alle Gleichgewichte in dominanten Strategien und alle
Nash-Gleichgewichte an. Begriindungen sind nicht nétig,.
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(Fortsetzung Aufgabe 2)

(b) (4P) Gegeben sind 2 Spiele (A, Sy, U,) fiir o € {I, I} mit

A = {1,2},
S, = Sl x82=1[024] x[0,ya],
32
= (3,3, =, =
(mfaxlhylayff) ( ) 7273)7
U, = U, fir ae{l,II}undie{1,2}.

Hier sind U’ zweimal stetig differenzierbare Funktionen U’ : R>o xRy — R
mit (die Koordinaten auf R x R werden (z,y) genannt)
82 1 82U2

o (r,y) <0 und Ty2(aj,y) <0 VY (z,y) € Rsg x Rxo,
out 9 U2
W(x,y)—o Y=o und a—y(x,y)—o = =T

Daher haben fiir jedes @ die beste-Antwort-Abbildungen r} : S2 — P(S1) und
r2 : 81 — P(S2) 1-elementige Bilder, und es gibt Abbildungen 7% : S2 — S!
und 72 : SL — 82 mit rl(y) = {Fl(y)} und 72(z) = {F2(y)}. Die Nash-
Gleichgewichte des Spiels (A, Su, Uy) sind die Schnittpunkte der Graphen von
7L und 72.

Tragen Sie in den 2 Bildern « € {I, 11} jeweils die Graphen von 7} und 72 ein,
machen Sie ihre Schnittpunkte (durch Pfeile) kenntlich, und schreiben Sie die
Koordinaten der Schnittpunkte unter die Bilder.
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Aufgabe 3 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (4P) Erinnerung: Bei einem endlichen 2-Personenspiel (A, S, U) in Normalform
mit |St| = |S?| = 2 und mit Auszahlungsmatrix

((UlihUlzl) (U1127 U122))
(U217 U21) (U227 U22)

sind die Auszahlungsfunktionen V! und V? seiner gemischten Erweiterung

Vi o= kNg) H AP v mit A(9?) = (Ut — Upy) + (Uly — Uty — Uy + Us) - 4,
VZ o= RgH)+ MY ai mit A(g") = (UF —Us) + (U —Usy — Uty + UR) - 1.
Berechnen Sie beim 2-Personenspiel (A, S,U) in Normalform mit der Auszah-
lungsmatrix
st | 53
sp [ (0,1) | (1,1)
s3 | (2:3) [ (0,1)
(

1
,3
die (affin linearen) Funktionen A} (g?) und A\3(g'), geben Sie die beste- Antwort-
Abbildungen 7! : G — P(G') und r? : G! — P(G?) der gemischten Er-
weiterung (A, G, V) und die Menge der Nash-Gleichgewichte der gemischten
Erweiterung (A, G,V) an, und tragen Sie (zusétzlich) die Graphen der beste-

Antwort-Abbildungen und der Nash-Gleichgewichte (der gemischten Erweite-
rung (A, G, V)) hier ein:
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(Fortsetzung Aufgabe 3)

(b) (4P) 2 Erdbeerfarmer kénnen jeweils y* € [0,8] kg Erdbeeren ernten. Ihre
Kosten sind 2y. Der Marktpreis pro kg ist p(y!, %) = 10 — (y* + y?). Der
Gewinn des Farmers ¢ € {1, 2} ist also

U'ly'y?) =ply'y®) -y — 24"
Bestimmen Sie alle Nash-Gleichgewichte des Spiels (A, S, U) mit
A={1,2}, S'=52=[0,8], U= (U'U?) wie oben.
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Aufgabe 4 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (5P) Das folgende Bild zeigt den Spielbaum eines extensiven 2-Personenspiels
ohne Zufall und mit perfekter Information. Zeichnen Sie alle Spielziige dick, die
mit Algorithmus 4.2.3 eindeutig gewihlt werden, und zeichnen Sie alle Spielziige
gestrichelt dick, bei denen der jeweilige Spieler eine Wahl zwischen mehreren
gleich guten Moglichkeiten hat.

Wieviele Teilspiel-perfekte Gleichgewichte gibt es? (Eine Begriindung der Ant-
wort ist nicht notig.)

Geben Sie die Auszahlungswerte aller Teilspiel-perfekten Gleichgewichte an
(eine Liste von Zahlenpaaren reicht; Sie miissen nicht die Teilspiel-perfekten
Gleichgewichte zusammen mit ihren Auszahlungswerten auflisten).
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(Fortsetzung Aufgabe 4)

(b) (3P) Das folgende Bild zeigt den Spielbaum eines extensiven 2-Personenspiels
ohne Zufall und mit perfekter Information.

[2,0) (30! (2,4} (34)

Listen Sie alle Teilspiel-perfekten Gleichgewichte und ihre Auszahlungswerte
auf, in der Form (a;, b;,¢x) : (..,..) fiir geeignete ¢, 7,k € {1,2}.
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Aufgabe 5 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (4P) Die folgende Tabelle zeigt die Koalitionsbewertung eines kooperativen 3-
Personenspiels (A, V) in 0-1-reduzierter Form,

(0123|121

) 312,3[1,2,3
vi)lofofofof 3 |

)
B

ol

Ist das Spiel superadditiv? Ist es konvex? Begriinden Sie IThre Antworten. Die
Menge der Zuteilungen ist hier

Z = {(21722323) S Rs‘zz S [07 1]521 +22 +Z3 = ]-}

Sie ist bijektiv zum Simplex {(z1,22) € R?|z1,29,21 + 22 € [0,1]}, den das
folgende Bild zeigt. Tragen Sie den Kern K des Spiels (genauer: sein Bild unter
der Bijektion von Z auf den Simplex) in das Bild ein.

ty
A

> 3
0 4 )

(b) (4P) Die folgende Tabelle zeigt die Koalitionsbewertung eines allgemeinen ko-
operativen 3-Personenspiels (A, V) in 0-1-reduzierter Form,

0123 1,2[1,3]23]1,2,3
V()‘O‘ ‘0‘0‘0[3‘0(2‘0[1‘ 1

hier sind aq, ag, a3 € R.

Zeigen Sie: Das Spiel ist genau dann superadditiv, wenn 0 < a1, as, ag < 1 gilt.
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Aufgabe 6 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

Sei (A, V) ein kooperatives Spiel. Erinnerung: Die Menge der Zuteilungen ist Z,
der Kern ist IC,

Z

{zeR™| Y 2 =V(A), Vied z>V({i})},

i=1
K = {z€Z|VBCA > z>V(B)}
i€B
Fiir jedes m € S;;, wird der Vektor 2™ € R™ so definiert:

2% = VR, e w(i)}) = V(L) (i — D).

Sei nun (A, V) ein konvexes Spiel.

(a) (2P) Zeigen Sie: Vmw e S, 2™ € Z.

(b) (2P) Zeigen Sie: V7 € Sy, Vje{l,....m},VC C{n(l),....7(j — 1)}
27 = V(O U{r()}) = V(O).

(c) (4P) Zeigen Sie: V7 € S,, z™ € K.



