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Die Bearbeitungszeit fiir diese Klausur betrdgt 90 Minuten. Die Klausur umfaft
sechs Aufgaben, jede mit acht Punkten bewertet, obwohl der Schwierigkeitsgrad
der Aufgaben nicht gleich ist.

Bitte schreiben Sie eine Losung mit allen Zwischenrechnungen nur auf das jeweilige
Aufgabenblatt (Vorder- und Riickseite). Sollte Thnen bei einer Aufgabe ein Blatt
nicht geniigen, fragen Sie bitte nach einem neuen Blatt und schreiben spéter auf
dieses Thren Namen und Thre Matrikelnummer sowie die Aufgabennummer.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt. Bei einem T#uschungsversuch gilt die Klausur als
nicht bestanden.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(i) (1P) Geben Sie die Definition fiir eine mazimin-Strategie bei einem Spiel
(A, S,U) in Normalform an.

(ii) (1P) Geben Sie die Definition fiir ein Nash-Gleichgewicht bei einem Spiel

(A, S,U) in Normalform an.

(iii) (1P) Es seien a,b € Nund A C R*, B C R, A # () und B # (. Eine
Korrespondenz f von A nach B ist eine Abbildung f : A — P(B). Geben Sie
die Definition an, wann eine Korrespondenz f von A nach B halbstetig von
oben ist.

(iv) (1P) Formulieren Sie den Fixpunktsatz von Brouwer.

(v) (1P) Gegeben ist ein extensives Spiel (A, Z, B, P, U) ohne Zufall und mit
perfekter Information. Definieren Sie fiir dieses Spiel, was eine Strategie des
Spielers i € A ist.

(vi) (1P) Gegeben ist ein endliches extensives Spiel (A, Z, B, P, .U) ohne Zufall
und mit perfekter Information. Definieren Sie fiir dieses Spiel, was eine Ver-
haltensstrategie des Spielers i € A ist. (Vorsicht: Weil hier perfekte Informa-
tion vorausgesetzt ist, fillt eine der zwei Bedingungen in der Definition der
Vorlesung weg.)

(vii) (1P) Geben Sie die Definitionen eines kooperativen Spiels und der Menge seiner
Zuteilungen an.

(viii) (1P) Geben Sie die Definition des Kerns eines kooperativen Spiels an.

Loésung:
(i) Bei einem Spiel (A, S,U) in Normalform ist eine maximin-Strategie des Spie-
lers i € A eine Strategie sf € S* mit:
inf U(i(shys~) = max inf_ Ui(oi(s",57°)).
s—igs—i sieSi s—ies—i

(ii) Bei einem Spiel (A, S,U) in Normalform ist ein Nash-Gleichgewicht eine Stra-
tegienkombination sg € S mit:

Vie A Vst eS8 Ul(sg) >U'(oi(s',55")).
(iii) Eine Korrespondenz f von A nach B ist halbstetig von oben, falls gilt:
C C B offen = {z € A| f(xz) C C} offen in A.

(iv) Sei K C R™ (n € N) kompakt und konvex, und sei f : K — K stetig. Dann
hat f einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein € K mit z = f(x).

(v) Bei einem extensiven Spiel (A, Z, B, P, .U) ohne Zufall und mit perfekter In-
formation ist eine Strategie s* des Spielers i € A eine Abbildung s’ : B — Z
mit s'(a) € Z(a) V « € B'. Hier ist B' = P~1(i) C B.

(vi) Bei einem endlichen extensiven Spiel (A, Z,B,P,.U) ohne Zufall und mit
perfekter Information ist eine Verhaltensstrategie o des Spielers i € A eine
Abbildung

o' U {a} x Z(a) = [0.1]

a€eB?
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mit
VachB Z (e, 2) = 1.
z€Z(a)

(vii) Ein kooperatives Spiel ist ein Paar (A, V) mit folgenden Eigenschaften: m € N,
A ={1,...,m} ist die Menge der Spieler; V ist eine Abbildung V : P(A) — R,
die Koalitionsbewertung.

Die Menge der Zuteilungen des Spiels (A, V) ist die Menge

Z={(z1,..., 2m) €R™| Zz =V(A), VieAz>V({i})}

(viii) Der Kern eines kooperativen Spiels (A, V) ist die Menge
K={z€Z|VBCA > z>V(B)}

ieB
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Aufgabe 2 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (4P) Hier ist die Auszahlungsmatrix zu einem 2-Personenspiel in Normalform
mit |S] = |9?| =3,

52 53 53
s1 | (4,4) | (5,5) | (6,5)
sy | (44) [ (46) | (4,2)
s3 | (3,4) | (5,4) | (2,4)

Geben Sie fiir jeden Spieler alle maximin-Strategien und alle dominanten Stra-
tegien an, und geben Sie alle Gleichgewichte in dominanten Strategien und alle
Nash-Gleichgewichte an. Begriindungen sind nicht nétig.

(b) (4P) Hier ist die Auszahlungsmatrix zu einem 2-Personenspiel (A, S, U) in Nor-

malform mit |S!| = |S?| =4,
si | 83 | 83 | s
st (L2 [0 ]6,1)] 0,1
sy | (1,2) 1 (23) [ (34) [ (1,2)
sy (LD [(22)]3,2) | (1,1)
si ] (23)] (3] (22 [ (12

Die Nash-Gleichgewichte seiner gemischten Erweiterung lassen sich durch Re-
duktion der Mengen der reinen Strategien bestimmen. Es gibt Strategien

S0 g1 s S0y g6 Mit i1, .y de € {1,2}, j1, ..., J6 € {1,2,3,4} und mit folgenden
Eigenschaften: 4 4

Fiir k = 1,...,6 gilt: s3* € S, g;* € Gik’, und in der gemischten Erweiterung
o8 aus (A, S, U) erhilt, wird

des Spiels, das man durch Streichen von s3:, ..., s; "~}
s;’; stark durch gfc’“ dominiert.

Geben Sie 5211 , gil e s;‘; , géﬁ (in dieser Reihenfolge) und alle Nash-Gleichgewichte
von (A, G, V) an. Begriindungen sind nicht nétig.

Losung:

(a) maximin-Strategien des 1. Spielers: s, s3.
maximin-Strategien des 2. Spielers: 2, s3.

dominante Strategie(n) des 1. Spielers:  si.
dominante Strategie(n) des 1. Spielers:  s3.
Gleichgewicht(e) in dominanten Strategien: (s}, s3).
Nash-Gleichgewichte: (s}, s3), (si,s3), (si,53).
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(b) Es gibt viele Losungen. Bei allen Losungen ist {si,.., s} = (S* — {s]}) U

(82 — {s2}). Daher ist das einzige Nash-Gleichgewicht von (A, G, V) die Stra-
tegienkombination (si,s?).
Es gibt mindestens 7 Moglichkeiten, die 5311, e s;‘; zu sortieren. In der folgenden
Tabelle wird in den ersten beiden und in den letzten beiden Spalten je eine
Losung préasentiert. Bei der Losung in den ersten beiden Spalten kann man die
Zeilen 2 und 3 vertauschen, und man kann die Zeilen 4 und 5 vertauschen; das
gibt weitere 3 Losungen. Oder man kann die Zeilen 2 und 3 vertauschen, und
man kann die Zeilen 5 und 6 vertauschen; das gibt weitere 2 Losungen. Bei
den Koeffizienten der g;’“ hat man oft kontinuierliche Wahlmdoglichkeiten; es ist
jeweils nur eine angegeben.

ik

Sin 9k Sin | 9 st | 9K Sin 9k

sy | 251+ 1si || Zeilen 2 und 3 || Zeilen 2 und 3 || s} | 251+ 15}

s3 %s% + %s}l vertauschbar vertauschbar s3 %s% + %s%
s3 52 Zeilen 4 und 5 53 %5% 4 %3}1
55 2 tauschb Zeilen 5 und 6 ||| s3 2

2 57 vertauschbar eilen 5 un 55 57

51 51 vertauschbar 51 S3
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Aufgabe 3 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (4P) Erinnerung: Bei einem endlichen 2-Personenspiel (A, S, U) in Normalform
mit |St| = |S?| = 2 und mit Auszahlungsmatrix

((UlihUlzl) (U1127 U122))
(U217 U21) (U227 U22)

sind die Auszahlungsfunktionen V! und V? seiner gemischten Erweiterung

Vi = &)+ ALY v mit Ai(9%) = (Uly — Uz) + (Uhy = Uly = Upy + Ugp) -1,
Vi o= &g+ Mg mit A(g") = (U3, — UR) + (Ut — Uz — Uty + Usy) - 71
Berechnen Sie beim 2-Personenspiel (A, S,U) in Normalform mit der Auszah-
lungsmatrix
st | 53
s1 | (0,0) | (1,2)
s3 | (1,1) [ (0,0)
die (affin linearen) Funktionen A} (g?) und A\3(g'), geben Sie die beste- Antwort-

Abbildungen 7! : G — P(G') und r? : G! — P(G?) der gemischten Er-
weiterung (A, G, V) und die Menge der Nash-Gleichgewichte der gemischten
Erweiterung (A, G,V) an, und tragen Sie (zusétzlich) die Graphen der Nash-
Gleichgewichte (der gemischten Erweiterung (A, G, V') hier ein:

(Hinweis: |{Nash-Gleichgewichte}| = 3 hier)

kR T ke
F 3 %A J\Xq n 8'«

3 3t 5
0 > § A 0 7 B 0% 4154

o 4 0 “
,5',,(.,-4) Jy\’[rt) {th*%ﬁjéhﬁgw,fahh}
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(Fortsetzung Aufgabe 3)

(b) (4P) Hier ist ein endliches m-Personenspiel (A, S, U) in Normalform mit |S7| =

3 fiir alle j € A: S7

Ul(s) =

2
1
0
0
-1
-2

{_1707 1}7

falls
falls
falls
falls
falls
falls

",s>0 und
m.s>0 und
m.s>0 und
m,s'<0 und
211 s <0 und
:r;l s <0 und

sl =1,
s7 =0,
s =1,
sl =—1,
s =0,
s =1.

Geben Sie alle Nash-Gleichgewichte dieses Spiels an, und begriinden Sie, warum
alle anderen Strategienkombinationen keine Nash-Gleichgewichte sind. (Daf die
Nash-Gleichgewichte Nash-Gleichgewichte sind, miissen Sie nicht begriinden.)

Loésung:

(a)

Eine Strategienkombination s = (s

{Nash-G1.}

1- 2,}/127
{si}
Gl
{s3}

1- 3711a

{s1
G2
{s3

1
{(3}7 5%)7 (S%’ 5%)7 (78% +

bt

falls 77 < 1,

falls  ~F = i, ,

falls  ~§ > %,

falls  ~f < &,

falls  ~f = i, ,

falls  ~ > %,
2

1

3% T 3%

1 1
sT+ 583)}

2
1
L
A
OO %
{N‘mh

m

{Nash-Gleichgewichte} = {(-1,...,—1)} U {s € S| Z st =0}
i=1

1

g ..

]
¥
A “

2 -ﬁfﬂlt){qg/wwhh ?

L s™) mit > s* > 0 ist kein Nash-

Gleichgewicht, denn dann gibt es mindestens einen Spieler j mit s7 > 0. Fiir
einen solchen Spieler ist die Strategie 7 := s/ — 1 besser als s7 (bei fester
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Strategienkombination s~/ der anderen Spieler), denn wegen 37 + 37, . s' >0
ist

U'(o;(37,579)) = U’(s) + 1.
Eine Strategienkombination s = (s',...,s™) mit > ;" s < Ound s # (—1,...,—1)
ist kein Nash-Gleichgewicht, denn dann gibt es mindestens einen Spieler j mit
57 > 0. Fiir einen solchen Spieler ist die Strategie 57/ := s/ — 1 besser als s/ (bei
fester Strategienkombination s~/ der anderen Spieler), denn es ist

Uj(aj(gj,sfj)) =U’(s) + 1.
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Aufgabe 4 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (5P) Das folgende Bild zeigt den Spielbaum eines extensiven 2-Personenspiels
ohne Zufall und mit perfekter Information. Zeichnen Sie alle Spielziige dick, die
mit Algorithmus 4.2.3 eindeutig gewihlt werden, und zeichnen Sie alle Spielziige
gestrichelt dick, bei denen der jeweilige Spieler eine Wahl zwischen mehreren
gleich guten Moglichkeiten hat. Wieviele Teilspiel-perfekte Gleichgewichte gibt
es? (Eine Begriindung der Antwort ist nicht nétig.)

@

3,3 5.8

1,5 Iy

A % 0

Das zugehorige Spiel in Normalform ist ein Konstantsummenspiel, daher haben
alle seine Nash-Gleichgewichte den gleichen Auszahlungswert fiir Spieler 1. Was
ist dieser Wert? (Eine Begriindung der Antwort ist nicht notig.)

3,

4,8
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(Fortsetzung Aufgabe 4)

(b) (3P) Geben Sie den Spielbaum (mit Angabe des Spielers, der nach einem nicht
terminalen Spielablauf am Zug ist, und mit Angabe der Auszahlungswerte bei
den terminalen Spielabldufen) eines extensiven 2-Personenspiels (A, Z, B, P, U)
ohne Zufall und mit perfekter Information und mit folgenden Eigenschaften an:
Es hat 4 terminale Spielabldufe, mit Auszahlungswerten (2,0), (2,1), (2,2) und
(3,1). Es hat 4 Teilspiel-perfekte Gleichgewichte {s!, s2, 53, s*}. Die Abbildung
B:{st, 5% 53 5%} — F, die jeder dieser Strategienkombinationen den termina-
len Spielablauf zuordnet, der bei ihrer Ausfithrung erreicht wird, ist bijektiv.

(Eine Begriindung, dafl der angegebene Spielbaum diese Eigenschaften erfiillt,
ist nicht notig.)

Loésung:
(a) Anzahl der Teilspiel-perfekten Gleichgewichte: 16.
Auszahlungswert von Nash-Gleichgewichten fiir Spieler 1: 11.

| ()

. | o3 Y 3,3 { 15 f 30

oo & ;

Al"‘ /M//" /10,1 "?',5 5“ lf’rg
(1) (4) (1) 0 {4

]
',

A,o M A A9L 3 g4 &4 FO 5 66 66 5,F
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(b) .

(2,00 (2,2

(39 (2,1
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Aufgabe 5 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (4P) Die folgende Tabelle zeigt die Koalitionsbewertung eines kooperativen 3-
Personenspiels (A, V) in 0-1-reduzierter Form,
[0]1]2]3][1,2]1,3]2,3[1,2,3
viyJofofofol 5 [ 5[ 3] 1
Ist das Spiel superadditiv? Ist es konvex? Begriinden Sie IThre Antworten. Die
Menge der Zuteilungen ist hier

Z = {(21722a23) S Rs‘zz S [0, 1]521 +22 +Z3 - ]-}

Sie ist bijektiv zum Simplex {(z1,22) € R?|z1,20,21 + 22 € [0,1]}, den das
folgende Bild zeigt. Tragen Sie den Kern K des Spiels (genauer: sein Bild unter
der Bijektion von Z auf den Simplex) in das Bild ein.

Ty

5 3
0 4 !

(b) (4P) Das Spiel “Rousseaus Hirschjagdparabel” ist das endliche 2-Personenspiel

in Normalform mit |S1| = |S?| = 2 und mit der Auszahlungsmatrix
st |53

s1](22) | (4.0)

sy | (04) [ (5,5)
Daraus wird folgendermaflen ein extensives Spiel mit |B — F| = 3 und |F| = 4
gemacht: Erst wihlt Spieler 1 s} oder s}, danach wihlt Spieler 2 s3 oder s3.

Geben Sie den Spielbaum an, mit Angabe des Spielers, der nach einem nicht
terminalen Spielablauf am Zug ist, mit Angabe vom richtigen s; an der Kante
eines Spielzugs, und mit Angabe der Auszahlungswerte bei terminalen Spie-
lablidufen. Geben Sie auch das zugehorige Spiel in Normalform an (Vorsicht,
es ist nicht das Ausgangsspiel, sondern Spieler 2 hat nun 4 Strategien). Ge-
ben Sie fiir dieses Spiel alle Nash-Gleichgewichte und alle Teilspiel-perfekten
Gleichgewichte an. (Begriindungen sind nicht nétig.)
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Loésung:

(a) Das Spiel ist superadditiv, denn fiir B,C' C Amit BNC' =@ und |B|=|C|=1
ist

1 1
V(B)+V(C)=04+0<V(BUC)= (§ oder 3 oder %),

und fiir B,C C Amit BNC =0 und |B| =1,|C| =2 ist

V(B) +V(C) = 0 + (é oder % oder %) <V(BUC) = V(A) = 1

Das Spiel ist nicht konvex, denn zum Beispiel fiir B = {1,2} und C = {2, 3} ist

V(B)+V(C)=%+%:%>1:V(Bu0)+V(Bmc):V(A)+0:1+o.

W
N
KN
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(b)

(G oy (o) {55

Alle Strategienkombinationen des extensives Spiels bzw. des zugehorigen Spiels
in Normalform werden als Tripel (sjl1 , 5?2, s?g) angegeben, 552 ist hier die Wahl
des Spielers 2 beim linken Spielstand, s?g ist seine Wahl beim rechten Spiel-
stand.

Das extensive Spiel hat genau ein Teilspiel-perfektes Gleichgewicht, (s3, 52, s3).

Das sieht man am Spielbaum.

Das zugehorige Spiel in Normalform hat 3 Nash-Gleichgewichte, (si,s?,s3),
(s3,53,83), (s1,s2,5%). Die sieht man an der Auszahlungsmatrix des zugehorigen
Spiels in Normalform:

(s7,57) | (s, 83) | (s3,51) | (53,53)
s (22) [ (22) | (40 [ (40)
si] (04) | (55) | (04) | (55)
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Aufgabe 6 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

(a) (4P) Sei A= {1,2,...,m}. Fiir B C A wird ein Differenzenoperator
dp : Abb(P(A),R) — Abb(P(A),R)
definiert durch
(Gg(W)(C):=V(CUB)—-V(C—-B) fir B,C CA, Ve Abb(P(A),R).
(Bsist C —B={ie AlieC,i¢B}.)

Zeigen Sie: Ein kooperatives Spiel (A,V) ist genau dann konvex , wenn gilt:
(6(6cWV)))(D) >0 fiir alle B,C, D C A.

(b) (4P) Sei (A, S,U) ein 2-Personenspiel und ein Nullsummenspiel in Normalform
mit S' € R™ kompakt und S? C R™ kompakt (fiir gewisse n1,no € N), mit
Ul : St x 5% — R stetig, und mit {Nash-Gleichgewichte} # . Sei

B, := {Nash-Gleichgewichte},

By = {(s',s%)|s ist maximin-Strategie des Spielers i fiir i = 1,2}.
Gilt Bl C BQ? B1 = BQ? Bl D) BQ? B1 ,¢_ B2 und Bl 2 BQ? Begri’mden Sie
Ihre Antwort.

Loésung:
(a)
65(0c(V)))(D)
Sc(V)(DUB) — (6c(V)(D — B)
= VY(buB)uC)-V(buB)-C)-V(D-B)UuC)+V(D-B)-0C)
= VWDOUBUC)-V(DUB)-C)-V(D-B)UC)+V(D - (BUQ)).
Mit E:=(DUB)—Cund F:= (D —-B)UC ist
EUF=DUBUC und ENnF=D-(BUCQC),

(
(

also

(0p(6c(V))(D) =V(EUF) + V(ENF) = V(E) — V(F). (%)

Aus (A, V) konvex folgt daher (65(dc(V)))(D) > 0. Das zeigt =

Zu <=:

Behauptung: Fiir beliebige Teilmengen E, F' C A gibt es B,C, D C A mit
E=(DuUB)—C und F=(D-B)UC.

Beweis: B:=E—-F,C:=F—-FE, D:=EnNF. (0O
Aus der Behauptung und aus (x) folgt <. a

(b) Satz 3.2.1.3 der Vorlesung sagt:
() Bei einem 2-Personen-Nullsummenspiel sind folgende Bedingungen fiir eine
Strategienkombination sy € S dquivalent:
(i) so ist ein Nash-Gleichgewicht.
(i) sp ist ein Sattelpunkt.
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(iii) sp ist eine Realisierung einer maximin-Strategie fiir Spieler 1 und
eine Realisierung einer maximin-Strategie fiir Spieler 2.
(8) Bei einem 2-Personen-Nullsummenspiel mit {Nash-Gleichgewichte} # ()
gilt
max inf U'(s',s?) = min sup U'(s', s?),
sleSt s2e52 52€52 g1t
und das ist der Wert U?(sp) fiir jedes Nash-Gleichgewicht sg.

Aus (o) (i) = (di7) folgt By C Ba.

Es gilt sogar By = B,. Dafiir mufl man noch By D Bs zeigen. Seien 5(1) und
s2 maximin-Strategien von Spieler 1 bzw. Spieler 2. Zu zeigen ist, daf (s, s2)
ein Nash-Gleichgewicht ist. Weil S ¢ R™ und S? C R"™ kompakt sind und
U! stetig ist, kann im folgenden immer min statt inf und max statt sup ge-
schrieben werden. Das erste bzw. das letzte Gleichheitszeichen in der folgenden
(Un)Gleichungskette gilt, weil s bzw. s3 eine maximin-Strategie fiir Spieler 1
bzw. Spieler 2 ist.

: 1.1 .2y : 10,1 .2 1.1 .2
e B Ul ) = g Ulso, ) < Ulso, )

< max U'(s',s2) = min max U'(s', s?).

sles! s2€52 sles!
Wegen {Nash-Gleichgewichte} # 0 und wegen () sind die linke und rechte
Seite dieser (Un)Gleichungskette gleich. Daher gilt iiberall Gleichheit. Daher
ist (s}, s3) ein Sattelpunkt von U'. Wegen («) (i) = (i) ist (sg,s3) ein Nash-
Gleichgewicht. O

Bemerkung: Dieses Argument fiir den Beweis von By D Bj steht im Beweis von
Satz 3.2.1.5 (b) <.



