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11 Lineare Programmierung

In diesem Kapitel wird ausschliefllich mit dem Korper R gearbeitet. Man
kénnte ihn aber durch einen beliebigen Unterkorper ersetzen, insbesondere
durch Q. In der linearen Programmierung betrachtet man lineare Gleichun-
gen und lineare Ungleichungen zusammen, und man mdochte den Wert einer
linearen Funktion optimieren.

Beispiel 11.1 Vier Probleme: Gesucht sind z1, x5 € R mit den Nebenbe-
dingungen

T Z O, ) 2 O,.CCl -+ 2172 S 10, 3%1 + 2172 S 18,

so dafl cg‘]):cl + cg‘])m maximal wird, mit J € {F, S, H,W} und

() (s) () wyy_ (31 2 4
(), ) e )—(3341.

Man kann beispielsweise an eine Firma denken, die zwei begrenzte Ressour-
cen zur Verfiigung hat und daraus zwei Produkte herstellen kann, mit un-
terschiedlichem Bedarf der Ressourcen. Sie moéchte den Gewinn maximieren,
wobei dieser Gewinn von der Jahreszeit J € {F,S, H, W} abhéngt. Dann
sind z; und x5 die Mengen der beiden Produkte, die die Firma unter den
gegebenen Randbedingungen produzieren kann/méchte.

Das folgende Bild zeigt die Menge

K ={(21,29) €R?* | 21 >0, 29 > 0,21 + 25 < 10, 3y + 225 < 18}

der (z1,z3), die die Nebenbedingungen erfiillen.

1 +2£L'2 =10

3[[‘1 + 2[)’22 =18

Y

xy
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Die lineare Funktion
1D R2 S R, (21, 25) — cg‘])xl + cg‘]):cg

gibt den Gewinn an, den man am Punkt (x,x2) macht. Die Niveaulinien
von /) sind Geraden. Unter allen Geraden, die K schneiden, muff man die
mit maximalem Wert und ihren Schnitt mit K finden.

Losungen:
(21, 22) cg‘])ﬁcl + cg‘])xg
F | (4,3) 21
S 1(0,5) 15
H [ {(0,5)+X-(4,-2)|0< <1} |20
W | (6,0) 24

K ist ein Viereck. Die maximale Gerade fiir H enthélt eine Kante von K, die
drei anderen maximalen Geraden enthalten jeweils nur einen Punkt von K.

Definition 11.2 (a) Notation: Sind A = (a;;), B = (b;;) € M(m x n,R), so
ist A> B (bzw. A < B), falls fiir alle ¢ und j gilt: a;; > b;; (bzw. a;; < bj;).
Insbesondere ist A > 0, falls fiir alle ¢ und j gilt: a;; > 0. Mit dieser No-
tation kann man mehrere (skalare) Ungleichungen zu einer (matrixwertigen)
Ungleichung zusammenfassen.

(b) (Lineares Programm) Gegeben sind Matrizen AY) € M(m\) x n, R) und
Spaltenvektoren b € M(mY) x 1,R) fiir j € {+,0,—} und ¢ € M(n x
1,R). Ein lineares Mazimum-Programm (bzw Minimum-Programm) ist die
Aufgabe, ein z € M(n x 1,R) zu finden, das die beiden Bedingungen erfiillt:

x>0, A > b(+), A0 — b(O)’ A < b(’), (11.1)
A maximal (bzw. minimal). (11.2)
Ein z, welches (11.1) erfillt, heifit zuldssige Losung. Ein z, welches (11.1)
und (11.2) erfiillt, heifit optimale Ldsung.

(c) (Spezialfall Standardprogramm) Gegeben sind A € M(m x n,R), b €
M(m x 1,R) und ¢ € M(n x 1,R). Ein Standard-Mazimum-Programm ist
die Aufgabe, ein x € M(n x 1,R) zu finden mit

x>0, A-x <b, (11.3)
A maximal. (11.4)
Ein Standard-Minimum-Programm ist die Aufgabe, ein € M(n x 1,R) zu
finden mit

x>0, A-x>b, (11.5)

A minimal. (11.6
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(d) (Spezialfall kanonisches Programm) Gegeben sind A € M(m x n,R),
be M(mx1,R)und ¢ € M(nx1,R). Ein kanonisches Mazximum-Programm
(bzw. kanonisches Minimum-Programm) ist die Aufgabe, ein z € M(nx1,R)
zu finden mit

x>0, A-x =0, (11.7)

A maximal (bzw. minimal). (11.8

Bemerkungen 11.3 (i) Die Menge K der z € M(n x 1,R), die die Neben-
bedingungen (11.1) bzw. (11.3) bzw. (11.5) bzw. (11.7) erfiillt, ist jeweils ein
konvezes Polyeder (Definition in Beispiele/Lemma 11.7 (v)) oder leer. Zur
Losung eines linearen Programms mufl man “blofl” diese Menge K und die
lineare Funktion [ : R® — R, z — ¢ - x, betrachten und folgende Fragen
beantworten:

(a) Ist K # (7 Falls nein, so gibt es keine zulissige Losung. Falls ja, so
ist K die Menge der zulédssigen Losungen. Dann weiter zu ().

(B) Sei K # (). Gibt es unter den Niveau-Hyperebenen [7'(r),r € R,
die K schneiden, eine mit maximalem (bzw. minimalem) r? Falls nein,
so gibt es keine optimale Losung. Falls ja, weiter zu (7).

(7) Sei K # 0 und sei t € R maximal (bzw. minimal) mit [ (¢)NK # 0.
Dann ist /71 (t)N K die Menge der optimalen Losungen. Wie findet man
auf effiziente Weise t und einen Punkt in [7(¢) N K7?

(ii) Bei kleinem n und wenigen Nebenbedingungen kann man zu Fuf§ die
Losbarkeit und zuldssige und optimale Losungen bestimmen (falls sie exi-
stieren). Aber wenn man Probleme mit hunderten von Nebenbedingungen
hat, braucht man einen Computer und einen guten Algorithmus. Der wich-
tigste Algorithmus ist der Simplex-Algorithmus. Seine Eigenschaften werden
in Bemerkung 11.10 (ii) skizziert. Die Sétze 11.11 und 11.13 geben die Details.
Allerdings wird der Simplex-Algorithmus hier nicht durch Beispiele unterlegt
und nicht in eine geschliffene Form gebracht. (Wenn in einer anderen Ver-
anstaltung mit dem Simplex-Algorithmus gearbeitet werden wird, wird er
sowieso in neuer Gestalt erscheinen.)

(iii) Das neben dem Simplex-Algorithmus wichtigste Resultat der linearen
Programmierung ist der sogenannte Hauptsatz der linearen Programmie-
rung, der das Zusammenspiel von zwei verwandten Standard-Programmen
beschreibt. Er wird in Satz 11.15 behandelt.

(iv) Vorher werden die logischen Beziehungen zwischen den verschiedenen
Programmen diskutiert (Lemma 11.4), und es wird die Geometrie der kon-
vexen Polyeder K erkléart (11.6-11.8).
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Lemma 11.4 (a) Durch Vorzeichenwechsel in ¢ und in A und b bzw.
A und ) kann man ein lineares Mazimum-Programm in ein lineares
Minimum-Programm umwandeln, und umgekehrt, und man kann einrichten,
daf nur A% und A auftreten (also m=) = 0) oder nur A®) und A (also
m™) =0). Genauso kann man Standard-Mazimum-Programme in Standard-
Minimum-Programme und kanonische Mazimum-Programme in kanonische
Minimum-Programme umwandeln, und umgekehrt.

(b) Gegeben sei ein lineares Mazimum-Programm ohne A™) | also
>0, A2 =p0 A .5 <p) .2 maximal. (11.9)

Man kann es folgendermafen in ein kanonisches Mazximum-Programm um-
wandeln: Man fiihrt Schlupfvariable y = (y1, ..., y,,—))" ein und betrachtet das

folgende Problem mit den Variablen

<§) >0, AO .2 =pO0 A 4y =0 .2 maximal. (11.10)

FEs ist dquivalent zu (11.9), und es ist dquivalent zum kanonischen Mazimum-
Programm

()20 (29 9)-(2) = (1) )" (2) mosm 10

(wobei die Matrizen 0,1,0 natirlich geeignete Griflen haben sollen). Die
Abbildung

_ xz
M(n x 1,R) = M((n+m) x LR), z (bm A x) , (11.12)

bildet die Menge der zuldssigen bzw. optimalen Lisungen von (11.9) auf die
Menge der zulissigen bzw. optimalen Ldsungen von (11.10) ab.

c) Ein kanonisches Mazimum-Programm (11.7)+(11.8) ist zu folgendem
Standard-Mazximum-Programm dquivalent,

x>0, (_AA) s < (_bb) ., "z maximal. (11.13)

(d) Also lassen sich alle Typen von linearen Programmen ineinander umwan-
deln.

Beweis: (a), (¢) und (d) sind klar (SK1zZZE zZU (D) IN DER VORLESUNG).

(b) Offenbar sind (11.10) und (11.11) dquivalent. In (11.10) sind die Schlupf-
variablen y eindeutig durch y = b(~) — A) . 2 bestimmt. Substituiert man
das in (11.10) und berticksichtigt y > 0, so erhélt man (11.9). O
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Beispiele 11.5 (a) Das lineare Maximum-Programm mit n = 2, m™*) = 0,
m® =0,m> =1, A0 =(1 1), =1,¢=(1 0):

x .
(xl) >0, r1 +22 <1, 27 maximal,
2

K:{(ml) |21 >0, 29 >0, 1 + a9 <1}, KOpt:{<(1))}.

X2

o)
1 $1+l'2:1

0 1 21

(b) Lemma 11.4 (b) anwenden: Schlupfvariable y = y;, dquivalentes kanoni-
sches Maximum-Programm:

I
o | >0, x1+22+y =1, x; maximal.
Yy

o)
1 x1+x2+y:1

Definition 11.6 (a) Eine Menge K C R™ mit K # () heifit konvez, falls sie
mit je zwei Punkten auch die Strecke zwischen ihnen enthélt. In Formeln:

reKudye K= {z+ANy—2)|0< <1} CK. (11.14)

(b) Ein Punkt p einer konvexen Menge K C R™ heiit Ecke von K, falls er
nicht im Inneren einer Strecke liegt, die ganz in K liegt. In Formeln:

p ist eine Ecke, falls gilt:
peEf{r+Ay—2)|0<A<1l}CK=2x=p=y. (11.15)

Notation: E(K) :={p € K | p ist Ecke von K}.

(c) Eine Menge {z € R" | a'" - & = s} mit einem a € M(n x 1,R) — {0} und
einem s € R heiit Hyperebene von K, eine Menge {x € R" | a'"-x > s} heift
Halbraum von K.
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Beispiele/Lemma 11.7 (i) Ein n-Eck im R? ist konvex, falls alle Innen-
winkel < 7 (und dann automatisch < ) sind. Seine (naiven) Ecken sind
seine Ecken im Sinne von Definition 11.5 (b).

(ii) Ein Ball {z € R" | ||z — a|| <7} mit a € R"™, r > 0, ist konvex, und sein
Rand {x € R" | || — a|| = r} ist die Menge seiner Ecken.

(iii) Hyperebenen und Halbriume sind konvex. Sie haben keine Ecken.

(iv) Lemma: Der Schnitt von beliebig vielen konvexen Mengen ist konvex.
Beweis: klar. O

(v) Also ist der Schnitt von endlich vielen Hyperebenen und Halbraumen
konvex oder leer. Ist er nicht leer, so heifit er konvexes Polyeder.

(vi) Lemma: Die Menge K = {z € M(n x 1,R) | z erfillt (11.1)} der
zuldssigen Losungen eines linearen Programms wie in (11.1)4(11.2) ist
natiirlich ein Schnitt von endlich vielen Hyperebenen und Halbraumen oder
leer. Daher ist sie ein konvexes Polyeder oder leer.

(vil) Lemma: (a) Das gleiche gilt fiir die Menge K% = {z € M(n x
I,R) | z erfiillt (11.1) und (11.2)} der optimalen Losungen.

(b) Ist K" £ ), so ist K # () und K" = K NI[7'(t) fiir ein ¢t € R, bei
[:Mnx1,R) =R, z— "z

Beweis: (a) folgt aus (b), und (b) folgt aus der Definition. O

(viii) Die Diskussion der Ecken der Mengen K und K%' ist am
iibersichtlichsten im Fall, wenn das lineare Programm ein kanonisches Pro-
gramm ist. Gliicklicherweise kann man nach Lemma 11.4 (b) den allgemeinen
Fall auf diesen Fall reduzieren: Die Abbildung in (11.12) bildet die Mengen
K, und K" der zulissigen und der optimalen Punkte von (11.9) bijektiv
auf die Mengen K, und K$* der zulissigen und der optimalen Punkte von
(11.11) ab. Und sie bildet Strecken auf Strecken ab. Daher bildet sie die
Eckemzlengen bijektiv aufeinander ab, E(K;) auf E(K,) und E(K) auf
E(K35™).

(ix) Satz 11.8 (c) wird sagen, dafi die Menge K der zuldssigen Losungen eines
linearen Programms Ecken hat, wenn sie nicht leer ist. Das gilt nicht fiir be-
liebige konvexe Polyeder, zum Beispiel nicht fiir Halbrdume, und auch nicht
fiir Schnitte von bis zu n — 1 Halbrdumen im R™ (denn so ein Schnitt enthélt
durch jeden Punkt noch eine Gerade, warum?). Aber bei den zuldssigen
Losungen hat man immer die n Ungleichungen x > 0. Die sind der Grund
fiir die Existenz von Ecken. Und ihretwegen gibt es keine Gerade, die ganz
in K liegt.

Satz 11.8 FEs sei ein kanonisches Minimum-Programm wie in (11.7)+(11.8)
gegeben, und die Menge K = {xr € M(n x LLR) | = > 0,A-z = b}
der zuldssigen Ldsungen sei nicht leer. Die Menge der optimalen Liosungen



125

wird mit K°Pt bezeichnet. Die Spalten von A werden mit ay, ..., a, bezeichnet,
ai,...,a, € M(m x 1, R).

a) (Eine Charakterisierung der Ecken von K) Seip € K. Es gilt:
(a) ( g p g
p € E(K) <= das Tupel der Spalten (a; | p; > 0)
ist linear unabhéngig.  (11.16)
(b) E(K) ist endlich.
(c) BE(K) #0.
(d) Ist KP" #£0, soist E(KP) # 0, und es ist E(K?") = KP"NE(K).

Beweis: (a) Sei p € K. Die Geraden durch p in M(n x 1, R) lassen sich in
der Form p 4+ R - y mit y # 0 schreiben. Fiir so eine Gerade ist K N (p +
R - y) ein Punkt oder eine Strecke oder eine Halbgerade. Ein Punkt und eine
Halbgerade haben je eine Ecke, eine Strecke hat zwei Ecken. Nach Definition
11.6 (b) gilt

p ¢ E(K) (11.17)
<= Es gibt eine Gerade p+ R-ymit p ¢ E(KN(p+ R -y))
(dann ist K N (p+ R - y) eine Strecke oder eine Halbgerade).

Sei J(p) :={j € {1,....,n}|p; >0} und
VR(J(p)) ={x e M(nx1,R)|z; =0firj¢ J(p)} C M(nx1,R).

K NVR(J(p)) ist (auch) ein Polyeder, es ist Teil des Randes des Polyeders
K, und es enthilt p.

Ist p+ R -y eine Gerade durch p mit p ¢ E(K N (p+R-y)), so ist y; = 0 fur
j¢ J(p),dh. p+R-y C VR(J(p)). Daher ist

p ¢ E(K) < p¢ E(KNVR(J(p))).
Es ist
KNVR(J(p)) =p+{zcVR(J(p)|A -z=0, = —p},

und {z € VR(J(p))| A -z = 0} ist ein Untervektorraum von VR(J(p)). Im
Fall (a;|j € J(p)) linear unabhéngig ist er gleich {0}, und es ist

{p} =KnNVR(J(p) =EKNVR(J(p))), alsope E(K).

Im Fall (a;]7 € J(p)) linear abhéngig ist er ein Untervektorraum mit
Dimension > 0, und 0 ist wegen p; > 0 fir j € J(p) im Innern von
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{r e VR(J(p))|A-x =0, > —p}, also ist p im Innern von K NV R(J(p)),
also p ¢ E(K NV R(J(p))), also p ¢ E(K).

(b) Behauptung: Es gilt
(re Kund z; =0 fir j ¢ J(p)) =z =p.

Also ist p eindeutig durch J(p) bestimmdt.

Beweis: Es ist ), a;(p; — z;) = b—b = 0. Weil die a;,j € J(p), linear
unabhéngig sind, ist p; = x; fiir alle j € J(p). (O)

Wegen der Behauptung gibt es hochstens so viele Ecken von K wie Teilmen-
gen J von {1,...,n}, also nur endlich viele.

(c) Sei p € K mit minimaler Menge J(p). Behauptung: p € F(K).
Annahme (die widerlegt werden soll): p ¢ E(K).

Nach (11.17) gibt es dann eine Gerade p+ R -y mit p ¢ E(K N (p+ R - y)).
Nach dem Beweis von (a) ist y; = 0 fir alle j ¢ J(p), dh. p+R-y C
VR(J(p)). Dort, wo die Gerade den Rand von K N VR(J(p)) in VR(J(p))

trifft, verschwindet (mindestens) eine weitere Koordinate. Denn
Rand(K NV R(J(p))) C {x € VR(J(p)) |3 j € J(p)) mit z; = 0}.

Also war J(p) nicht minimal, Widerspruch zur Annahme. Also ist p € E(K),
und E(K) # ().

(d) Sei K°P* £ (). Es ist K" = KNI~ (¢) fiirein t € R (bei [(z) = ¢"-x). Man
kann K selber als Menge der zuldssigen Losungen eines neuen kanonischen
Minimum-Programms deuten: Man fiigt die Gleichung ¢'" -z =tzu A-z =0
hinzu und wihlt eine beliebige neue lineare Minimum-Bedingung. Nun kann
man (c¢) anwenden und erhilt E(K°") # ().

Es bleibt E(K°) = K?'N E(K) zu zeigen. Aquivalent ist K" — E(K°P!) =
K*' N (K — E(K)).

Beweis von C: Sei p € K%' — E(K°"). Dann liegt p im Innern einer Strecke,
die in K" liegt. Sie liegt auch in K. Daher ist p ¢ E(K).

Beweis von D: Sei p € K" N (K — F(K)). Dann liegt p im Innern einer
Strecke, die in K liegt. Wiirde die Strecke nicht in K° liegen, so hitten
die Punkte auf einer Seite (von p aus) dieser Strecke noch bessere Werte
beziiglich [ als p, ein Widerspruch zu p € K°". Also liegt sie in K°P!, also ist

p ¢ E(K). O

Beispiel 11.9 Betrachtet wird das zu Beispiel 11.5 (b) dquivalente kanoni-
sche Minimum-Programm

T
o | >0, 21 + 29+ 23 =1, —x; minimal.
T3
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Es erfiillt
T
K = {|z2]| |z1>0,29>0,23 >0, 21+ 22 + 23 = 1},
T3
1 0 0
E(K) = W p® pPy={{0],[1]. |0}
0 0 1

JpM) = {1}, Je®) = {2}, J(p®) = {3},
K7 = B = ) € E(K).

Bemerkungen 11.10 (i) Der Satz macht es scheinbar einfach, optimale
Losungen zu finden: Die Menge K der zuldssigen Losungen hat nur end-
lich viele Ecken, und unter ihnen gibt es welche, die optimale Losungen sind.
Es reicht, eine solche Ecke zu finden.

Man konnte versuchen, alle Ecken von K zu bestimmen und ihre Werte unter
[ durchzutesten. Das funktioniert allerdings nicht gut, wenn die Eckenmenge
sehr grof} ist. Das ist oft der Fall.

(ii) Der Simplex-Algorithmus geht geschickter vor. Er startet mit einem ka-
nonischen Minimum-Programm mit Menge K der zulédssigen Losungen (die
leer sein konnte; auch das mufl man mit dem Algorithmus herausfinden). Er
besteht aus zwei Teilen.

2. Teil = Hauptteil: Man weifl K # (), und man hat eine Ecke von K in der
Hand. Man fiihrt einen algorithmischen Schritt mit 3 méglichen Ausgédngen

durch:
1. Ausgang: Man erfihrt, dal die Ecke schon in K" liegt.

2. Ausgang: Man erfihrt, daf ¢ - z beliebig kleine Werte annimmt und
daBl daher K°P' = () ist.

3. Ausgang: Man findet eine neue Ecke mit einem fast immer kleineren
Wert.

Man durchléuft diesen algorithmischen Schritt so oft, bis man entweder ei-
ne Ecke in K" gefunden hat oder K°?* = () erfahren hat. Blof§ das “(fast
immer)” im 3. Ausgang ist unschén. Man mufl aufpassen, dafl man nicht in
eine Schleife gerdt. Aber das kann man vermeiden.

1. Teil: Man muf} erst einmal feststellen, ob K # () ist, und falls ja, ei-
ne Ecke von K finden. Das macht man, indem man auf geschickte Weise
ein neues kanonisches Minimal-Programm definiert, das die folgenden guten
Eigenschaften hat:

(o) Man kennt a priori eine Ecke seiner zuléssigen Losungen K.
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(8) Es hat optimale Losungen, d.h. Kot = ().

(7) Einer beliebigen optimalen Lsoung sieht man an, ob K # () ist. Falls
ja, hat man natiirliche Bijektionen K < K" und E(K) < E(K°").

Man wendet den 2. Teil auf das neue kanonische Programm an und findet
entweder K = () oder eine Ecke von K.

(iii) Im schlimmsten Fall weist der Simplex-Algorithmus exponentielle Lauf-
zeit auf. Aber in der Praxis funktioniert er bestens, meistens ist die Anzahl
der Schritte linear in den Eingangsdaten.

Der Simplex-Algorithmus wurde 1947 von Dantzig vorgeschlagen. 1979 wurde
von Khachian ein anderes Verfahren, die Ellipsoid-Methode vorgeschlagen. Sie
hat immer polynomiale Laufzeit in den Eingangsdaten. Spéter hat Karmarkar
ein weiteres polynomiales Verfahren vorgeschlagen.

Satz 11.11 (2. Teil = Hauptteil des Simplex-Algorithmus)

Es sei ein kanonisches Minimum-Programm wie in (11.7)+(11.8) gegeben,
und die Menge K = {x € M(n x 1,R)|z > 0,A-x = b} der zulissigen
Lisungen sei nicht leer. Sei p € E(K) und J(p) := {j € {1,...,n}|p; > 0}.
Nach Satz 11.8 (a) ist (a; | j € J(p)) linear unabhdngig.

Wiahle ein Jy C {1,...,n} mit Jo D J(p), so daf (a;|j € Ja) eine Basis von
span(a;)j=1,. n ist. Sei Js :={1,...,n} — Jo. Dann gibt es eindeutige a;; € R
firj € Jy und v € Jo mit

a; = Zaj’i ©Qy fir alle j € Jg.
i€J2
Definiere
(Sj = —cj—i—Zc@--ozj,iE]R fﬁrjEJg.
i€J2
1. Fall, §; <0 fiir alle j € J3: Dann ist p € K.
2. Fall, es gibt j € J3 mit 6; > 0, und fiir alle solchen j ist a;; < 0 fiir alle
i € Jy: Dann ist die Abbildung K — R, x — " -x, nach unten unbeschrdinkt.
Daher ist dann Kt = ().

3. Fall, es gibt ein r € J3 mit 6, > 0 und ein © € Jy mit a,.; > 0: Dann kann
man ein s € Jo wihlen mit o, ¢ > 0 und

Ds . Di
= min(
ar,s ar,i

Man definiert ¢ € M(n x 1,R) durch

|’L € Jg, Ay > 0)

0 falls i€ Js—{r}

Di — Z -ps falls i€ Jo.
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Dann ist g € E(K) und ¢ - ¢ < " - p und
d"g=c"p = p,=0.

Beweis: Sei x € K beliebig. Dann ist

0 = b—b:A-x—A-p:zn:aj-xj—Zaj-pj

j=1 J€T2

= > a; (5 —p)+ ) (E Oéj,z"az) 7
JjeEJ2 JjEJ3 i€Jo

= Y a4 (w—p)+ Y ai- Yy a-a,
jeEJ2 i€y VISDE!

= E - (%‘—PﬂL E %j'l‘i> :
JEJ2 1€J3

Weil die (a;|j € J2) linear unabhéngig sind, ist
xj:pj—Zozivj-ﬁi fﬁrjejg.
i€J3

Daher ist

n

tr — . P ) . .. .
c'xr = gcjxj—gc]x]—kgc]xj

j=1 j€J2 J€J3
= E G P~ E Nox E oy i+ E Gy
JjEJ2 JjEJ2 i€Js jEJ3
t
= CT'p+ E IE]"(CJ‘— E Ci'OéjJ)
JEJ3 i€J2
JE€J3

1. Fall: Nun klar.

2. Fall: Wihle ein 7 € J3 mit 6, > 0. Betrachte die Halbgerade p + Ry -y
mit

0 falls i€ Js—{r}
Y = 1 falls 1=
—a,; >0 falls 1 € Jo.

Dann ist

A-y:aT—i—Zai-(—ozm):aT—aT:(),

i€Ja
y>0, also p+A-y>p>0 fiir A >0,
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also
p+R{-yCK.
Aber
ctr-(er)\-y):ctr-er/\-(CT+ch-(—ar,i)):ctr-p—)\-ér.
1€J2

ist fiir A\ € Ry nach unten unbeschriinkt. Also ist K°P' = (.

3. Fall: Mit den Notationen vom 2. Fall ist
Ps

r,s

g=p+-—-yep+R{-v.

Wegen ﬁ = min(...) ist ¢; > 0 fiir i € Jp, und es ist g, > 0, daher ist ¢ > 0.
Mit den Rechnungen vom 2. Fall ist A - ¢ = b, also ¢ € K, und

Ps
Ay s

CtT'q:Ctr'p—

'5T§CtT'p7

und
dmqg=c"-p <= p,=0.

Esist ¢ = 0. Um q € E(K) zu sehen, reicht es wegen Satz 11.8 und wegen

{7l .nplg; >0} C (Jo = {s}h) U{r}

zu zeigen, daB (a;|j € (Jo — {s}) U{r}) linear unabhéngig ist. Aber das gilt
denn (a; | j € Jz) ist linear unabhiingig, und a, =, ; @, - a; mit a,; > 0.
O

Bemerkungen 11.12 (i) Es ist denkbar, dafl man beim (Hauptteil des)
Simplexverfahrens in jedem Schritt im 3. Fall landet und in eine Schleife
gerdt und der Algorithmus nicht stoppt. Das kann man vermeiden. Man kann
auf verschiedene Weisen Zusatzregeln bei der Wahl von r und s im 3. Fall
aufstellen, die dafiir sorgen, dafl man nicht mehrfach dieselbe Ecke ¢ erreicht.
Dann kommt man in keine Schleife, und der Algorithmus stoppt irgendwann
mit dem 1. Fall, weil E(K) endlich ist.

Die moglichen Zusatzregeln werden hier nicht diskutiert.

(ii) Bei einem kanonischen Minimum-Programm wie in (11.7)4(11.8) kann
man durch Vorzeichendnderungen in Zeilen von A und Eintrdgen von b er-
reichen, dal b > 0 ist. Das ist in Satz 11.13 relevant.

Satz 11.13 (1. Teil des Simplex-Algorithmus) Es sei ein kanonisches
Minimum-Programm wie in (11.7)+(11.8) gegeben. Sei b > 0. Man definiert
ein neues kanonisches Minimum-Programm

T>0, A-T=0, (11.18)
¢" -7 minimal, (11.19)
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mit A€ M(m x,R), be M(mx1,R), ¢€ M(7i x 1,R), durch

n=n+m, T= (x) A= (A E,), b=0b, c= (0”“). (11.20)

z ]-m><1

Dann gilt:

(o) p:= (2) 1st eine Ecke seiner zuldssigen Losungen K.

(B) Es hat optimale Lisungen, d.h. Kort £ .

(v) K #0 < fir belichiges § € K" ist & -G =0. In dem Fall ist
Kovt = {(é’) |z e K} und E(K) = {(g) |z € E(K)}.

Beweis: (a) p > 0 wegen b > 0. Und Z-ﬁ: E,-b=0 Alsoist p € K.
Wegen Satz 11.8 (a), und weil die Spalten von FE,, linear unabhéingig sind,
ist p e B(K).

(6) Die Abbildung K — R, 7+ & - Z, ist nach unten beschriinkt, ihr Bild
ist in Ry wegen T > 0 und ¢ - 7 = Z?jﬁ1 x;. Wenn man nun den 2. Teil
des Simplex-Algorithmus (Satz 11.11) auf K anwendet, so ist daher in jedem
Schritt der 2. Fall unméglich. Daher fithrt der Simplex-Algorithmus zu einer

optimalen Losung.
(7) (11.18)-(11.20) kann man in der folgenden Gestalt mit = = (i) schrei-

ben,

m
x>0,2>0, A-x+2=0, E"-f:Zzi minimal.
i=1

Also ist K # () dquivalent zu ) ., z; = 0 fiir optimale Losungen (:) in K,

und das ist dquivalent zu z = 0. Der Rest ist klar.
Definition 11.14 (/) bezeichnet das Standard-Maximum-Programm
x>0, A-z<b, ¢ 2 maximal. (11.21)

Dann ist das folgende Standard-Minimum-Programm das zu (I) duale Pro-
gramm.

y>0, A" -y >e¢c, b -y minimal. (11.22)

Es wird mit (I)* bezeichnet. Das lineare Programm (/) wird in dieser Situa-
tion auch als das primale Programm bezeichnet.

Bei A € M(m xn,R), b € M(m x 1,R), ¢ € M(n x 1,R) sind z und y
Spaltenvektoren der Linge n bzw. m.



132 11 LINEARE PROGRAMMIERUNG

Satz 11.15 (Hauptsatz der linearen Programmierung) Seien (I) und (I)*
wie in Definition 11.14. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) (I) und (I)* haben zuldssige Losungen.
(ii) (I) und (I)* haben optimale Losungen.
(1i) (I) hat (mindestens) eine optimale Losung.
(i) (I)* hat (mindestens) eine optimale Lisung.

Wenn diese Aussagen erfillt sind, haben (I) und (I)* denselben optimalen
Wert (Mazimum ¢ - x = Minimum b -y ).

Beweis: In dieser Vorlesung wird nur ein Teil des Satzes bewiesen.
Vollstdndige Beweise findet man zum Beispiel im Buch “Diskrete Mathe-
matik” von M. Aigner und im Vorlesungsmanuskript zur DMA im FS07
(Mannheim) von H.-P. Butzmann.

Die Richtungen (ii)=-(i), (ii)=-(iii) und (ii)=-(iv) sind trivial.

*

Beweis von (i)=-(ii): Seien p und ¢ zuléssige Losungen von (I) bzw. (I)*.
Wegen p>0,¢>0, A-p<bund A" - ¢ > c gilt dann

Ctr'pg(AtT'Q)tT'p:th'A'pSth'b:th'q. (1123)

Dabher sind die Werte der zulédssigen Losungen von (/) nach oben beschrénkt,
und die Werte der zuldssigen Losungen von (/)* sind nach unten beschrénkt.
Daher ist im Simplex-Algorithmus, 2. Teil (fiir dquivalente kanonische Pro-
gramme), der 2. Ausgang jeweils unmoglich. Daher besitzen (/) und (/)*
optimale Losungen. Das zeigt (i)=-(ii).

Die Richtungen (iii)=-(i) und (iv)=-(i) und die Aussage, daf§ die optima-
len Werte gleich sind, wenn (i)—(iv) gelten, werden hier nicht gezeigt. Dazu
braucht man das Lemma von Farkas. O

Bemerkung 11.16 Um den Satz richtig wiirdigen zu kénnen, mufl man eine
Reihe von Anwendungen vor Augen haben. Im Buch von M. Aigner werden
in Kapitel 13.3 mehrere Anwendungen gegeben; allerdings beruhen sie auf
ausfiihrlichen Diskussionen in fritheren Kapiteln.
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12 Unitare Vektorraume

In diesem Kapitel wird hauptséchlich mit dem Korper C gearbeitet. Auf C
hat man die komplexe Konjugation - : C — C, z — z. Mit ihr kann man
Linearformen und Bilinearformen twisten.

Definition 12.1 Sei V' ein C-Vektorraum.

a) (Erinnerung, vgl. Beispiel 9.2 iii)) Eine Abbildung f : V' — C ist line-
ar, also eine Linearform, wenn sie ein Vektorraumhomomorphismus ist, d.h.
wenn sie erfiillt:

flv+w) = f(v)+ f(w) (Additivitét),
f(A-v) = X- f(v) (Linearitat beziiglich skalarer Multiplikation).

Hier sind v,w € V und X € C.
b) Eine Abbildung f : V — C ist semilinear, wenn sie erfiillt:

flo+w) = f(v) + f(w) (Additivitét),
f(A-v) = X- f(v) (Semilinearitiit beziiglich skalarer Multiplikation).
[semi ~ ein halb.]

c¢) Eine Abbildung ¢ : V x V' — C ist sesquilinear wenn sie im linken Ar-
gument linear und im rechten semilinear ist, d.h. wenn fiir jedes y € V die

Abbildung

¢(y) V= C, x— ¢(z,y)
linear ist und wenn fiir jedes x € V' die Abbildung

semilinear ist. Eine sesquilineare Abbildung heifit auch Sesquilinearform.
[sesqui ~ anderthalb.]

d) Eine Sesquilinearform ¢ : V' x V' — C heifit hermitesch, falls gilt:

o(y,r) = ¢(z,y) fir alle z,y € V
(dann ist ¢(z,z) € R wegen ¢(z, x) = ¢(z,x)).

e) Eine hermitesche Sesquilinearform ¢ : V x V' — C heifit positiv definit
[bzw. negativ definit], falls gilt:

¢(z,x) >0 [bzw. <O0] firallex eV —{0}.

f) Ein C-Vektorraum V' zusammen mit einer positiv definiten hermiteschen
Sesquilinearform ¢ : V x V. — C heifit unitdrer Vektorraum. Die Sesquili-
nearform ¢ ist sein Skalarprodukt. Die Norm (oder Ldinge) eines Vektors v

ist
[v]| :== v/ é(v,v) > 0.
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Bemerkungen 12.2 i) Sesquilinearformen sind eng verwandt mit Biline-
arformen iiber dem Korper R. Hermitesch bei Sesquilinearformen ist das
Analogon zu symmetrisch bei Bilinearformen. Es gilt der

1. Meta-Satz: Alle Konstruktionen und Resultate, die in Kapitel 9 und 10
fiir symmetrische Bilinearformen iiber R ausgefiihrt wurden, lassen sich mit
kleinen Modifikationen auch fiir hermitesche Sesquilinearformen ausfiihren.

ii) Unitarer Vektorraum ist das Analogon bei K = C zum Euklidischen Vek-
torraum bei K = R. Es gilt der

2. Meta-Satz: Abgesehen von der Definition des Winkels lassen sich alle
Konstruktionen und alle Resultate, die in Kapitel 10 fiir Euklidische Vek-
torrdume ausgefithrt wurden, mit kleinen Modifikationen auch fiir unitére
Vektorrdume ausfiihren.

iii) Diese beiden Meta-Sitze miifiten natiirlich bewiesen werden, indem man
alle Konstruktionen und Beweise durchgeht und gegebenenfalls modifiziert.
Unten werden die wichtigsten Aussagen mit ihren Modifikationen diskutiert.

iv) Bei einer hermiteschen Sesquilinearform ¢ ist ¢(v,v) = ¢(v,v), also
®(v,v) € R. Nur deshalb hat ¢ eine Chance, positiv definit zu sein.

v) Bei der Definition des Winkels in Kapitel 10 (Definition 10.6) war
¢(z,y) € R fur alle z,y € V wichtig gewesen. Das ist bei hermiteschen
Sesquilinearformen nicht erfiillt.

Beispiele 12.3 i) Der wichtigste unitire Vektorraum ist der C" mit dem
Standardskalarprodukt ¢4 ¢,

hn n
¢st . J—
¢st,® . ((xlv"'axn)a(yla'-'ayn)) '_;D (.flfl.fﬂn) : : :leyl
T i=1
Yn
ii) Der C-Vektorraum C°([0, 1], C) mit der Sesquilinearform ¢, ¢,

¢int,® : (f> g) = /(; f(m)mdxa

ist ein unitédrer Vektorraum wegen (Beweis: Analysis)

1
/ | f(z)]*dz > 0, falls f # 0.
0

iii) Eine Matrix A = (a;;) € M(n x n, C) definiert (offenbar) eine Sesquiline-
arform Sesqy auf M(n x 1, C) durch

(z,y) — xtr'A'@:ZZ%'aij'y_j-

i=1 j=1
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Definition/Satz 12.4 (~ 9.8 und 9.5 ¢)) (Matrizen und Sesquilinearfor-
men)

Sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum; sei B = (by, ..., b,) eine Basis
von V.

a) (Definition) Fine Matrizx A € M(n x n,C) definiert offenbar eine Sesqui-
linearform auf V- x V' durch

Sesqapp:V xV — C

y—n i=1 j=1

(Z“"ibhzyjbj) = (ryew,) - A
i=1 j=1

b) (Definition) Fir jede Sesquilinearform ¢ : V x V — C ist M (B, ¢,B) €
M(n x n,C) die Matriz mit den Eintrdgen

(M(B; ¢, B))ij := ¢(bi, ;).
¢) (Satz) Die Menge
Sesq(V, V) :={¢: V x V — C Sesquilinearform}
ist ein C-Vektorraum, und die Abbildung
M(n xn,C) — Sesq(V,V), A Sesqugp,
ist ein Vektorraumisomorphismus. Der inverse Vektorraumisomorphismus ist
Sesq(V,V) — M(n xn,C), ¢ M(B,o,B).

d) (Satz) (Transformationsverhalten von Matrizen zu Sesquilinearformen
beziiglich Basiswechsel)
Sei B' eine weitere Basis von V. Dann ist

M(B,¢,B)=MB,B)" - M(B,p,B)- M(B,B).
e) (Definition) Eine Matrix A € M(n x n,C) heifst hermitesch, falls
A=A"
ist. Hier ist A = (a;) bei A = (ay;).

f) (Satz) Eine Matriz A ist genau dann hermitesch, wenn Sesqy (Definition
in Beispiel 12.3 iii)) hermitesch ist.

Beweis: a) — d) Wie Satz 9.3.
e) (Definition).
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f) e; bezeichnet den i-ten Standardbasisvektor in M (nx 1, C). Nach Definition
ist Sesqy(e;, €j) = a;j. Also gilt:

Sesq, ist hermitesch

= Sesqa(e;j, ;) = Sesq (e, e;)
= i = Qi

— A"=A

<~

A ist hermitesch.

]
Definition 12.5 Sei ¢ : V x V' — C eine hermitesche Sesquilinearform auf
einem C-Vektorraum V.

a) (Definition) Zwei Elemente x,y € V heiflen orthogonal, falls ¢(z,y) = 0
ist. Notation: = | y.

b) (Triviales Lemma) Weil ¢ hermitesch ist, ist z L y <— y L z.

¢) (Definition) Sei U C V ein Untervektorraum. Der orthogonale Untervek-
torraum U+ C V ist

Ut :={r eV |firalle y €U istz Ly}

d) (Definition) Das Radikal von ¢ ist Rad(¢) :== V+ C V.

e) (Definition) ¢ heifit nichtentartet, falls Rad(¢) = {0}. Falls Rad(¢) # {0}
ist, heifit ¢ entartet.
f) (Definition) Ein Element v € V' heift isotrop, falls es erfiillt:

o(v,v) =0 und v #0.
g) (Triviales Lemma) Offenbar ist jedes Element von Rad(¢) — {0} isotrop.

Lemma 12.6 (~ 9.8)
Sei 'V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum, ¢ : V x V. — C ei-
ne hermitesche Sesquilinearform, B = (by,...,b,) eine Basis von V und

A:=M(B,¢,B).
a) Sei U C V' ein Untervektorraum. Sei C = (cy, ..., ¢) eine Basis von U und
I' = (i) die (n x k)-Matriz mit ¢; =, vi;bi. Dann ist

rang ' = k& > rang (I‘” . A) ,
i n x
=0} ={> aib; [T"-A-| 1 | =0},
i=1

Tn

UL = {lebl | FtT'A'

i=1 Tn
dim U+ =n —rang(l'"" - A) >n — k=n —dim U,
dimU* + dimU > n.
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b) Insbesondere ist

T

Rad<¢):{zn:xibi|z~ | =0},

In

dim Rad(¢) = n —rang A = n — rang A.

c) ¢ ist nichtentartet <= det A # 0.
d) Wenn ¢ nichtentartet ist, ist

dimU* +dimU = n.

e) Wenn es keine isotropen Vektoren gibt (= Rad(¢) = {0} = ¢ ist nicht-
entartet), ist U N U+ = {0} und

UaUr=V.

Beweis: Wie Lemma 9.8, mit einer Komplikation: Man hat eine komplexe
Konjugation in der Rechnung

1

(b(cju szbz) = (’71]' .- "ynj) A
=1

Tn

Das = 0 setzen gibt ein “semilineares” Gleichungssystem. Durch komplexe
Konjugation erhélt man ein lineares Gleichungssystem. O

Bemerkungen 12.7 i) Weil A hermitesch ist, kann man im Gleichungssy-
stem fiir UL in a) A durch A" ersetzen.

ii) Sind A,T € M(n x n,C) und ist A hermitesch, so ist auch die Matrix
T . A-T hermitesch, denn

tr ==t

(Ttr,A.T) :(T ,Z‘T)tr:Ttr‘zt'r‘T:Ttr‘A‘T‘

Definition 12.8 (~ 10.11) Sei V ein endlich-dimensionaler unitérer Vektor-
raum mit Skalarprodukt ¢ : V x V — C.

Eine Basis (b1, ..., b,) heiBt Orthogonalbasis, falls b; L b; fir ¢ # j ist.

Eine Basis (by,...,b,) heiflt Orthonormalbasis oder kiirzer ON-Basis, falls
b; L b; fiir i # j und ||b;]| = 1 fiir alle ¢ ist. Die gleiche Bedingung kiirzer
geschrieben:

¢(b27 b]) = 5@]
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Satz 12.9 (~ 10.12) (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)
Nun ist V ein endlich-dimensionaler unitdarer Vektorraum mit Skalarprodukt
¢p:VxV—-C.

Mit den gleichen Formeln wie in 10.12 b) erhdlt man eine Orthogonalbasis
von V. Durch Normieren erhdlt man eine Orthonormalbasis von V. Auch
die Formeln in 10.12 d), mit denen die Koeffizienten eines beliebigen Vek-
tors beziiglich einer Orthogonalbasis berechnet werden, bleiben ohne Anderung
qgiiltig.

Beweis: Wie 10.12. O

Beispiel 12.10 Sei V ein zwei-dimensionaler C-Vektorraum mit Basis A =
(a1, az) und mit Skalarprodukt ¢ mit

dh. ¢lar,a1) = 2, @(as,a2) = 5, ¢(az,a1) = 3i, ¢(ar,a2) = —3i. Man
wendet das Gram-Schmidt-Verfahren an:

b1 = ai,
o(asz, by) P(az, ar)
by = ag— by =as — - a
? (b)) lan,a)
g3
= Q2 9 a1
Normieren:
1b1]* = @b, b1) = d(ar,a1) = 2,
by 1 b 1
cq = — =—-bj = —-ay,
' o~ v2 T v
31 31
Hb2H2 = ¢(b2, b2) = ¢(02 ) s a1, G — B} : al)
31 3i
= ¢(a2,a2) 5 ¢(a1,a2) - 5 : ¢(a2; al)
31 3
—5 ’ 5 Cb(al,al)
31 -3t . 9
9 9 9 1
= Pyt B0

b
C = —2 = \/5[?2

[\
=
N
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Satz 12.11 (~ 10.5) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei V' ein unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢. Dann gilt die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung:

|o(z, y)| < | - lyl| fir z,y € V,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis: Hier ist der Beweis fiir unitire Vektorrdume etwas komplizierter als
der fiir Euklidische Vektorrdume in 10.5.

Falls x = 0 oder y = 0 ist, sind beide Seiten gleich Null, und z und y sind
linear abhéngig.

Seien x # 0 und y # 0. Im Fall ¢(x, y) = 0 sind x und y nicht linear abhéngig,
und es ist ||z|| - [|y|| > 0 = |¢(x,y)|. Dann ist nichts mehr zu zeigen.

Sei also im folgenden ¢(z,y) # 0. Dann haben die Vektoren ﬁ und ﬁ
Lange 1. Es ist fiir jedes A € C

0 < oA T Y

< N T Wl e T Tl

IV RN &SV N N Li) INUPTE A
¢(||x||’||x||”( e ol ™ Gl 1) ™M 2Tl Tl

— 142.% (% i,i) %Y
e ( Yl Tol’)

Es gibt ein eindeutiges \g € S* (d.h. [Ao| = 1) mit arg Ay = 7 + arg(é(x, y))
und daher \q - ¢(z,y) = —|d(x, y)|. Es ist

— T Y ™ Ty
0§1+2-%<)\ -¢—,—)+)\)\ :2—2’¢—,—‘
0 U Tl T el Tl

also

|6(z, y)| < [lz]| - [lyll.

Bei Gleichheit ist

0= o(-% 42 LT 4y,
Iyl Tl

y
);
]

Iyl
also
LY
Iyl

Dann sind z und y linear abhéngig. Dafl umgekehrt Gleichheit gilt, wenn z
und y linear abhéngig sind, ist klar. O

B 0.
[E4|

)
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Definition/Korollar 12.12 (~ 10.7 - 10.9) (Norm und Metrik)

Sei V' ein unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢.

a) (Definition) Eine Norm auf einem C-Vektorraum ist eine Abbildung v :
V — R¢ mit den FEigenschaften (N1), (N2) (fir X € C) und (N3) von
Definition 10.7; d.h. sie ist praktisch genauso definiert wie eine Norm auf

einem R-Vektorraum.
b) (Korollar) Die Abbildung

IV = Rg, 2= Vé(z,z),
ist eine Norm auf V. Die Abbildung
d:V xV—Rg, (z,y) = |z =yl
ist eine Metrik auf V.
Beweis: Wie 10.8 und 10.9. O

Satz 12.13 (Hauptminorenkriterium)

Sei A = (a;j) € M(n x n,C) eine hermitesche Matriz.

a) (Definition) A heifit positiv definit, wenn Sesqy (Definition in Beispiel
12.3 iii)) positiv definit ist.

b) (Definition) Die Hauptminoren der Matrix A sind die Determinanten
det A;, der Untermatrizen

Ak = (aij)i,jZI .... L € M(l{? X k,R) fir k = ]_,2, o, N

c) (Satz) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv
sind.

Beweis: a) und b) Definitionen.

c) = 1. Schritt: Es sei A positiv definit. Gezeigt wird det A > 0.

Es sei ¢ := Sesq, die (nach Beispiel 12.3 iii)) zugehorige Sesquilinearform auf
dem Spaltenvektorraum M (n x 1, C). Das Orthogonalisierungsverfahren von
Gram-Schmidt (Satz 12.9) liefert eine Basis B, so daB8 M (B', ¢, B’) eine Dia-
gonalmatrix mit Eintrdgen ay, ..., a,, > 0 ist. Sei B := die Standardbasis des
Spaltenvektorraums und 7" := M (B, B’) € GL(n,C) die Basiswechselmatrix.
Wegen Satz 12.4 d) ist

(05} 0
= M(B',¢,B) = M(B, B')”-M(B, o, B)-M(B,B") = T AT.
0 oy,
Dabher ist

0 < ag-.-a,=detT" -det A-detT
= detT -detT -det A =|detT|* - det A,
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also det A > 0.

2. Schritt: Sesq 4 ist auch auf jedem Unterraum von M (nx 1, C) positiv definit,
insbesondere auf dem Raum span(ey, ..., ex). Der 1. Schritt angewandt auf
diesen Unterraum zeigt det Ax > 0.

<: Mit Induktion nach n.

Induktionsanfang, n = 1: klar.

Induktionsannahme: Fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen gilt das Hauptminoren-
kriterium.

Induktionsschritt von n — 1 nach n: Es seien alle Hauptminoren von A po-
sitiv. Sie umfassen alle Hauptminoren von A,_;. Nach Induktionsannahme
ist daher A, _; positiv definit. Wie oben schliefit man: Es gibt eine Matrix
T e GL(n—1,C) mit

(03] 0
Ttr . An,1 . T =

0 Q1
und aq, ..., a,_1 alle > 0. Sei

0

T = T o | ecLmo).
0 01

Dann ist _

a1 B
T AT = ' :

Qn—1 Bn— 1

61 e 671—1 ‘ ﬂn
mit 3y, ..., fp—1 € C und 3, € R, denn Tt . A-T ist hermitesch. Die Matrix

4!
S = Ep : € GL(n,C) mit~y, = —&
Yn—1 0%}
0 0] 1
erfiillt
o aq 0
S (.4 T). 5=
0 Qy,

mit einem «,, € R. Wegen det A > 0 ist
ar o = |det S+ [det TJ? - det A > 0.

Daher ist auch «;,, > 0, und A ist positiv definit. O
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Beispiele 12.14 i) Sei r > 1. Die Hauptminoren der Matrix

sind % > (0 und
=

Daher ist die Matrix positiv definit.
ii) Sei z € C. Die Hauptminoren der hermiteschen Matrix

3z

z 2
sind 3 und 3-2 — 2 -z = 6 — |2]%. Die Matrix ist genau dann positiv definit,
wenn |z| < V6 ist.
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13 Selbstadjungierte Endomorphismen

Das Ziel in diesem Kapitel ist es, den Spektralsatz fiir symmetrische Matri-
zen (Satz 10.22 bzw. 13.8) und verwandte Sétze zu beweisen. Dazu werden
Endomorphismen auf unitdren und Euklidischen Vektorrdumen betrachtet,
zuerst simultan, spéiter getrennt. In diesem Kapitel sind alle Vektorrdume
endlich-dimensional.

Satz/Definition 13.1 a) Sei V' ein n-dimensionaler unitirer oder Euklidi-
scher Vektorraum mait Skalarprodukt ¢. Sei f :V — V' ein Endomorphismus
von V.

(Satz) Es gibt einen eindeutigen Endomorphismus f*:V — V mit

O(f*(v),w) = ¢(v, f(w)) fiir alle v,w € V.
Er erfillt auch

B(f(0),w) = 6(v, f*(w))  fiir alle v,w € V
Definition) Er heifit der zu f adjungierte Endomorphismus.
(Defi ) B f adjung D

b) (Definition) Die zu einer Matrix A € M(n x n,C) adjungierte Matriz
A* € M(n x n,C) ist die Matrix

tr

A=A = At

Im Spezialfall A € M(n x n,R) ist die adjungierte Matrix A* einfach die
transponierte Matrixz A,

c¢) (Satz) Ist in der Situation von a) B = (by,...,b,) eine ON-Basis von V,
50 st

M(B, f*,B) = M(B, f,B)".

In Worten: Wenn B eine ON-Basis ist, ist die zum adjungierten Endo-
morphismus [* gehorige Matriz die adjungierte der zum Endomorphismus
f gehorigen Matriz.

Beweis: b) Definition.
a) und c) Sei B = (by, ..., b,) eine ON-Basis von V.

Behauptung: Ein Endomorphismus g : V. — V erfiillt

o(g(v),w) = ¢(v, f(w)) fiir alle v,w €'V

genau dann, wenn
M(B,g,B) = M(B, f,B)*

qgilt.
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Beweis: gleich. Satz 5.11 b) gab eine 1-1 Korrespondenz zwischen Matrizen
und linearen Abbildungen bei gegebenen Basen. Daraus folgt die Existenz
und die Eindeutigkeit einer Abbildung g mit M (B, g,B) = M (B, f,B)*. Nun
gibt die Behauptung die Existenz und Eindeutigkeit der adjungierten Abbil-
dung f* in a) und die Formel in ¢). Aus

o(f(v),w) = d(w, f(v)) = o(f*(w),v) = ¢(v, f*(w))

folgt die zweite Gleichung in a).

Beweis der Behauptung im komplexen Fall: Weil B eine O N-Basis ist, ist
fiir

v:inbi und w:Zyibi mit z,y € M(n x 1,C)
i=1

i=1

dlv,w) = a2 =a2"-7.
=1

Erinnerung an Satz 5.11 a):

T — B-x
x M(nx1,C) — V
! ! Ly
M(B,g,B)-x M(nx1,C) — V
x — B-x

Dabher ist

o(g(v),w) = (M(B,g,B) z)""-

und  ¢(v, f(w)) = - (M(B, f,B)-y)

Daraus folgt die Behauptung.
Beweis im reellen Fall: genauso. O

Definition 13.2 Eine Matrix A € M(n x n,K) mit K = C bzw. K = R
heifit unitdr bzw. orthogonal, falls A invertierbar ist und

A =AY dh AT = A baw. AT = A7
gilt.

Lemma 13.3 Eine Matriv A € M(n x n, K) mit K = C bzw. K = R ist
genau dann unitdr bzw. orthogonal, wenn die Spalten eine ON -Basis von
M(n x 1, K) beziglich des Standardskalarprodukts bilden.
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Beweis: A* = A~ !ist dquivalent zu A*-A = F,, und auch zu A"-A = E,,. Die
letzte Gleichung ist dquivalent dazu, dafl die Spalten von A eine O N-Basis
von M(n x 1, K) fir K = R bzw K = C beziiglich des Standardskalarpro-
dukts bilden. 0.

Bemerkungen/Beispiele 13.4 i) Eine reelle Matrix ist natiirlich genau
dann orthogonal, wenn sie unitéar ist. Man benutzt meistens die Bezeichnung
orthogonal.

ii) Eine unitdre Matrix A erfiillt |det A| = 1, eine orthogonale Matrix A hat
Determinante det A = £1; beides gilt wegen A" - A = E,, also

1 =detE, = det A" - det A = det A - det A = | det A|*.
iii) Klassifikation der orthogonalen 2 x 2-Matrizen:

Eine reelle 2 x 2-Matrix A = (ZH 312) ist genau dann orthogonal, wenn
21 Q22

ihre Spalten (a11> und (a12) eine ON-Basis des M(2 x 1,R) bilden. Es

21 22

gibt ein eindeutiges « € [0,27) mit (an) _ (COS O‘)‘ Dann ist (Zm) _

a921 SiIl 8 29
—sin o
+ , also
COS «v

s <Cos a F(—sin a)) ‘

sin o + cos «

Im Fall “4” ist das eine Drehmatrix, im Fall “—” ist es eine Spiegelungsma-
trix. Das wird im Beispiel 14.3 genauer behandelt.

iv) Beispiele orthogonaler 3 x 3-Matrizen:

1 1 1
0 CQS a —sina |, ?g _\/Li %%
0 sina cosa e 0 -2

v) Klassifikation der unitéren 2 x 2-Matrizen (Beweis Ubung): Die Abbildung

{(0,6.GG) | a€f0.5]Gi GG e s,
¢ =1 falls a = 0, Q:lfallsa:g}

— { unitére 2 x 2-Matrizen}

(a,C1,C2,CG3) = (Cl'COSO‘ —(3 - sina )

G -sina (o-(3-( -cosa
ist eine Bijektion.

vi) Unitdre und orthogonale Matrizen und auch unitdre und orthogonale
Endomorphismen werden (weiter) in Kapitel 14 behandelt.
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Definition/Lemma 13.5 a) (Definition) Sei V ein n-dimensionaler
unitdirer oder Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢. Ein Endomor-
phismus f:V — V von V heifit selbstadjungiert, falls

f=r

gilt. Hier ist f* der adjungierte Endomorphismus (Satz/Definition 13.1). Al-
so ist eine Abbildung genau dann selbstadjungiert, wenn gilt:

o(v, f(w)) = o(f(v),w) fir alle v,w € V.

(Manche Autoren benutzen die Bezeichnungen hermitesch im komplexen Fall
und symmetrisch im reellen Fall).

b) (Lemma) Sei B eine ON-Basis von V. Dann gilt:
f ist selbstadjungiert <= M (B, f,B) ist hermitesch bzw. symmetrisch.

Beweis: a) Definition.

b) Das folgt aus Satz 13.1 ¢) und aus der Definition von hermiteschen und
symmetrischen Matrizen: A" = A bzw. A" = A (Definition 12.4 e) und
Bemerkung 9.5 ¢)). O

Bemerkungen 13.6 i) Eine n x n-Matrix A = (a;;) ist hermitesch, wenn
die Diagonaleintrége a;; reell sind und die anderen Eintrége (i # j) a;; = a@;;
erfiillen. Daher ist die Menge aller hermiteschen n x n-Matrizen kein C-
Vektorraum. Aber sie ist ein R-Vektorraum der Dimension

(n—1) 2

n
2-—: .
n + 5 n

Die Menge der reellen symmetrischen n x n-Matrizen ist ein R-Vektorraum

) . 1
der Dimension %

ii) Die néchsten beiden Sitze geben die zentralen Strukturaussagen fiir:

1. Selbstadjungierte Endomorphismen iiber C (abstrakte Situation),

2. Hermitesche Matrizen (Ubergang zu Matrizen),

3. Symmetrische Matrizen (Spezialisierung auf reelle Matrizen),

4. Selbstadjungierte Endomorphismen iiber R (Ubergang zur abstrakten Si-
tuation).

Die Resultate werden in dieser Reihenfolge entwickelt. Die Beweise fiir die
Resultate iiber C sind wegen des Fundamentalsatzes der Algebra (komplexe
Polynome zerfallen in Linearfaktoren) etwas einfacher als die Beweise fiir die
Resultate iiber R.

iii) Bei hermiteschen und symmetrischen Matrizen hat man zwei natiirliche
und sehr verschiedene Deutungen: als Endomorphismen und als Sesquilinear-
formen bzw. Bilinearformen. Die Sétze 13.7 und 13.8 folgen der Deutung als
Endomorphismen. Dagegen folgen Satz 13.9 und Korollar 13.11 der Deutung
einer symmetrischen Matrix als symmetrische Bilinearform.
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Satz 13.7 (Spektralsatz fir selbstadjungierte Endomorphismen iber C und
fiir hermitesche Matrizen).

a) (Abstrakte Version) Sei V' ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum mit
Skalarprodukt ¢, und sev f : V' — V' ein selbstadjungierter Endomorphismus.
Dann gilt:

(i) Alle Eigenwerte X\ von f sind reell.

(ii) Es gibt keine Jordanblocke aufler denen der Groffe 1 x 1, d.h. f ist
diagonalisierbar, d.h. Hau(f, \) = Eig(f, \) fir alle Eigenwerte \.

(iii) Verschiedene Eigenrdume sind orthogonal, d.h.

Eig(f, A1) L Eig(f, Ao) fiir alle Ay # Ao.

Wegen (ii) und (iii) gibt es eine ON-Basis von V' aus Eigenvektoren von f.

b) (Matriz-Version) Sei A € M(n x n,C) eine hermitesche Matriz. Dann
gelten die Aussagen (i), (ii) und (iii) von a) genauso.

Es gibt eine ON -Basis von M (n x 1,C) beziglich des Standardskalarproduk-
tes, die aus Eigenvektoren von A besteht. Ist T eine Matrix, deren Spalten
eine solche ON -Basis bilden, so ist T unitdr, und es ist

At

Tﬁl.A.T: T ;
An

hier sind Ay, ..., \, € R die Eigenwerte von A.

Beweis: a) (i) Wegen des Fundamentalsatzes der Algebra zerfillt das cha-
rakteristische Polynom von f in Linearfaktoren. Die Nullstellen sind die Ei-
genwerte von f. Sei v € V — {0} ein Eigenvektor von f mit Eigenwert A € C.
Dann ist ¢(v,v) > 0 und

)\'Qb(vav) = ¢()"U?U):¢(f(v)a )

<

Wegen ¢(v,v) > 0 ist A reell.

(ii) Mit Induktion iiber die Dimension n von V.

Induktionsanfang, n = 1: trivial.

Induktionsannahme: Fiir einen selbstadjungierten Endomorphismus eines
unitéren Vektorraums der Dimension < n — 1 gilt (ii).

Induktionsschritt: Sei wieder v € V —{0} ein Eigenvektor von f mit Eigenwert
A € C (wegen (i) ist A € R, aber das ist im Moment unwichtig.) Sei W :=
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(C-v)t. Dann ist V = C-v & W wegen Lemma 12.6 e), und W ist mit
der Einschriankung von ¢ ein unitérer Vektorraum der Dimension n — 1. Fiir
we W gilt

o(v, f(w)) = ¢(f(v),w) = A-d(v,w) = A-0=0.

Also ist
fW) cw.

Daher ist f|y ein selbstadjungierter Endomorphismus von W. Nach Induk-
tionsannahme zerfallt W in Eigenrdume von f. Wegen V = C-v @ W zerfillt
auch V' in Eigenrdume von f.

(iii) Satz 8.18 gibt eine direkte Summe V' = @, pigenyert £ig(f; A). Sind v
und v, zwei Eigenvektoren mit verschiedenen Eigenwerten A; und Ao, so ist

0 = ¢(f(vl)av2) - ¢(U1, f(U2))
= (A1 —X2) - ¢(v1,v2) (die Eigenwerte sind reell),

also ¢(vy1,v2) = 0. Daher kann man die direkte Summe oben eine orthogonale
direkte Summe nennen.

ON-Basen der einzelnen Eigenrdume Eig(f, A) geben zusammen eine ON-
Basis von V' aus Eigenvektoren von f.

b) Der Endomorphismus
la:M(nx1,C)— M(nx1,C), b— A-b

ist nach Lemma 13.5 b) selbstadjungiert, denn A = M (B,l4,B) mit B :=
Standardbasis des M (n x 1, C). Man wendet a) auf f : =14 und V := M(n x
1, C) mit dem Standardskalarprodukt an.

Die Matrix T ist nach Lemma 13.3 unitédr. Weil sie aus Eigenvektoren von A

besteht, ist 7!+ A-T diagonal mit den Eigenwerten von A in der Diagonalen.
O

Satz 13.8 (Spektralsatz fir symmetrische Matrizen und selbstadjungierte
Endomorphismen tiber R)

a) (Matriz-Version) Sei A € M(n x n,R) symmetrisch.

Seine FEigenwerte sind reell. Die Matrix A ist diagonalisierbar. Die Fi-
genrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Daher (und wegen Satz 8.18) gibt es eine ON -Basis von M (nx1,R) beziglich
des Standardskalarproduktes, die aus Eigenvektoren von A besteht. Ist T eine
Matriz, deren Spalten eine solche ON -Basis bilden, so ist T orthogonal, und
es ist

M
T_IAT: :
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hier sind Ay, ..., A\, € R die Eigenwerte von A.

b) (Abstrakte Version) Sei V' ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum
mit Skalarprodukt ¢, und sei f : V — V ein selbstadjungierter Endomorphis-
mus. Dann gilt:

(i) Alle Eigenwerte X\ von f sind reell.

(ii) Es gibt keine Jordanblocke aufer denen der Grofle 1 x 1, d.h. f ist
diagonalisierbar, d.h. Hau(f, \) = Eig(f, \) fir alle Figenwerte \.

(i11) Verschiedene Eigenrdume sind orthogonal, d.h.

Eig(f, A1) L Eig(f, \y) fur alle Ay # As.

Wegen (ii) und (iii) gibt es eine ON-Basis von V' aus Eigenvektoren von f.

Beweis: a) Eine symmetrische Matrix A € M(n x n,R) ist, als komplexe
Matrix aufgefait, hermitesch. Daher gilt Satz 13.7 b) fiir sie. Insbesondere
sind alle Eigenwerte reell. Das charakteristische Polynom p4(t) zerféllt in
R[t] in Linearfaktoren . Daher ist

Mnx1,R) = @5 Haug(4,)) (Satz8.18)
A Eigenwert

= @ Eig]R(Av )‘)

A Eigenwert

(A hat nur Jordanblocke der Grofe 1).

Also ist A diagonalisierbar. Weil die Einschrinkung des Standardskalarpro-
duktes von M(n x 1,C) auf M(n x 1,R) dessen Standardskalarprodukt ist,
sind verschiedene Eigenrdume orthogonal.

Die Matrix T' ist nach Lemma 13.3 orthogonal. Weil sie aus Eigenvektoren
von A besteht, ist 77! - A - T diagonal mit den Eigenwerten von A in der
Diagonalen.

b) Man wihlt irgendeine ON-Basis A des Euklidischen Vektorraums V. Die
Matrix A := M (A, f,A) ist symmetrisch nach Lemma 13.5 b). Man wendet
Teil a) an und erhélt eine orthogonale Matrix 7" mit

A1
T A-T=
An

mit A, ..., A, € R. Man definiert die neue Basis B := A-T; esist M(A,B) =T
die Basiswechselmatrix. Weil T" orthogonal ist, ist auch B eine ON-Basis:

M<Ba¢7B)ZTtrM(A7¢7A)T:TtTEnT:TtrT:En
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Und es ist
M(B, f,B)=M(B,A) - M(A, f,A) - M(A,B) =T - A-T.

Also ist B eine O N-Basis aus Eigenvektoren von A mit reellen Eigenwerten.
(Il

Satz/Definition 13.9 (Satz von Sylvester, = Satz 10.23)
a) (Abstrakte Version) Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und
¢:V xV — R eine symmetrische Bilinearform. Sei

ry = max(dimU | U ist ein Untervektorraum von V,
auf dem ¢ positiv definit ist,

ro = dimRad(¢),

r— = max(dimU | U ist ein Untervektorraum von V,

auf dem ¢ negativ definit ist.
Es gibt Unterrdume Uy,Us CV mit den Eigenschaften

V = U; @ Rad(¢) @ Us,
U1 1 U2 (dh (51 1 U9 fir alle uy € Ul,UQ S UQ),
¢ ist positiv definit auf U; und negativ definit auf U,.

(Beir, =nistUy =V, beiry =0 ist Uy = {0}, sonst ist Uy nicht eindeutig;
analoges gilt fir r— und Us.) Es gilt immer:

dimU; =ry, dimU;=r_.

Das Tripel (ry,ro,r_) heifst Signatur von ¢.
b) (Matriz-Version) Sei A € M(n x n,R) symmetrisch. Seien \i, ..., \, € R
die Eigenwerte von A. Jedes T € GL(n,R) mit

(03] 0
TU.ALT =
0 oy,
fiir gewisse ay, ..., a, € R erfillt
(die Anzahl der positiven «;) = (die Anzahl der positiven \;) =: 7,
(die Anzahl der a; =0) = (die Anzahl der \; = 0) =: o,
(die Anzahl der negativen ;) = (die Anzahl der negativen \;) =: r_.

Das Tripel (ry,ro,r_) heifst Signatur von A. Die Zahlen erfiillen auch

ry+ro+r_-=n und ryg=n—rangA.
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Beweis: a) 1. Schritt: Es gibt Unterrdume Uy, Uy C V' mit den Eigenschaf-
ten

V =U; @ Rad(¢) @ Us,
U1 1 U2 (dh (51 1 U9 fir alle uy € Ul,UQ € UQ),
¢ ist positiv definit auf U; und negativ definit auf Us,.

Beweis: Man wihlt irgendeine Basis B von V. Die Matrix M (B, ¢, B) ist reell
und symmetrisch. Man wendet Satz 13.8 a) an und erhilt eine orthogonale
Matrix T, so dafl T - M (B; ¢, B)-T eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten
Ay -y Ay € Rvon M (B, ¢, B) in der Diagonalen ist. Man erhilt die neue Basis
C = (c1,...,cy) = B-T. Dann ist

A 0
M(C,¢,C):TtTM<B,¢,B)T: ’
0 A
Daher ist
Uy = span(q | ¢(ci,¢;) > 0),
Uy := span(c; | ¢(ci,¢;) <0),

Rad(¢) = span(c; | ¢(c;,c;) =0)

eine Zerlegung V = U; @ Rad(¢) @ Us mit U; L Uy und ¢ positiv definit auf
Uy, negativ definit auf Us. (O)
Wir fixieren eine solche Zerlegung V = U; @ Rad(¢) @ Us.

2. Schritt: Ist U] C V irgendein Unterraum, auf dem ¢ positiv definit ist,
SO ist

Uy N (Rad(¢) & Uz) = {0}

und
dim U{ < dimU;.

Analog fiir US, auf dem ¢ negativ definit ist.

Beweis: Annahme: v € U] N (Rad(¢) & Us) und v # 0.

Dann ist ¢(v,v) > 0 wegen v € U] und ¢(v,v) < 0 wegen v € Rad(¢) @ Us.
Widerspruch. Also ist U] N (Rad(¢) ® Uy) = {0} und U; @ Rad(¢) @ Uy C V
und

dim U] + dim Rad(¢) + dim U,
<dimV = dimU; + dimRad(¢) + dim Us,

also dim U] < dim Uj. (0)
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3. Schritt: Aus dem 2. Schritt folgt
ry =dimU; und r_ = dim Us,.

Nun folgt auch ry +rg+r_ =n. (O)

b) Satz 13.8 a) liefert eine spezielle, namlich eine orthogonale Matrix 7', fiir
die gilt

/\1 0

T"-A-T=T"'"AT= ,

0 An
Das erfiillt natiirlich den Satz. Daher ist “blof3” zu zeigen, dafl bei einem
beliebigen T' € GL(n,C) die Anzahl der «;, die positiv/= 0/negativ sind,
unabhéngig von T ist. Das wird mit Hilfe von a) gemacht.
Sei V irgendein K-Vektorraum der Dimension n und B irgendeine Basis von
V. Die Bilinearform ¢ := Bils g (Satz/Definition 9.3 a)) ist symmetrisch
und erfiillt M (B, ¢, B) = A.
Mit T geht man zu einer Basis C mit Basiswechselmatrix 7' = M (B, C) iiber.
Die Matrix M(C,$,C) = T" - A- T ist eine Diagonalmatrix. Wir betrachten
die Zerlegung V' = U; & Rad(¢) @ Uy vom 1. Schritt in b).
Offenbar ist

dimU;, = (die Anzahl der positiven «;),
dimRad(¢) = (die Anzahl der «; = 0),
dimU, = (die Anzahl der negativen «;).

Das Tripel (dim Uy, dim Rad(¢), dim Uy) ist zugleich die Signatur von ¢ und
daher nach a) unabhéngig von der Wahl von T O

Bemerkungen 13.10 (i) Es gibt auch einen Satz von Sylvester fiir hermi-
tesche Sesquilinearformen und hermitesche Matrizen. Er lautet fast genauso
wie Satz 13.9.

(ii) Das nédchste Korollar ist blo eine Uminterpretation des Spektralsatzes
13.8, wenn man symmetrische Matrizen nicht mit selbstadjungierten Endo-
morphismen, sondern mit symmetrischen Bilinearformen verkniipft.

(iii) Die Bezeichnung Hauptachsentransformation wird in den Beispielen
13.13 erldutert. Mit Hilfe der quadratischen Form (Definition 13.12) einer
symmetrischen Bilinearform (bzw. symmetrischen Matrix) wird die Geome-
trie hinter der Hauptachsentransformation beleuchtet.

Korollar 13.11 (zu Satz 15.8, Hauptachsentransformation)
a) (Matriz-Version) Sei A € M(n x n,R) symmetrisch.



153

Es gibt eine orthogonale Matrix T mit

A1
T AT =
An

Hier sind M, ..., \, € R die Figenwerte von A.

b) (Abstrakte Version) Sei V' ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum
mat Skalarprodukt ¢, und set ¢ : 'V XV — R eine zweite symmetrische
Bilinearform.

Dann gibt es eine ON-Basis B von V' beziiglich ¢, so dafs

A
M(B,y,B) =
An
mit A, ..., A\, € R ist.
Beweis: a) Das folgt sofort aus Satz 13.8 a). Denn daf§ die Matrix 7" dort
orthogonal ist, sagt gerade 7! = T,
b) Man wéhlt irgendeine ON-Basis A von V. Die Matrix A := M(A, v, A)

ist symmetrisch. Nach Teil a) gibt es eine orthogonale Matrix 7" mit

A1
Tt'r‘ . A T = . :
An
hier sind Ay, ..., A\, € R die Eigenwerte von A.
Weil T' orthogonal ist, ist auch die Basis B = A - T eine ON-Basis von V

beziiglich ¢. Die Matrix T ist die Basiswechselmatrix M (A, B). Es ist nach
Satz 9.3 d)

M(B,,B) = M(A,B)" - M(A ¥, A) - M(A,B)=T"-A-T.
O

Definition/Lemma 13.12 (Quadratische Form) Sei K ein Kérper mit
char(K) # 2, und sei V' ein K-Vektorraum.

a) (Definition) Sei ¢ : V x V. — K eine symmetrische Bilinearform. Ihre
quadratische Form q, 1V — K st definiert durch

7s(v) = ¢(v,v).

b) (Lemma) (Polarisierung) Man erhdilt eine symmetrische Bilinearform ¢ :
V xV — K aus ihrer quadratischen Form g, mit der Formel zuriick:

B(0,) = 3 (as(0 + ) — 45(0) — go(w))
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Beweis: a) Definition.
b)

Sa0(0 ) — 45(0) — go(w)) = (O +wv -+ w) — 6(v,0) ~ plw,w))

2
1
= {00, w) + 6w, 0)) = o(v,w).
(]
Beispiele 13.13 (i) Eine symmetrische Matrix A € M(n x n,R) definiert
eine symmetrische Bilinearform Bily auf M(n x 1,R) und daher auch eine

quadratische Form g4 := ggu, : M(n x 1, R) — R.
Im Fall n =2 und A = (a;;) ist

Q11 A12 T 2 2
QA(ZE) = (xl 1-2) . (a 4 . . = a11T] =+ 2(112.1‘11‘2 + A22T4.
12 22 2

(ii) Nach Korollar 13.11 existiert eine orthogonale Matrix 7" € GL(2,R), so

daf
A O
tr X — 1
T A-T (0 )\2>

ist. Dann sind die Spalten von 7" eine O N-Basis von M (2 x 1, R) und Eigen-
vektoren von A. Es sind (y1,y2) mit

~(2)-)

die Koordinaten auf M (2 x 1,R) & R? zu dieser ON-Basis.

SKIZZE IN DER VORLESUNG

Beziiglich dieser Koordinaten nimmt die quadratische Form die einfache Ge-
stalt

qa = Myt + Aoy

an, denn
A0
2 2 _ . 1 (Y1
My + Ay = (Y1 y2) (0 A2> (y2>
= (i) T7-A-T- (yl)
Y2

(iii) Nun ist es interessant, die Niveaulinie ¢ ;' (1) = {(z1, z2) | ga(z1, 22) = 1}
zu studieren.
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Im Fall Ay > 0, Ay > 0 ist sie eine Ellipse.

SKIZZE IN DER VORLESUNG

Im Fall A\; > 0, Ay < 0 ist sie eine Verallgemeinerung der klassischen Hyper-
bel.

SKIZZE IN DER VORLESUNG

Die (bei A\; # Ay 1-dimensionalen) Eigenrdume von A sind gerade die Sym-
metrieachsen, die Hauptachsen der Ellipse und der Hyperbel.

Die Hauptachsentransformation (Korollar 13.11) ist der Koordinatenwechsel
zu Koordinaten, die diesen Hauptachsen = Eigenrdumen angepafit sind. Daf3
die Hauptachsen orthogonal zueinander sind, ist ein wesentlicher und schéner
Teil der Geometrie hier.

(iv) Der Satz von Sylvester (13.9 und 10.20) wird oft Tragheitssatz von Syl-
vester genannt, weil er wegen Korollar 13.11 die Vorzeichen der Eigenwerte
einer symmetrischen Matrix betrifft und weil die zugehorigen Eigenrdume
nicht nur Hauptachsen, sondern auch Trdgheitsachsen genannt werden.
Dieser letzte Name ist durch physikalische Betrachtungen zu rotierenden
Korpern motiviert: Dort hat man eine positiv definite symmetrische 3 x 3-
Matrix, deren Eigenrdume die Trégheitsachsen eines gegebenen Korpers sind.
EvTL. SKI1ZZE ZUM ELLIPSOID IN DER VORLESUNG
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14 Orthogonale und unitire Automorphis-
men

In diesem Kapitel werden Automorphismen von endlich-dimensionalen
unitdren und Euklidischen Vektorrdumen betrachtet. Bei Euklidischen Vek-
torrdumen sind das einfach die Automorphismen, die Léngen und Winkel
erhalten. Besonders anschaulich ist das in den Féallen von zwei- und dreidi-
mensionalen Vektorrdumen.

Definition 14.1 Sei V' ein n-dimensionaler unitérer bzw. Euklidischer Vek-
torraum mit Skalarprodukt ¢. Ein Endomorphismus f : V' — V heifit unitdir
bzw. orthogonal, falls

o(v,w) = o(f(v), f(w)) fur alle v,w eV
ist.

Lemma 14.2 a) Sei 'V ein n-dimensionaler unitirer bzw. Euklidischer Vek-
torraum mit Skalarprodukt ¢, und sei f 'V — V' ein Endomorphismus. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

() f ist unitdr bzw. orthogonal,

(B) [ ist invertierbar, und es gilt:
e
(v) Ist B eine ON-Basis, so ist die Matriz M (B, f,B) unitir bzw. or-
thogonal.

b) Seien V, ¢, f wie in a), und () — () sollen gelten. Dann erhdlt f das
Skalarprodukt, die Norm und die Metrik auf V', also auch die Lingen von
Vektoren. Im reellen Fall erhdlt f auch die Winkel.

c)Im FallV =M(nx1,K) mit K =R oder K =C und A € M(n xn,K)
qgilt:

A ist unitdar bzw. orthogonal <= 14 :V — V ist unitir bzw. orthogonal.
Beweis: a) (o) <= () : Wenn («) gilt, ist wegen ||f(v)]| = ||v] firv e V
der Endomorphismus f injektiv. Weil V' endlich-dimensional ist, ist f auch

surjektiv, also invertierbar. Daher ist f stets invertierbar, egal ob man mit
() oder () startet. Nun folgt die Aquivalenz (o) <= () aus

¢(f (), f(w)) = o(f*(f(v)), w)
und aus Definition 14.1.
(B) <= (y) : Das folgt aus Satz 13.1 ¢) und aus M(B,f~!,B) =
M(B, f,B)~! (Satz 5.11 d)).
b) Klar. ¢) Das folgt aus a) (a) <= (7). O.
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Beispiel 14.3 (Der Fall 2 x 2 bzw. dim V' = 2)
Eine unitdre Matrix A erfiillt nach 13.4 ii) det A € S*, und eine orthogonale
Matrix A erfiillt det A € {+1}.

Die orthogonalen 2 x 2-Matrizen waren in 13.4 iii) klassifiziert:

cosa —Ssino
sina  cos«

{A € GL(2,R) | A ist orthogonal,det A = 1} = {( ) |a € [0,2m)}.
Die orthogonale Abbildung 4 auf M (2 x 1,R) ist eine Drehung um den
Winkel «. Sie erhélt die Orientierung (das pafit zu det A = 1).

SKIZZE IN DER VORLESUNG

cosa sSino
sinaw —cosa

{A € GL(2,R) | A ist orthogonal,det A = —1} = {( ) |a € [0,2m)}.

Behauptung: Diese Matriz hat die Figenwerte +1 und —1 und die (orthogo-
nalen) Figenvektoren (Zi: g) und (_(jslnf). Sie ist daher eine Spiegelung

2

2

e
an der Geraden R - (;?Sg . Sie ist orientierungsumkehrend (das pafit zu
2

det A= —1).
SKIZZE IN DER VORLESUNG

1. Beweis: Durch Nachrechnen,

cosa sina cos % _ COS & * COS % -+ sin a sin % _(cos %
sina —cos« sin % sin « - cos % — COS o sin % sin %
.. ; e o
( Additionstheorem von e - e™'2 =¢'2),
cosa  sina —sin% B —cosq - sin% —|—sinasin% - —sin%
sinae — cos« cos% —sin o - sin% — Cosacos% cos% ’

2. Beweis: Mit geometrischen Argumenten und mit der Gleichung

cosa  sSinw _ [cosa —sina 1 0
sin — cos« sin  cosa 0 —-1/°

Interpretation dieser Gleichung: Man fiihrt zuerst eine Spiegelung an der Ge-

raden R - (1

0) aus, danach eine Drehung um den Winkel a. Die Komposition

ist eine Spiegelung an der Geraden R - (Z?r? g)
2

1

O> bildet den Vektor

Begriindung: Die Spiegelung an der Geraden R - <

—Q

(COS 5) auf den Vektor (23: 7) ab, die Drehung bildet diesen Vektor

LY —a
sin 5 B
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cos § cos &
wieder auf den Vektor ( . 2) ab. Also ist ( . §> ein Kigenvektor zum
sin § sin §

Eigenwert 1.
SKIZZE IN DER VORLESUNG '
Weil [4 Winkel erhélt, mufl der orthogonale Vektor (_(jcs)lnf) wieder auf

einen orthogonalen Vektor abgebildet werden, also notwendigerweise auf +1

mal sich selber. Wegen det A = —1 ist der zweite Eigenwert —1, also wird

der Vektor _Csmf) auf —1 mal sich selber abgebildet O

Man kann diese Klassifikation von orthogonalen 2 x 2-Matrizen auf ortho-
gonale Automorphismen eines zweidimensionalen Euklidischen Vektorraums
iibertragen: Es gibt da nur Drehungen und Spiegelungen, die orthogonalen
Automorphismen mit det = +1 sind Drehungen, die orthogonalen Automor-
phismen mit det = —1 sind Spiegelungen.

Lemma 14.4 (Der Fall dimV = 3 bzw. 3 x 3)
Sei V' ein dreidimensionaler Fuklidischer Vektorraum und f : V. — V ein
orthogonaler Automorphismus. Fs ist det f = +1.

1. Fall, det f = +1: Dann ist f eine Drehung um einen Winkel o € [0, 2m)
an einer orientierten Drehachse R-by mit ||by|| = 1. Ist (be, bs) eine ON-Basis
von (R - by)*t, so ist B = (by,by,bs) eine ON-Basis von V und

1 0 0
M(B,f,B)=10 cosa —sina

0 sina cosa

SKIZZE IN DER VORLESUNG (MIT DER “RECHTE-HAND-REGEL")
Insbesondere ist by ein Figenvektor von f mit Eigenwert 1. Im Fall o € [, 2m)
kann man dieselbe Drehung als Drehung um den Winkel 2w — o € (0, 7] an
der orientierten Drehachse RT - (—=by) deuten.

2. Fall, det f = —1: Dann ist f eine Drehspiegelung, d.h. eine Komposition
einer Drehung § um einen Winkel o € [0,27) an einer Drehachse R - by
mit ||b1]] = 1 und einer Spiegelung o an der Ebene (R - by)*. Dabei ist die
Reihenfolge von Drehung und Spiegelung egal, denn sie kommutieren,

f=0o00=000.
Insbesondere ist
Eig(6,1) D R - by, Eig(o,1) = (R-b;)*, Eig(o,—1) =R - by.

SKIZZE IN DER VORLESUNG
Hier wird der Fall o = 0 nicht ausgeschlossen. In dem Fall ist 6 = id, und
f = o st einfach eine Spiegelung.
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Ist (by, b3) eine ON-Basis von (R -by)*, so ist B = (by, by, bs) eine ON-Basis
von V' und

-1 0 0
M(B, f,B) = 0 cosa —sina |,

0 sina cosa

1 0 0
M(B,0,B) = [0 cosa —sina |,

0 sina cos«

-1 0 0
M(B,o,B) = 0O 1 0

0 01

Beweis: Es ist det f = £1 wegen 13.4 ii). Das charakteristische Polynom
ps(t) hat wegen pr(t) € R[t] und wegen degpy(t) = 3 entweder eine reelle
und zwei konjugiert komplexe Nullstellen oder drei reelle Nullstellen. Jede
reelle Nullstelle A erfiillt A = £1, denn wenn v € V' — {0} ein Eigenvektor
mit Eigenwert \ ist, gilt

0 <ol = [lf @)l = [IA- ol = [A[-[Joll,  also [A] = 1.

Behauptung: det f € {£1} ist selber eine Nullstelle von pg(t) und damit
ein Eigenwert von f.

Beweis: Die drei komplexen Nullstellen von py(t) werden Aq, A2, A3 genannt.
Sie erfiillen \; - Ay - A3 = det f. Wenn alle drei reell sind, sind alle drei +1.
Dann koénnen nicht alle drei gleich — det f sein; mindestens eine ist gleich
det f. Wenn zwei konjugiert komplex sind, etwa Ay und A3, dann ist A\; reell
und hat das gleiche Vorzeichen wie det f; dann ist A\; = det f. (O)

Sei nun by € V mit ||b;|| = 1 ein Eigenvektor von f mit Eigenwert det f, und
sei W := (R-b;)*. Fiir w € W gilt

det f - @by, f(w)) = &(f(br), f(w)) = &by, w) = 0,
also ¢(by, f(w)) =0, also f(W) C W. Daher ist f|y ein orthogonaler Auto-

morphismus von W. Wegen

det f = det(f[r.s,) - det(f|w) und f(b1) = det f - by

ist det(f|w) = 1. Daher und wegen Beispiel 14.3 ist f|y eine Drehung von
W um einen Winkel a. Ist (b, b3) eine ON-Basis von W, so ist B = (b1, bo, b3)
eine ON-Basis von V' und

detf 0 0
M(B, f,B) = 0 cosa —sina

0 sin  cosa
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Alle weiteren Aussagen in den beiden Féllen det f = 1 und det f = —1 sind
nun auch ziemlich klar. O

Bemerkungen 14.5 i) Lemma 14.4 und Beispiel 14.3 sind Spezialfiille von
Satz 14.7. Dafl sie getrennt und vorher behandelt werden, ist redundant.
Aber weil sie so wichtig und schon sind, sollen die Argumente ihrer Beweise
nicht in den (langen) Beweisen der allgemeinen Sétze 14.6 und 14.7 begraben
werden, sondern fiir sich herausgestellt werden.

ii) Die Sédtze 14.6 und 14.7 geben die zentralen Strukturaussagen fiir:

1. Unitédre Endomorphismen (d.h. iiber C, abstrakte Situation),

2. Unitére Matrizen (iiber C, Ubergang zu Matrizen),

3. Orthogonale Matrizen (iiber R, Spezialisierung auf reelle Matrizen),

4. Orthogonale Endomorphismen (iiber R, Ubergang zur abstrakten Situati-
on).

Die Resultate werden in dieser Reihenfolge entwickelt. Die Resultate iiber
C sind wegen des Hauptsatzes der Algebra (kompleze Polynome zerfallen in
Linearfaktoren) einfacher als die iiber R. Ein Teil der Argumente ist sehr
dhnlich zu denen in den Beweisen der Spektralsidtze in Kapitel 13.

Satz 14.6 (Spektralsatz fiir unitire Endomorphismen und Matrizen)

a) (Abstrakte Version) Sei V' ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum mit
Skalarprodukt ¢, und sei f :'V — V ein unitdrer Endomorphismus. Dann
qgilt:

(i) Alle Eigenwerte A von f erfillen |\| = 1.

(ii) Es gibt keine Jordanblocke aufler denen der Groffe 1 x 1, d.h. f ist
diagonalisierbar, d.h. Hau(f, \) = Eig(f, \) fir alle Eigenwerte \.

(iii) Verschiedene Eigenrdume sind orthogonal, d.h.

Eig(f, A1) L Eig(f, o) fiir alle Ay # \o.

Wegen (ii) und (iii) gibt es eine ON-Basis von V' aus Eigenvektoren von f.

b) (Matriz-Version) Sei A € M(n x n,C) eine unitdre Matriz. Dann gelten
die Aussagen (i), (ii) und (i) von a) genauso. Es gibt eine ON -Basis von
M(n x 1,C) beziiglich des Standardskalarproduktes aus Eigenvektoren von A.
Ist

T := M (Standardbasis, O N-Basis aus Eigenvektoren)

die Basiswechselmatriz, so ist

T_I.A.T:
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Beweis: a) (i) Sei v € V' — {0} ein Eigenvektor von f mit Eigenwert A € C.
Dann ist

0 < ¢(v,v) = o(f(v), f(v)) = (A~ v, A v) = AN~ $(v,v) = [A* - $(v, ).

(ii) Mit Induktion tiber die Dimension n von V. Der Beweis verlauft ge-
nauso wie der Beweis von Satz 13.7 a) (ii), daher werden die Details nicht
ausgefiihrt. Nur folgendes Argument ist etwas anders: Ist v € V — {0} ein
Eigenvektor von f mit Eigenwert ), so ist der Unterraum W := (C - v)*
f-invariant (d.h. f(W) C W), denn es gilt fir w e W

A (v, f(w)) = o(f(v), f(w)) = ¢(v, w) = 0.

(iii) Sind v; und vy zwei Eigenvektoren mit verschiedenen Eigenwerten A\
und Ay, so ist

0 = é(vi,v2) — d(f(v1), fv2))

d(v1,v9) — A(A1 - v1, Ag - Vo)

¢(U1,U2) . (1 — )\1)\_2)

Aus /\1 7é )\2 und ‘)\1‘ = |/\2| =1 fOlgt 1-— /\1A_2 7é 0. Daher ist ¢(U1,U2) =0.

ON-Basen der einzelnen Eigenrdume Eig(f, A) geben zusammen eine ON-
Basis von V' aus Eigenvektoren von f.

b) Man setzt V' := M(n x 1,C) und ¢ := Standardskalarprodukt. Der Endo-
morphismus

la: Mnx1,C)— Mnx1,C), b—A-b

ist nach Lemma 14.2 a) (o) <= (7) unitér (denn die Standardbasis By des
M(n x 1,C) ist natiirlich eine ON-Basis beziiglich des Standardskalarpro-
duktes, und es ist M (Bg, 14, Bs;) = A). Man wendet a) an mit f = [4 (und
vergegenwiértigt sich die Definition 8.3 ¢) von Eigenvektoren und Eigenwerten
von Matrizen). O

Satz 14.7 (Spektralsatz fiir orthogonale Matrizen und Endomorphismen)
a) (Matriz-Version) Sei A € GL(n,R) eine orthogonale Matriz, d.h. A" =
A~Y. Dann gibt es eine orthogonale Matriz T € GL(n,R), so daf T-*-A-T
die Block-Gestalt hat (wo nichts steht, stehen Nullen):

Ey
—E
cosqay —sSinog
T 1. A.T = sina;  cosag

COS (v, — SIN Qyy,
sinq,,  COSQyy,
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Hier ist k > 0, 1 > 0, m > 0 und nattrlich k + 1 + 2m = n. Die Winkel o
sind in [0,27) — {0, 7}.
b) (Abstrakte Version) Sei V' ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum

mat Skalarprodukt ¢, und sev f :'V — V ein orthogonaler Endomorphismus.
Dann lafst sich V' als direkte Summe

m

V = Eig(f,1) ® Eig(f, 1) ® @ B;

i=1
von Unterrdumen mit den folgenden Eigenschaften schreiben:

(i) Die Unterrdume sind orthogonal zueinander.

(i) Die Unterrdume sind f-invariant (das ist klar bei Eig(f,1) und

(i1i) Die Unterrdume B; sind zweidimensional, und f|p, : B; — B; ist
eine Drehung um einen Winkel o; € [0,2m) — {0, 7}.

(Es kann Eig(f,1) = {0} oder Eig(f,—1) = {0} oder m =0 sein.)

Beweis: a) Im Verlauf des Beweises werden Spaltenvektoren by, ...,b, €
M(n x 1,R) gewihlt, die zusammen eine Matrix 7' mit den gewiinschten
Eigenschaften geben.

0. Schritt:

Die orthogonale Matrix A € GL(n,R) ist, aufgefait als komplexe Matrix,
unitér. Daher gilt Satz 14.6 b) fiir sie.

Man muf nun sorgfiltig zwischen Eigenvektoren von A in M(n x 1,C) und
Eigenvektoren von A in M (n x 1, R) unterscheiden. Die Eigenwerte 1 und -1
sind reell. Daher gilt

v € Eige(A,+1) < R(v) und I(v) € Eigr (A, £1)
und Eigg(A,+1) = C- Eigg (A, £1).

Dabher ist eine ON-Basis von Eigg(A,+1) C M(n x 1,R) als Euklidischer
Vektorraum auch eine ON-Basis von Eige (A, +£1) C M (nx 1, C) als unitérer
Vektorraum.

1. Schritt: Es wird eine ON-Basis by, ..., by von Eigg(A,1) gewihlt, und
ebenso eine ON-Basis by 1, ..., by von Eiggp (A, —1) (evtl. ist & = 0 oder
[ =0).

Falls k41 = n ist, ist man schon fertig. Im anderen Fall werden die restlichen
Spaltenvektoren by, 1, ..., b, paarweise induktiv konstruiert.

2. Schritt: Zuerst wihlt man einen Eigenvektor v; € Eigg(A, \;) fir ein
)\1 7é 1, —1 mit ||’Ul|| =1.
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Wegen A-v; = A\ -v; und A = A ist

A"U_le-Ulz)\l'Ulz)\_l'U_l.

Wegen A\, # 1,—1 ist A\; # A;. Daher sind nach Satz 14.6 b) v; und 7y
orthogonal und linear unabhéngig voneinander und von allen by, ..., bxy;. Man
definiert

1

biti41 = E(Ul + 1),
7

bitive = E(Ul—v_l).

Auch bgyy1 und by, o sind linear unabhéngig voneinander und von allen
by, ..., bgr;. Wegen

1

biti41 = E(U_l +v1) = bpqi1,
i

bitiy2 = E@l — V1) = bpqig2

sind sie Spaltenvektoren mit reellen Eintragen, byyi11, brrir2 € M(n x 1, R).
Wegen Eige(A, A1) L Eige(A, A1) sind v; und 97 eine ON-Basis des von
ihnen erzeugten (komplexen) Vektorraum; also ist

7y :vir-v_lz 1, v?-vl =" 77 =0.
Damit rechnet man leicht aus
tr . ..
Upii ki = 05y flir 1 <d,j <2

Daher ist (by, ..., bgti, brsis1, brsiro) eine ON-Basis des von ihnen erzeugten

(reellen oder komplexen) Vektorraums.

Es ist A\ = cosa; + isinay fir ein oy € [0,27) — {0, 7}. Man rechnet aus
(A bptirr, A bpyive) = (Ao + AT - vy — A - DY)

= - (cosay - (v1 +071) + sinay - (v — 07),

Sl =Sl

sin ay (—vy — 07) + cos aq (ivy — i07))

cosqay —sinag
= (bkgit1, bryis2) - -

sinay cosa

3. Schritt: Wenn nun k + [ + 2 < n ist, wiederholt man den 2. Schritt mit
einem Eigenvektor vy € Eige (A, \2), der normiert ist und im Raum

k+142 L k142 L
(@) - (@)
=1 i=1
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liegt. Einen solchen Eigenvektor gibt es. Denn dieser Raum ist [4-invariant;
das folgt wie im Beweis von Satz 14.6 a) fiir den Raum W dort. Es ist
Ay # 1, —1 (aber moglicherweise ist Ay = A;; das stort nicht).

Weitere Schritte: man fihrt so lange fort, wie es geht. Am Ende hat man
eine ON-Basis by, ..., b, von M(n x1,R). Nach Lemma 14.4 b) ist die Matrix
T mit den Spalten b, ..., b, orthogonal. Nach Konstruktion ist 771+ A-T wie
gewiinscht.

b) Man wihlt irgendeine O N-Basis A des Euklidischen Vektorraums V. Die
Matrix A := M (A, f, A) ist orthogonal nach Lemma 14.4 a). Man wendet
Teil a) an und erhélt eine orthogonale Matrix 7' mit 77!+ A-T wie in a). Weil
T orthogonal ist, ist auch die Basis (by,...,b,) = B := A - T eine ON-Basis;
T ist die Basiswechselmatrix M (A, B). Daher ist

M(B, f,B) = M(B, A)- M(A, f,A)- M(A,B) =T A-T

von der Gestalt wie in a). Also ist

k
Eig(f,1) = PR - b,
=1

k+1

Eig(f,—1) = € R-b;,

i=k+1

und f ist auf jedem der zweidimensionalen Rdume R - by1141 B R - bgyiyyo, ...
R-b,.1®R-b, eine Drehung. O

Definition/Lemma 14.8 ) (Definition)

O(n) = {Ae M(nxn,R) | Aist orthogonal}
= {Ae€GL(n,R) | A" =A""},
SO(n) = {Ae€O(n)| detA=1},
Un) = {Ae M(nxn,C)| Aist unitér}
= {AeGL(n,C) | A" =41},
SU(n) = {AeU(n)| det A=1}.
b) (Lemma) Die vier Mengen in a) sind mit der Matrizenmultiplikation Grup-
pen. Man hat die Untergruppenbeziehungen
SO(n) C O(n) C GL(n,R)
N N N
SU(n) C U(n) C GL(n,C).

¢) (Definition) O(n) ist die orthogonale Gruppe, SO(n) ist die spezielle ortho-
gonale Gruppe, U(n) ist die unitare Gruppe und SU(n) ist die spezielle unitare
Gruppe.
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Beweis: a) und c¢) Definitionen.
b) Nachrechnen: leicht. O

= {£={1)},
{(W), (=1}

Beispiele 14.9 i) n=1, K =R: SO(1)
0(1) =
=1 K=C SUQ)={E}={(1)}
Ul)={(z) | z€ S'} = (als Gruppe) S*.
ii)n=2, K=R:
sow = ({352 ) |z

>~ (als Gruppe) {¢" | a € [0,27)} = S*.

0(2) = SO(2)USO(2)-<(1) _01)

cosa  sino
sinaw —cosa

- 50<2)u{( ) | a € [0,2m)}

~ (als Menge) S'U S*.

Bei O(2) parametrisiert die eine S* die Drehungswinkel der Drehungen; die
andere S parametrisiert die Spiegelungsachsen der Spiegelungen. Als Gruppe
ist O(2) nicht isomorph zu S' x (Z/27); vielmehr ist sie ein semidirektes
Produkt (Definition nicht hier) der Gruppen S! und Z/27Z. Drehungen und
Spiegelungen kommutieren nicht, sondern bei

dy := Drehung um den Winkel «,
sy = Spiegelung an der Geraden durch v € V' — {0}

gilt (Beweis: SKIZZE IN DER VORLESUNG)
do 0 8y 0 dy' = Sa, (-
iv)

SU(2) = {Ae M(2x2,C) | Aist unitdr und det A = 1}
= {A€GL2,C) | A" = A" det A =1}

a b a ¢ d —b
= {(c d) \a,b,c,dEC,ad—bc_l,(B 3)_(_6 a>}

— {(_ag 2) | a,b e C,aa+bb=1}
(als Menge) {(a1,a2,b1,b2) € R* | af + a3 + b7 + b3 = 1}
S3 (3-Sphére im R*).
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SO3) = {Ae M(3x3,R)| A ist orthogonal und det A = 1}
= {A€GLB,R)| A" = A" detA=1}
= (als Gruppe) {id} U {Drehung an einer orientierten Achse
R - v mit v € S? um einen Winkel a € (0, 7]}.
Es ist

SO(3) — {Drehungen an einer Achse R - v um den Winkel 7}
~ (als Menge) {v € R? | ||v|]| < 1} = D* ( 3-Ball im R?).

Hier entspricht 0 € D? der Identitit und v € D* — {0} der Drehung an R - v
um den Winkel 7 - ||v]|.

SKIZZE IN DER VORLESUNG

Die Drehungen um den Winkel 7 werden nicht durch S? parametrisiert, denn
entgegengesetzte Punkte auf der S? geben dieselbe Drehung, da die Drehwin-
kel 7 und —7 modulo 27 gleich sind. Also erhiilt man SO(3) aus D? U S?,
indem man entgegengesetzte Punkte von S? identifiziert, also D?US? so ent-
lang seines Randes S? mit sich selbst verklebt. Das gibt ein dreidimensionales
Objekt, das nicht mehr als Teilmenge im R?® veranschaulicht werden kann.
Aber es sieht lokal aus wie der R3. Es ist eine orientierbare dreidimensionale
Mannigfaltigkeit ohne Rand (Definition nicht hier); genauer: es ist der reelle
dreidimensionale projektive Raum P?R (Definition nicht hier).

Bemerkungen 14.10 Zur Geometrie von SO(3) gibt es ein schones Experi-
ment. Fiir eine saubere Diskussion braucht man Begriffe der Topologie, siehe
unten 14.11. Aber man kann das Experiment auch ohne diese Begriffe ganz
gut verstehen, und es lohnt sich.

Das Experiment: Man legt ein Buch auf einen (etwa den rechten) Handtel-
ler und dreht es immer weiter in einer Richtung in der horizontalen Ebene.
Dabei hélt man den Oberkorper gerade, nimmt aber eine Zeitlang Verdril-
lungen des Armes und der Hand in Kauf und fiithrt das Buch sogar unter der
Armbeuge durch.

SKIZZE UND VORFUHRUNG IN DER VORLESUNG

Nachdem das Buch um insgesamt 47 gedreht worden ist, ist der Arm wieder
entspannt in der Ausgangslage.

Warum bei 477 Warum iiberhaupt? Warum nicht schon bei 277

Um das zu verstehen, wird das Experiment in Mathematik iibersetzt.

Ubersetzen des Experimentes in Formeln: Man hat einen Zeit-
Parameter t € [0,1] =: I (I steht fur Intervall) und einen Parameter z € I
fiir die Punkte auf einer gewéhlten Kurve, die vom Buchmittelpunkt durch
den Arm bis zum Korpermittelpunkt lduft.
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Dann hat man erst einmal eine stetige Positionsfunktion
P:IxI—R? (z,t)— P(x,t),

die zu jedem Zeitpunkt die Lage im R? des Punktes x der Kurve im Korper
zum Zeitpunkt ¢ angibt. Man hat aber auch eine stetige Verdrillungsfunktion

G:1xI— SO3), (z,t) — SO(3),

die zu jedem Zeitpunkt angibt, wie sehr der Arm am Punkt x zum Zeitpunkt
t gegeniiber seiner Ausgangslage zum Zeitpunkt 0 verdreht worden ist.
Tatséchlich ist die Funktion P irrelevant. Wir vergessen sie ab jetzt. Die
Funktion G ist dagegen entscheidend. Sie muf} folgende Zusatzbedingungen
erfiillen:

G(1,t) = E5:  der Korpermittelpunkt wird nicht verdreht;

cosae —sina 0
G(0,t) € {|sina cosa O] |ac]0,2n)} =5},
0 0 1
das Buch wird nur horizontal gedreht;

G(z,0) = E3: zum Referenzzeitpunkt ¢t = 0 ist natiirlich nichts verdreht;

G(z,1) = E3: zum Zeitpunkt ¢ = 1 ist der Arm wieder in Ausgangslage.

Die geschlossene Kurve S} = C SO(3) ist natiirlich eine Untergruppe der
SO(3), und das Bild einer injektiven und stetigen Abbildung S* — SO(3).

Formalisierung der Fragen oben (warum 477 etc): Nun kann man
ansetzen, dafl man eine stetige Funktion g : I — S} mit g(1) = g(0) = E3
gegeben habe. Sie beschreibt einen Kandidaten fiir eine Familie (in einem
Zeit-Parameter) von Verdrehungen des Buches auf dem Handteller.

Zu so einer Funktion gibt es eine eindeutige stetige Funktion

cosalgl(t) —sinalg](t) O
alg]: I =R mit g(t) = | sinalg](t) cosalg](t) 0
0 0 1

Dann ist die Gesamtverdrehung zu g definiert als a[g](1), und das ist ein
Vielfaches von 27. Der folgende Satz beantwortet die Fragen und erkléart das
Experiment.

Satz: Zu einem g wie oben gibt es genau dann ein G wie oben mit g = G(0, .),
wenn die Gesamtverdrehung a[g](1) von g ein Vielfaches von 4 ist.

Beweisidee zu <: Es reicht, die spezielle (aber typische) Abbildung ¢ mit
alg](t) = 4m -t zu betrachten. Man mufl eine Familie G(z,.) von Wegen
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in SO(3) finden, die den Weg g = G(0,.) stetig in den “trivialen” Weg
G(1,.) : I — {E3} deformiert. Dafl das geht, zeigt eine

SKIZZE IN DER VORLESUNG.

Zu =: Man mu$B einsehen, dafl es im Fall der Abbildung g mit a[g](t) = 27 -t
keine solche Familie von Wegen gibt. Das ist nach der Skizze zwar schon ein
bisschen anschaulich. Aber bewiesen werden soll es hier nicht.

Bemerkungen 14.11 Begriffe, die hinter dem Experiment in 14.10 stehen:

(i) Fiir jede Teilmenge Y des RY (und allgemeiner fiir jeden topologischen
RaumY') und jeden Punkt y € Y kann man eine Fundamentalgruppe w1 (Y, y)
folgendermaflen definieren:

QY,y) =={g:1—=Y | g stetig,g(0) = g(1) = y}
= die Menge der geschlossenen Wege in Y
mit Anfangs- und Endpunkt v,
eine Aquivalenzrelation ~ auf Q(Y,y) :
f~g < pes G : I xI—Y stetig, so daf} gilt:
G(0,t) = f(t), G(1,t)=g(t), G(z,0)=G(z,1)=y.
m(Y,y) = Q(Y,y)/ ~.

Auf Q(Y,y) ist folgende Verkniipfung definiert: Bei f,g € Q(Y,y) ist fog €
Q(Y,y) die Abbildung mit

f(20) t €0, 3]
(fog)lt) = {g(?t —1) t e [41]

Lemma: [f1] = [fo], [01] = [92] = [f10.91] = [f2 0 go].
Daher hat man eine Gruppenstruktur auf = (Y, y).

In diesem Rahmen kann man das Problem in 14.10 gut verstehen. Die Bewe-
gung des gesamten Armes gibt eine Deformation der Bewegung des Buches
zur trivialen Bewegung der Korpermitte. Ein geschlossener Weg in SO(3)
ist genau dann mit dem Handteller und dem Arm ausfithrbar, wenn seine
Klasse in m(SO(3), Es3) trivial ist. Eine Umformulierung und Prézisierung
des Satzes oben ist der folgende Satz.

Satz: m(SO(3), Bs) = Z,/27, und [g] = [“4Y mod 2Z] € Z,/27.

(ii) Der Beweis dieses Satzes benutzt eine natiirliche 2-zu-1-Abbildung S% —
SO(3), die man erhélt, wenn man S* aus zwei Kopien von D3 zusammensetzt
(etwas analoges geht auch in den Dimensionen 1 und 2). Diese Abbildung ist
die universelle Uberlagerung von SO(3), und es ist 7, (S%, pt) = {0}. Auch die
Beschreibung SU(2) & S% in 14.9 iv) paBt ins Bild. Die induzierte Abbildung
SU(2) — SO(3) ist ein Gruppenhomomorphismus, und sie 1&8t sich prézis
mit den Hamilton-Quaternionen beschreiben.
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Bemerkungen 14.12 (i) Der folgende Satz gibt noch einen anderen Aus-
blick auf die Geometrie von zwei- und dreidimensionalen Objekten. Teil b)
betrifft die Platonischen Koérper.

(ii) In Blatt 7, Aufgabe ?, waren die Symmetriegruppen bestimmter n-Ecke in
R? eingefiihrt worden, die zyklische Gruppe c?cs O(2) der orientierungs-
erhaltenden Symmetrien und die Diedergruppe DSL) C O(2) aller Symmetri-
en. Man kann dieses spezielle n-Eck mit einem beliebigen Element g € O(2) in
ein anderes n-Eck iiberfithren. Dessen Symmetriegruppe ist dann die Gruppe
gDéi)g_l, also eine konjugierte Untergruppe. Die Konjugationsklasse von Déi)
besteht aus einer 1-Parameter-Familie von isomorphen Untergruppen, die al-
le Diedergruppe genannt werden. Die Gruppe der orientierungserhaltenden
Symmetrien bleibt allerdings gleich, gC’T(LZ) g l= C’T(LZ), sie ist ein Normalteiler
in O(2).

(iii) In Blatt 7, Aufgabe 7, waren die Symmetriegruppen 7, O und Z der
Platonischen Korper eingefithrt worden. Wieder héngt die genaue Gruppe
allerdings von der Wahl der Lage eines Platonischen Korpers ab. Eine andere
Wahl gibt eine konjugierte Untergruppe. Insgesamt hat man fiir die Wahl
der Lage des Platonischen Koérpers und damit auch fiir die Familien von
konjugierten Untergruppen 3 Parameter. Wir werden im folgenden mit den
Notationen 7, O und Z unprézise sein und mal die Konjugationsklassen, mal
einzelne Représentanten meinen.

(iv) Aus Blatt 7, Aufgabe ? und Aufgabe 7, kann man eine weitere Familie von
Konjugationsklassen von endlichen Untergruppen von SO(3) herausziehen,
die Diedergruppen Déi): Es sind die Gruppen der orientierungserhaltenden
Symmetrien von n-Ecken im R?. Wieder gibt ein festes n-Eck eine feste Grup-
pe, aber ein anderes n-Eck gibt eine konjugierte Gruppe. Wieder hat man fiir
die Wahl der Lage des n-Ecks und damit auch der Gruppe 3 Parameter. Man
hat natiirlich auch jeweils die zyklischen Untergruppen ¥ der Drehungen
der Ebene, in der sich das n-Eck befindet, um Vielfache von 27” Das gibt eine
Konjugationsklasse von Untergruppen mit nur 2 Parametern, denn sie hangt
nur von der Wahl dieser Ebene ab, nicht von der zusétzlichen Wahl der Lage
des n-Ecks in dieser Ebene.

Satz 14.13 a) Die einzigen endlichen Untergruppen der SO(2) sind die zy-
klischen Gruppen oP (n > 1) und die Diedergruppen Déi) =0Puc? .o
(n > 1) mit 0 € O(2) — SO(2) eine Spiegelung (eine 1-Parameter-Familie
von konjugierten Untergruppen der O(2)).

b) Es gibt nur folgende Konjugationsklassen von endlichen Untergruppen der
SO(3): die zyklischen Gruppen e (n > 1), die Diedergruppen DSL) (n>1),
und die Symmetriegruppen T, O und I der finf Platonischen Kdérper.



