Universitdt Mannheim, Lehrstuhl fiir Mathematik VI Blatt 11
Prof. Dr. Claus Hertling, Ralf Kurbel 09.05.2011

Ubungsaufgaben zur Linearen Algebra IIb
(Fortsetzung von LA Ila/DMA)

Aufgabe 1: (4 Punkte)
i.) (2P) Die hermitesche Sesquilinearform ¢ sei definiert durch:

. 1 =2
¢:=Sesq, mit A:= <2i 4 ) .

Bestimmen Sie fiir ¢ das Radikal und die Menge aller isotropen Elemente.
ii.) (2P) Uberpriifen Sie fiir folgende hermitesche Matrix mit dem Hauptminoren-
kriterium, ob sie positiv definit ist:
3 1+¢ 1—4
M:=|1-1 1 141
147 1—-4 13

Hinweis: Die folgenden drei Aufgaben bauen alle aufeinander auf. Sie kénnen bei
Ihren Argumenten Aussagen aus den vorherigen Aufgaben benutzen, ohne sie be-
wiesen zu haben.

Aufgabe 2: (2 Punkte)
Sei (V, ¢) ein unitéirer Vektorraum, und seien f, g € Endc (V). Zeigen Sie:

o(v, f(w)) = ¢(v,g(w)) fir allev,w eV = f=g.

Aufgabe 3: (6 Punkte)

Sei (V,¢) ein endlichdimemsionaler unitirer Vektorraum, und sei f € Endc¢ (V).
Mit f* sei die adjungierte Abbildung aus Definition 13.1a.) bezeichnet. Sie ist die
eindeutig bestimmte (und existierende) Abbildung zu f, so da8 fiir alle v,w € V
folgende Gleichungen erfiillt sind:

O(f*(v),w) = (v, f(w)) und  $(f(v),w) = (v, [*(w)).
Damit ist folgende Abbildung wohldefiniert:
U: Endc(V) — Endc(V) mit U(f) := f*.

Bitte wenden!



i.) (1P) Zeigen Sie, daf fiir f,g € End¢(V) und o, 8 € C gilt:
U(af + fg) =af* + Bg".
ii.) (1P) Zeigen Sie, daf} gilt:
U(idy) =idy und ¥* = idgna.(v)-

Bemerkung: Damit ist ¥ insbesondere bijektiv.
iii.) (2P) Zeigen Sie, daB fir f € Endc(V) gilt:

ker(f*) =im(f)* und ker(f) =im(f*)*.
iv.) (2P) Zeigen Sie, daB fir f € End¢(V) gilt:
fe GLc(V) — fre GL([;(V).

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Sei (V,1) ein endlichdimensionaler unitérer Vektorraum und f € Endc(V). Der
Endomorphismus f von V heifit normal, wenn er und seine adjungierte Abbildung
kommutieren, d.h. wenn gilt:

foff=[f"olf.
i.) (2P) Zeigen Sie folgende Aquivalenz:
fistnormal <= ¢(f(v), f(w)) = ¢(f*(v), f*(w)) fiir alle v,w € V.
ii.) (1P) Zeigen Sie fiir f normal: ker(f) = ker(f*).
iii.) (1P) Zeigen Sie fiir f normal und A € C:

Eig(fa )‘) = Eig(f*,X).

Abgabe: 16.05.2011 im Horsaal vor der Vorlesung.



