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Aufgabe 1: (2 Punkte)
Sei V ein komplexer Vektorraum mit einer Basis v1, . . . , vn, und φ sei eine hermite-
sche Sesquilinearform auf V . Weiter seien alle Basisvektoren zueinander orthogonal
bzgl. φ. Beweisen Sie:

φ positiv definit ⇐⇒ φ(vi, vi) > 0 für 1 ≤ i ≤ n

Aufgabe 2: (2+2 Punkte)
Sei A := (aij) ∈ M(n × m,C), und es sei A := (aij). Offensichtlich gilt mit die-

ser Definition für komplexe Matrizen A, B die Formel A ·B = A · B (falls das

Produkt AB definiert ist) , und ebenso (Atr) = (A)tr und (A−1) = (A)−1 für ein
invertierbares A.

i.) Zeigen Sie für A ∈M(n×m,C): AtrA ist eine hermitesche, positiv semidefinite
Matrix.

ii.) Zeigen Sie für A ∈M(n×m,C):

rang(A) = m =⇒ AtrA positiv definit

Aufgabe 3: (3+3 Punkte)

i.) Sei A :=

(
i 1
0 1 + i

)
∈ M(2 × 2,C). Die Matrix A hat offensichtlich vollen

Rang, und nach Aufgabe 2.ii) ist dann B := AtrA eine hermitesche, positiv
definite Matrix und φ := SesqB ein Skalarprodukt.
Überführen Sie die Basis (i, 0)tr, (0, i)tr mit dem Orthogonalisierungsverfahren
von Gram-Schmidt in eine Orthonormalbasis bzgl. φ.

ii.) Zeigen Sie, daß die Spalten der folgenden Matrix eine Basis von M(3 × 1,C)
bilden, und überführen Sie diese Basis in eine Orthonormalbasis bzgl. des
Standardskalarproduktes auf diesem Raum:2 2i+ 2 3i

1 2i+ 1 1
i i −i

 .

Bitte wenden!
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Aufgabe 4: (2+2 Punkte)
Sei x := (x1, . . . , xn) ∈ Cn, und es sei X := xtr · x, d.h. X ∈M(n× n,C), und der
(i, j)-te Eintrag von X ist xi ·xj . Weiter sei α := φst,C(x, x) (Standardskalarprodukt
auf dem Cn). Damit sei nun definiert:

M := αEn − 2X.

Weiter seien A,B ∈M(n×n,R) dadurch definiert, daß A als Einträge die Realteile
der Einträge von M hat und B analog die Imaginärteile, d.h. es gilt M = A+ iB.
Zeigen Sie nun:

(1) M2 = α2En.
(2) AB = −BA (d.h. A und B sind antikommutativ).
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