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7 Determinanten

In diesem Kapitel bezeichnet K irgendeinen Kérper und R irgendeinen kom-
mutativen Ring mit Eins.

Eine Motivation fiir Determinanten besteht in der Beziehung zum Volumen
eines Parallelotops, siche Bemerkung 7.20.

Definition 7.1 (Leibniz-Formel) Die Determinante det A einer quadrati-
schen Matrix A = (a;;) € M(n x n, R) (mit n > 1) ist

det A := Z Sign(o) - aie(1) * - * Ano(n)-

O'ESn

Notation: manchmal schreibt man |A| = det A (aber nur bei n > 2).

Beispiele 7.2 a) n =2: Sy = {id, (1 2)},

ail a2
det =
ag1 A22

b)n =3 S3={id,(123),(132),(12),(13),(23)},

ail  aig

= Q11022 — Q12021
ag1 A2

a1p a2 a3

det | az ag a3 = (11022033 + Q12023031 + Q13021032
az1 a3z 0ass

— (12021033 — 413022031 — A11023032.

Sarrussche Regel:
1. 2. 3. 1. 2. Spalte
-

c) A= (a;;) € M(n x n, R) obere Dreiecksmatrix, d.h. a;; = 0 fiir ¢ > j:

det A = a11 * ..t Qpp,

denn fir o € S, — {id} gibt es ein ¢ € {1,...,n} mit i > o (7).
d) (Verallgemeinerung von c¢)) Sei A = (a;;) € M((n+m) x (n+m), R) eine

Matrix der Gestalt
. B C
~\0 D
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mit B € M(n xn,R), C € M(nxm,R), D € M(m x m,R) und 0 die
Nullmatrix in M (m x n, R). Dann ist

det A =det B - det D.

Beweis: Die Null links unten in A besagt a;; = 0, falls ¢ > n, j < n. Daher
verschwinden in der Leibniz-Formel alle Summanden fiir o € S,, mit (i) <n
fiir irgendein ¢ > n. Es bleiben nur die, fiir die gilt: o bildet {n+1,...,n+m}
auf sich ab (also bijektiv), und bildet daher auch {1, ..., n} auf sich ab. Solche
o lassen sich eindeutig schreiben als ¢ = 01 0 05 = 05 0 07 mit

Ul|{n+1 nt+m} = id und O'2|{1 n} = id .

----------

Die Summe in der Leibniz-Formel 148t sich aufspalten in eine Doppelsumme,
iiber die moglichen o und iiber die moglichen os. Es ist auch

Sign(a) . ala(l) et a(n+m)a(n+m) = Sigl’l((fl) . alal(l) e angl(n)

Sign(02) * A4 Doa(nr1) * - Alntm)os(ntm)
Das zeigt det A = det B - det D. O
Definition 7.3 Eine Abbildung § : M(n x n, R) — R heif}t
1) multilinear beziiglich der Zeilen, falls gilt:

a) Entsteht A" aus A durch Multiplikation einer Zeile mit A € R, so
ist

S(A) = X-6(A).

b) Unterscheiden sich A, A’; A” nur in der j-ten Zeile und ist die j-te
Zeile von A die Summe der j-ten Zeilen von A’ und A”, so ist

5(A) =6(A") +6(A").
2) alternierend beziiglich der Zeilen, falls gilt:

Ist A eine Matrix mit zwei gleichen Zeilen, so ist 6(A) = 0.

3) schiefsymmetrisch beziiglich der Zeilen, falls gilt:
Entsteht A" aus A durch Vertauschen von zwei Zeilen, so ist

S(A') = —8(A).

4) normiert, falls gilt:
S(E,) =1
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Lemma 7.4 Seid: M(n x n, R) — R eine Abbildung.

a) Erfillt sie 1) und 2), so auch 3).

b) Ist 2= 1r + 1g € R in R invertierbar (im Fall R = K bedeutet das, daf
char(K) # 2 sein muf$) und erfillt § 1) und 3), so auch 2).

Beweis: Es sei 1 < k < | < n und A(z,y) die Matrix mit i-ter Zei-
le (a1, ...,a;) fir ¢ ¢ {k,1}, k-ter Zeile z = (x1,...,x,) und [-ter Zeile
Yy = (y1> ayn)
a) Die folgende Gleichung zeigt a),
0 = §(A(x +y,z+v))
= 0(A(z,2)) + 6(Alz,y)) + 6(A(y, ) + 6(A(y, y))
= 0(A(z,y)) +06(A(y, x)).
b) Die folgende Gleichung zeigt b),
0(A(z,x)) = —=6(A(x,x)), also  0=2-0(A(x,x)).
O

Satz 7.5 Die Abbildung det : M(n x n, R) — R ist multilinear beziglich der
Zeilen, alternierend beziiglich der Zeilen und normiert.

Beweis: 1) a)

det A" = Z sign (o) - a1p(1) - - (Aio()) * - * Qno(n)

= A Z sign(a) *Alg(1) * - Qig(i) * -+ " Qno(n)

detA = Z sign (o) - a1o(1) o+ (T T Qip(iy) * -+ * Ano(n)

UESn

— Z ot Z .. =det A’ + det A”.

c€Sn oeSy

2) Die k-te und die I-te Zeile von A = (a;;) seien gleich (mit k£ # [ natiirlich),
d.h. ap; = ay fir alle i. Es sei 7:= (k1) € S,,. Esist S,, = A, U A,T.

detA = Z 81gn alg(l . ako(k) et alo(l) et ang(n)
oc€A,

+ Z Sigl’l((f o T) . ala(l) Tt akJoT(k) Tt alUOT(l) Cat am(n)
O'EAn

= 0,
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denn
sign(o) = +1, sign(oc o) = (—1) -sign(o) = —1,
und
Ukoor(k)) = Qko(l) = Qlo(l) und Qloor(l) = Alo(k) = Ako(k)-
4) Klar nach Beispiel 7.2 ¢). O

Bemerkungen 7.6 i) Aus Satz 7.5 und Lemma 7.4 folgt, dafl det in folgen-
der Weise mit den elementaren Zeilenumformungen Z;(A;4), Z;7(A;i,7) und
Zri(iy7) : M(n x n, R) — M(n x n, R) von Definition 4.4 vertréglich ist:

det(Zr(\i)(A)) = \-det A,
det(Z (i, 5)(A)) = det A,
det(Z]]](Z,])(A)) = —detA.

ii) Im Fall R = K (und bei giinstigen Koeffizienten auch in anderen Fillen)
kann man A mit elementaren Zeilenumformungen der Typen Z;; und Zjj;
auf obere Dreiecksgestalt bringen (Gauf-Algorithmus, Satz 7.4). Z;; dndert
dabei nichts an der Determinante, Z;;; dndert das Vorzeichen. Danach wird
die Berechnung von det A wegen Beispiel 7.2 ¢) trivial.

iii) Methoden zur Berechnung von det:

e Gauf-Algorithmus: Die Methode in ii) ist nur bei R = K anwend-
bar (aber das ist meistens der Fall), oder wenn man Gliick mit den
Koeffizienten hat. Aber dann ist sie fast immer die schnellste.

e Leibniz-Formel: Nur bei n = 2 oder n = 3 (Beispiel 7.2) schnell.
Fiir grofles n ist n! horrend grof.

e Laplacescher Entwicklungssatz: Satz 7.15; bei n = 3 okay; sonst
nur gut, wenn in einer Zeile oder Spalte viele Eintrédge Null sind.

iv) Die Leibniz-Formel und der Laplacesche Entwicklungssatz sind aber fiir
theoretische Aussagen iiber det wichtig (die Leibniz-Formel zum Beispiel zur
Definition von det).

v) Im folgenden Satz mufl man Koeffizienten in einem Kérper K betrachten,
denn nur dann ist rang(A) wohldefiniert.

Satz 7.7 Sei A € M(n x n,K) eine Matriz mit Koeffizienten in einem
Kérper K. Dann gilt:

det(A) #0 <= rang(A) =n <= A ist invertierbar.
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Beweis: Spezialfall: Fiir obere Dreiecksmatrizen gelten die Aquivalenzen
oben wegen Beispiel 7.2 ¢), Lemma 4.12 und Satz 4.13.

Allgemeiner Fall: Durch elementare Zeilenumformungen der Typen Z;; und
Zrrr 1aBt sich eine Matrix auf obere Dreiecksgestalt bringen. Thre Determi-
nante dndert dabei hochstens das Vorzeichen. O

Satz 7.8 a) Fir A€ M(n x n,R) gilt
det A = det A”".

b) Daher ist det multilinear und alternierend auch beziiglich der Spalten, und
Formeln analog zu denen in Bemerkung 7.6 i) gelten fir die elementaren
Spaltenumformungen der Typen Sr,Sir und Syrr (Bemerkung 4.8 ii)).

Beweis: a) Die folgende Rechnung benutzt drei Aussagen:

i) Weil o eine Bijektion auf {1,...,n} ist, ist

{(e(1),1), ... (e(n),n)} = {(1,07(1)), .. (n, 07" (n))}.

ii) Wenn o die Menge S,, durchlduft, durchliuft auch o~! sie, denn die Ab-
bildung S, — S,, o+ o', ist bijektiv.

iii) sign(o) = sign(oc™1).

det A" = Z Sign(o) - a1 o Qo) n

b) Klar. O

Beispiel 7.9 Daher kann man Matrizen mit elementaren Zeilen- und Spal-
tenumformungen vereinfachen, wenn man ihre Determinanten ausrechnen
will. Im folgenden Beispiel wurden erst untereinanderstehende Zeilen subtra-
hiert (von oben nach unten); dann wurde die erste Spalte zu allen anderen
addiert.

5 4 3 21 1 -1 -1 -1 -1 10000
4 5 4 3 2 11 -1 -1 -1 12000
3454 3=1 1 1 -1 -1 |=|12 2 0 0]=48.
2 3 4 5 4 11 1 1 -1 122 20
1 23 45 1 2 3 4 5 1 3456

Satz 7.10 (Weierstraf3-Axiome)

Ist § : M(n x n,R) — R multilinear und alternierend beziiglich der Zeilen
und normaiert, so ist 6 = det. Das heifit, det ist durch diese Eigenschaften
(=Weierstraf$-Aziome) eindeutig charakterisiert.
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Beweis (nicht in der Vorlesung): Sei 6 : M(n x n, R) — R multilinear
und alternierend. Mit e; = (0,...,0,1,0,...,0) = (§jx)k=1,.., (fir j =1,...,n)
wird der Zeilenvektor mit einer Eins an der j-ten Stelle und Nullen sonst
bezeichnet.

1. Teil: Fiir 0 : {1,....,.n} — {1,...,n} sei B, € M(n x n, R) die Matrix mit
(Po)ij = 0ati)-

Ihre i-te Zeile ist e,(;). Sind 1 < k <1 <nundist 7 = (k) die Transposition,
die k£ und [ vertauscht, so ist

PO'OT = ZIII(ka l)(PO')
Wegen Lemma 7.4 ist ¢ schiefsymmetrisch. Daher ist
(Pyor) = —0(P,),

Im Fall o € S, folgt
6(Fy) = sign(o) - 6(Ey).

Im Fall o ¢ S,, (d.h. o ist nicht bijektiv), gibt es zwei Zeilen von P,, die
gleich sind; weil o alternierend ist, ist dann

5(P,) = 0.

2. Teil: Sei A = (a;;) € M(n x n,R). Mit a; = (a;j)j=1,.n» € M(1 X n,R)
wird die i-te Zeile von A bezeichnet. Aus der Multilinearitéat von § folgt

€ “n
n as n n 6]'2
0(A) = D ay,-6(] . =D avaz, - o(f o)
=1 ’ Jj1=1ja2=1 .
a.
n a,

€1

n n n i
€j2
= ..= E E E 15, A2j5y---Anj, 5( . )

n=1j2=1  jn=1
€

= Z A16(1)A20(2) ---Ano(n) - 0(FPr)

n

Mit dem 1. Teil und der Leibniz-Formel folgt

S(A) = det(A) - §(E,).
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Satz 7.11 a) (Cauchy) Seien A und B in M(n x n, R). Es ist
det(A- B) = det A - det B.

b) (Achtung, hier ist der Koeffizientenbereich ein Korper K.) Die FEin-
schrinkung von det auf GL(n, K) ist ein Gruppenhomomorphismus

det : (GL(n,K),o) — (K — {0}, ).

Insbesondere ist

det(A™1) = (det A)~*.

Beweis (nicht in der Vorlesung): a) Sei B € M(n x n,R) fest und
X € M(n x n, R) variabel. Die Abbildung

d:M(nxn,R)— M(nxn,R), X — det(X - B)
ist multilinear und alternierend beziiglich der Zeilen; denn elementare Zeilen-
umformungen vertauschen mit der Multiplikation von rechts mit B. Nach
dem Beweis von Satz 7.10 ist daher
0(A) =det(A) - (E,) = det(A) - det(B).
b) Das folgt aus a). O
Definition/Lemma 7.12 Die Menge

SLin,K):={Ae M(nxn,K)| det A=1}

ist eine Untergruppe (sogar ein Normalteiler) von (GL(n, K),o0). Sie heifit
spezielle lineare Gruppe.

Beweis: Satz 7.11 b) und Beispiel 1.35 ii) (und Lemma 1.22 ). O

Definition 7.13 Sei A € M(n x n,R) und i,j € {1,...,n}.

Mit Az, j] wird die ((n — 1) x (n — 1))-Matrix bezeichnet, die man aus A
erhélt, indem man die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.

SKIZZE IN DER VORLESUNG

Die Matrix A* € M(n x n, R) hat die Eintrige

(A%);; .= (—=1)" det A[j, 1]

(Vorsicht; [7, 4], nicht [7, j]) und wird Komplementdarmatriz zur Matriz A ge-
nannt (Satz 7.15 ¢) zeigt, warum).
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Die n X n-Matrix mit Eintrag (—1)""7 an der Stelle (4, ) sieht so aus (die
Einsen sind weggelassen):

o+
S+

L+ 1+
C L+

Beispiele 7.14 i) Im Fall einer (2 x 2)-Matrix A = (CCL Z) € M(2x2,R)
ist
A ( d —b) ’
—c a
also

A- A=A A= (ad—bc) - By =det A E,.
ii) (Vgl. Beispiel 4.14 .)

01 2
A= |34 5],
6 7 9
01 2 3 3 3
detA = (3 3 3/=(-1)-|0 1 2/=-3
0 0 1 0 0 1
45 Jr2] |12
7 9 7 9 4 5
1 5 =3
3 5 0 2 0 2
g _ _ _ — _
Rl N I = B R L)
34_01 01
6 7 6 7 3 4

Beispiel 4.14 zeigt
AP =(=3)-A7', also A-A*=A". A=det A E;.
Satz 7.15 Sei A€ M(n x n, R).

a) (Laplacescher Entwicklungssatz fir die i-te Zeile) Seii € {1,...,n}.

n

det A = Za“ . (_1)i+j . det A[i,j] = Zaij . (Aﬁ)ji.
j=1

i=1
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b) (Laplacescher Entwicklungssatz fiir die j-te Spalte) Sei j € {1,....,n}.
detA = ZCLU . (—1)i+j . det A[Z,]] = Zaij . (Aﬁ)]z
i=1 =1
c)

A- A=A A=detA-E,.

d) (Cramersche Regel, allgemeine Version fir R und fiir det A beliebig)
Seibe M(n x1,R). Eine Losungy € M(n x 1, R) des linearen Gleichungs-
systems

A-z=detA-D

ist offenbar
Y= Af ..

Die Koeffizienten y; dieser Losung y = (Y1, ..., yn)" sind gegeben durch
Y; :detBj fllI'j = 1,...,71,,
wo Bj aus A entsteht, indem man die j-te Spalte von A durch b ersetzt.

Beweis nach Korollar 7.17.

Beispiel 7.16 (Vgl. Beispiel 7.14 iii)) Laplace-Entwicklung nach der zweiten
Zeile,

1 2
79

0 2

det 6 9

o e gel

6 7

S W O

~ =~ =

© Ot N
I

= —-3-(=5)+4-(-12)—5-(—6) = =-3.
Korollar 7.17 ist eine unmittelbare Folgerung von Satz 7.15.

Korollar 7.17 Sei A € M(n x n, K) mit det A # 0.
a)

A7l = (det A)71 - A
b) (Cramersche Regel, klassische Version fir K und fir det A #0)
Seib € M(n x 1,K). Die eindeutige Losung y = (y1,...,yn)" = A7 - b €
M(n x 1, K) des linearen Gleichungssystems

A-x=0>
1st gegeben durch
yj detA u ] 9 ?/n'7

wo B; aus A entsteht, indem man die j-te Spalte von A durch b ersetzt.
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Beweis von Satz 7.15: a) Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus der De-
finition von A B

Zum ersten Gleichheitszeichen: Fiir einen Moment wird mit Afi, j] € M(n X
n, R) die Matrix bezeichnet, die aus A entsteht, indem man die i-te Zeile von
A durch die Zeile e; = (6jx)k=1,...n ersetzt. Aus der Multilinearitét von det
folgt

-----

det A = Z a;; - det Ali, j].
j=1
Durch ¢ — 1 Zeilenvertauschungen und j — 1 Spaltenvertauschungen erhilt
man aus Afi, j| eine Matrix, die so aussieht,

10

*
Ali, 7]
Nun zeigen Beispiel 7.2 d) und Satz 7.8
det Afi, j] = (=1)"* - det Afi, j].
b) Analog zu a).
c) Wegen a) ist der Diagonaleintrag (A - A%); von A - Af

(A A%y Z aj - =det A= (det A- E,)y.

Ersetzt man in a) die Matrix A durch die Matrix, die man aus A erhilt,
indem man die i-te Zeile durch die k-te Zeile ersetzt (mit k # i), so hat sie

zwei gleiche Zeilen. Also ist ihre Determinante 0, und a) gibt 2 in
(A- AP Zak] A8 20 = (det A - B, ).

Also ist A- A* = det A - E,. Analog zeigt man A'- A = det A - E,,.
d) Laplace-Entwicklung von B; nach der j-ten Spalte gibt

det B; = by - (—1)*7 - det Alk, j] = Zbk P

also
(det By, ...,det B,)" = A* . b=y

Wegen A- A* = det A- E,, ist das eine Losung des Gleichungssystems A -z =
det A - b. O
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Bemerkungen 7.18 i) A* ist mehr aus theoretischen als aus praktischen
Griinden wichtig. Ein Pluspunkt ist, da8 A* fiir beliebige kommutative Ringe
R mit Eins definiert ist, ohne Annahmen iiber det A und ohne dafl man
dividieren muf3.

Aber meistens ist R = K ein Korper, und dann berechnet man A~! am
besten wie in Bemerkung 4.14.

ii) Das gleiche gilt fiir die Cramersche Regel, beide Versionen. Praktisch 16st
man lineare Gleichungssysteme besser mit dem Gauf-Algorithmus als mit
der Cramerschen Regel.

Aber die geschlossene Formel in der Cramerschen Regel zeigt zum Beispiel,
dafl die Losung y stetig von den Koeffizienten in A und b abhéngt.

Satz/Definition 7.19 Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen K -Vektorraums.
a) (Satz) Sind A und B zwei Basen von V', so ist

det M(A, f, A) = det(M(A,B)-M(B,f,B)-M(B,A))
= det M(B, A)~' - det M(B, f,B) - det M (B, A)
_ det M(B, f,B).

Daher ist det M(B, f,B) unabhingig von der Wahl der Basis B.
b) (Definition) Daher ist die Determinante von f wohldefiniert durch

det f :=det M(B, f, B).
Beweis: Klar. O

Bemerkungen 7.20 (Volumen und Orientierung im R")
i) Es seien by, ..., b, (Zeilen-)Vektoren im R". Das von ihnen erzeugte Paral-
lelotop ist

P(by, ... by) ={) _xb; | 0 <y < 1firalledi = 1,..,n}.

J=1

Sein Volumen ist

Volumen (P(by,...,b,)) = |det(| : |)|.
br

Das wird hier nicht bewiesen, denn zuerst brauchte man eine Definition von
“Volumen”, die hier auch nicht gegeben wird.

Immerhin ist klar, daf§ das Volumen unter “Scherungen” invariant sein soll,
und das paft zur Multilinearitdt von det.
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Ein Parallelotop heift im Fall n = 2 Parallelogramm, im Fall n = 3 Spat.

bg 1 b2+7"b1 /(X /r/i/
A A
/(/( /i/r
> bl L =/i’ b1

ii) Beim Volumen oben vergiit man das Vorzeichen von det(by, ..., b,)"". Was
ist seine Rolle?
Jeder Basis (by, ..., b,) des R" ist eine Orientierung zugeordnet, die Zahl

det(bl, ceey bn)tr
| det(bl, ceey bn)tr| ’

Es gibt also nur zwei Orientierungen, +1 oder —1.

Bei einer Permutation (e,),...,€s(m)) (¢ € S,) der Standardbasis ist die
Orientierung gerade sign(o).

Man kann zeigen, dafi die Gruppe GL(n,R) zwei “Zusammenhangskompo-
nenten hat”, die Teilmengen

{AeGL(n,R) | det A >0} und {A € GL(n,R) | det A < 0}.

Daher lassen sich je zwei Basen mit gleicher Orientierung durch eine “stetige
Familie” von Basen verbinden.

Beim C" hat man das Phdnomen der Orientierung nicht: im Gegensatz zu
R — {0} ist C — {0} “zusammenhingend”.
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8 Eigenvektoren und Eigenwerte

In diesem Kapitel bezeichnet K irgendeinen Kérper. Hier geht es um Nor-
malformen fiir Endomorphismen.

Definition/Lemma 8.1 a) (Definition) Sei A € M(n x n, K). Das charak-
teristische Polynom von A ist das Polynom

Pa(t) :=det(t- B, — A) = (—1)"det(A—t-E,)

air —t  ap e A1
a Aoy — T e a
_ (_1)n . 21 22 2n
Gn1 e Apn—1 Qnn — t

(Lemma) Es ist

Pao(t) = t" — (ay + agy + ... + apn)t"
()P 4 (L)t (=) det A € KTt].
FEs ist also ein unitires (d.h. Leitkoeffizient 1) Polynom vom Grad n. Der
Koeffizient
Spur(A) :=ay; + age + ... + apy
von —t"~1 heif$t Spur von A.

b) (Lemma) Sei f :V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V
mit dimg V =n € IN. Sei B eine Basis von V. Das Polynom

Pf(t) = (—1)” det(M(B, f, B) —1- En) = PM(B,f,B)(t>

st unabhdngig von der Wahl der Basis B.
(Definition) Es heifit charakteristisches Polynom wvon f.
Auch die Zahl
Spur(f) := Spur(M(B, f,B))
ist unabhdngig von der Wahl von B. Sie heifit Spur von f.
Beweis: a) Rechnet man P,4(t) mit der Leibniz-Formel aus, so sieht man,
daf nur der Summand (—1)"(a1; —t)(ag2 —t)...(an, — t) zu id € S,, Beitrige
zu t" und " ! liefert. Daher sind deren Koeffizienten 1 und —(ay; + ...+ Gpp)-
Der konstante Koeffizient ist natiirlich (—1)" det A.
b) Ist B eine zweite Basis, so sei B := M (B, B) die Basiswechselmatrix. Es
ist
det(M(B, f,B) —t-E,) = det[B™-M(B,f,B)-B—t-E,]
= det [B™'- (M(B, f,B) —t-E,)- B]
= det(B7') - det(M (B, f,B) —t- E,)-det B
= det(M(B, f,B)—t- E,).
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Daher ist Pf(t) unabhéngig von der Wahl einer Basis B. Das gleiche gilt fiir
Spur(f), da es der Koeffizient von —t"~! in Py (¢) ist. O

Beispiele 8.2 i) (Obere Dreiecksmatrix) Ist A = (a;;) € M(n x n, K) eine
obere Dreiecksmatrix (also a;; = 0 fiir ¢ > j), so ist auch ¢- E,, — A eine obere
Dreiecksmatrix, mit Diagonaleintragen ¢t — ayq, ...,t — ayn,. Daher ist

n

Pa(t) = det(t - B, — A) = [[(t — au).

i=1

Ein wichtiger Spezialfall: A eine Diagonalmatriz, d.h. a;; = 0 fiir ¢ # j,

a1 0 e 0
A— 0 a929 :
0 0 apn

ii) (Jordanblock) Eine Matrix A € M(n x n, K) ist ein Jordanblock, falls sie
die Gestalt hat

Al 0
A:

1

0 A

Das ist auch ein Spezialfall einer oberen Dreiecksmatrix, mit

Pi(t)=(t— "

iii) (Obere Blockdreiecksmatrix) Ist A € M(n x n, K) eine obere Blockdrei-
ecksmatrix mit Blocken A; € M(r; x r;, K) in der Diagonalen, so ist auch
t- E, — A eine obere Blockdreiecksmatrix:

Al * tETl - Al *
A2 tErg - A2

_Ak

Tk

Daher ist dann

Pa(t) = det(t - E, — A) = HdettE A) =[] Pa®).
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iv)(Drehmatrix) Sei o € R. Die Matrix
A <Cf)SO& —sin a)
sina cosa
hat das charakteristische Polynom

Ps(t) = (cosa—t)(cosa—t)+sin®a =t*—2cosa-t+1 = (t—e)(t—e ™).

1 31
v) (Typische Klausurmatrix) A:= | -1 5 2] € M(3 x 3,Q).
0 0 3
1-t 3 1 L s
Pi(t) = (=1)%-det| —1 5—t 2 :(t—3)-det(_1 5—t)
0 0 33—t
= (t—3)-(1—=t)(b—1t)+3) = (t —3)(t* — 6t +8)
= (t=3)(t—2)(t—4).
vi) (Telefonmatrix) Die Matrix
01 2
Tel:= |3 4 5
6 7 8
hat das charakteristische Polynom
Pra(t) = ... =13 — 126> — 18t = t(t — 6 + 3v/6)(t — 6 — 3/6).

Definition 8.3 a) Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K-
Vektorraums V. Ein Element v € V — {0} heifit Figenvektor von f, falls
es ein A\ € K gibt mit

fw)=X-v.
Ein solches \ heifit Eigenwert von f.
b) (Lemma) Fiir jedes A € K ist die Menge

Eig(f,A) :={veV | f(v) =X -v} =ker(f — A-id)

offenbar ein Untervektorraum von V. Und offenbar ist A genau dann ein
Eigenwert von f, wenn Eig(f, A\) # {0} ist.
(Definition) Der Vektorraum Eig(f, A) heifit Figenraum von f beziiglich A.

c¢) Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume einer Matrix A € M (nxn, K)
sind die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume des Endomorphismus

la:Mnx1,K)—> Mnx1,K), b— A-b.
(l4 = Linksmultiplikation mit A)
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Aquivalent und konkreter: v € M(n x 1, K) — {0} heifit Eigenvektor von A,
falls es ein A € K gibt mit

A-v=M\-v.
Ein solches A heifit Eigenwert von A. Fiir jedes \ € K ist

Eig(A,\) = {veMnhx1,K)|A-v=\ v}
= ker(ly — \-id) = Los(A — X\ - E,,0)

der Eigenraum von A zum Wert \. Es ist offenbar ein Untervektorraum von
M(nx 1, K). Und offenbar ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn

Eig(A, \) # {0} ist.
Satz 8.4 (Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren)
a) Sei f : V. — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V mit
dimg V =n € IN. Dann gilt folgende Aquivalenz:
A € K ist ein Eigenwert von f <= Pf(\) =0.
b) Sei A€ M(n xn, K). Dann gilt folgende Aquivalenz:
A € K ist ein Eigenwert von A <= P4(\) = 0.

Beweis: Zuerst b):

A ist ein Eigenwert von A

< Eig(4,)) #{0}

— Los(A—)\-E,,0)#{0}

L34\ FE,, ist nicht invertierbar

Ll 0 =det(A- E, — A) = P4(\).
Nun a):

A ist ein Eigenwert von f

< Eig(f,A) # {0}

< ker(f—X-id) # {0}

<= f — A-id ist nicht invertierbar

s 0 =det(\-id—f) = Pp(N).

<= benutzt: ein Endomorphismus (hier A - id —f) ist invertierbar <=
seine Determinante ist Null. Das folgt mit 7.19 und 5.11 d) aus der analagen
Aussage 7.7 fiir Matrizen. O
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Beispiele 8.5 Es werden dieselben Beispiele wie in 8.2 betrachtet.

i) (Obere Dreiecksmatrix) Wegen P4(t) = [/, (t — a;) sind die Eigenwerte
a11, ---, Gppn. Aber die Eigenvektoren sind schwerer zu bestimmen. Sofort sieht
man nur den Eigenvektor e; = (1,0...,0)" zum Eigenwert a;;. Wenn mehrere
a;; ibereinstimmen, gibt es zu ihnen eventuell nur einen Eigenvektor, siehe
ii). Nur im Fall einer Diagonalmatrix sieht man sofort viele Eigenvektoren:
e; ist Eigenvektor zum Eigenwert a;;. Mehr dazu kommt in 8.6.

ii) (Jordanblock) Hier ist P4(t) = (t—\)™, also hat man nur einen Eigenwert.
Tatséchlich ist hier

0 1 0
A—\-E, = ,
1
0 0

also rang(A — A - E,) = n — 1, also dim Eig(A, \) = 1. Genauer:
Eig(A,\) = Los(A—\- E,,0) = K -e;.
iii) (Blockdiagonalmatrix) Wenn A; einen Eigenwert A und Eigenvektor v €

M(r; x 1, K) hat, so ist (0, ...,0,0",0,...0)" € M(nx1, K) (mit den richtigen
Anzahlen von Nullen) ein Eigenvektor von A mit Eigenwert .

iv) (Vgl. Beispiel 5.91i)) Sei a € R. Die Linksmultiplikation /4 mit der Matrix
e (cQSa —sin a)
sina cosa
beschreibt eine Drehung des R-Vektorraums M (2 x 1, R) = R? um 0 um den

Winkel «. SKIZZE IN DER VORLESUNG.

Fiir a ¢ 7 -7 hat sie offenbar keinen Eigenvektor und keinen Eigenwert. Das
pait dazu, dafl

Pa(t) =t —2cosa-t+ 1= (t—e*)(t —e ™)

keine reelle Nullstelle hat.
Aber die Linksmultiplikation mit derselben Matrix auf dem C-Vektorraum
M(2 x 1,C) = C? hat die Eigenwerte €’ und e~ und die Eigenvektoren

<1.> und (1)

—1 i
cosa —sina) (1) (cosatisina _ o 1
sinav  cosa Ti) \sihaFicosa) Ti)
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v) (Typische Klausurmatrix) Wegen Pa(t) = (¢t — 3)(t — 2)(t — 4) sind die
Eigenwerte 2,3 und 4. Die Eigenrdume sind:

-1 3 1 3

Eig(A,2) = Los(A —2- E3,0) =Los(| =1 3 2| ,0) =spang(|1]),
0 01 0
-2 3 1 4

Eig(A,3) = Los(A —3- E3,0) =Los(| =1 2 2| ,0) =spang(| 3 |),
0 00 —1
-3 3 1 1

Big(A,4) = Los(A —4- E3,0) =Lés(| =1 1 2 |,0) =spang(|1])
0 0 -1 0

vi) (Telefonmatrix) Wegen
Pra(t) = ...=t>— 126> — 18t = t(t — 6 + 3v/6)(t — 6 — 3v/6)

hat Tel als Matrix in M (3 x 3, R) die drei Eigenwerte 0, 6 — 3v/6 und 6+3v/6.
Mit einiger Miihe rechnet man aus: Die Eigenrdume sind hier alle eindimen-
sional und werden erzeugt durch die drei Eigenvektoren

1 5 5
-2, 8 — 36 und 8+ 3v6
1 11 —3v6 11+ 3v6

Als Matrix in M(3 x 1,Q) hat Tel dagegen nur den Eigenwert 0 und den
zugehorigen eindimensionalen Eigenraum Eig(Tel,0), der vom Eigenvektor
(1,-2,1)" erzeugt wird.

Definition/Lemma 8.6 a) (Definition) Ein Endomorphismus f :V — V
eines K-Vektorraums V- mit dimV = n € IN heifit diagonalisierbar, falls es
eine Basis von V' aus Figenvektoren von f gibt.

b) (Lemma) Ist B = (by, ..., b,) eine solche Basis mit f(b;) = \;, so ist

A1 0
M(B, f,B) = .
0 )\n>
c¢) (Definition) Eine Matriz A € M(n x n, K') heifit diagonalisierbar, falls es

es eine Basis von M(n x 1, K) aus Figenvektoren von A gibt.

d) (Lemma) Eine Matriz A ist diagonalierbar genau dann, wenn es eine
Matriz B € GL(n, K) gibt mit

B™!'. A. B = Diagonalmatrix.
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Beweis: a)+c): Definitionen. b): Klar.
d) Die Spalten von B bilden eine Basis von Eigenvektoren. a

Definition 8.7 a) Eine Matrix A € M(n x n, K) ist in Jordannormalform,
falls sie die Gestalt hat

Ay 0
A:
0 Ay
Hier sind
A1 0
Ai: h h GM(T’Z’X’T’Z',K)

SO

0 i

Jordanblocke; alle anderen Eintrage von A sind Null. Der Jordanblock A; hat
die Groffe r; x r;. Natiirlich ist n = r{ + ... + . Offenbar ist

k

Pa(t) = ]t = ).

i=1

b) Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V mit
dimg V =n € N. Er lGft sich in Jordannormalform bringen, falls eine Basis
B von V existiert, so dafl M (B, f,B) in Jordannormalform ist.

Dann heifit die Matrix M (B, f, B) eine Jordannormalform von f.

c¢) Er heiit nilpotent, falls ein m € IN existiert mit f™ := fo..o f =0.

Satz 8.8 (In dieser Vorlesung ohne Beweis)

a) Sei f V. — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V mit
dimg V = n € N. Er lifit sich genau dann in Jordannormalform bringen,
wenn sein charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdllt, d.h. wenn
es A, .o, \g € K und rq, ..., € IN gibt mit

k

Pf(t) = H(t - )\z‘)”-

i=1

b) Je zwei Jordannormalformen eines Endomorphismus haben die gleichen
Jordanblocke; nur in der Rethenfolge der Blocke konnen sie sich unterschei-
den.

c¢) Ein nilpotenter Endomorphismus f :V — V mit dimV = n € N hat
charakteristisches Polynom Py(t) = t™. (Spezialfall von a):) Er lifit sich in
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Jordannormalform bringen. Die Jordanblocke A; haben dann alle in der Dia-
gonalen \; = 0.

d) (Spezialfall von a) wegen des Fundamentalsatzes der Algebra) Im Fall
K = C laft sich jeder Endomorphismus in Jordannormalform bringen. (Im
Fall K = R gilt das nicht!)

Bemerkungen 8.9 i) Eine Diagonalmatrix ist eine Matrix in Jordannor-
malform, bei der alle Blocke die Grofie 1 x 1 haben.

ii) Wenn ein Endomorphismus diagonalisierbar ist, ist das etwas ganz beson-
deres. Viele Endomorphismen lassen sich nicht diagonalisieren. Bei K = C
hat man aber immerhin stets Jordannormalformen, bei K = R oder K = Q
oft nicht mal das.

Tatséchlich (aber nicht in dieser Vorlesung) gibt es Verallgemeinerungen der
Jordannormalform fiir Endomorphismen {iber einem beliebigen Korper.

iii) (Beweis in einer Algebra-Vorlesung) Zu jedem Korper K gibt es einen (bis
auf Isomorphie eindeutigen) kleinsten Kérper K O K, in dem jedes Polynom
in K[t] in Linearfaktoren zerféllt. Er heifit algebraischer Abschluff von K. Es
ist R = C. Aber es ist Q # C.

iv) Eine Matrix A € M(n x n, K) liegt auch in M(n x n, K). Daher gibt
es nach Satz 8.8 a) eine invertierbare Matrix B € M(n x n, K), so da8

B™1-A-B € M(n x n,K) in Jordannormalform ist. Das ist auch fiir das
Versténdnis der Normalformen von Endomorphismen iiber K niitzlich.

v) Es gibt verschiedene Beweise von Satz 8.8. Konzeptionell gute Beweise
benutzen die Theorie der Moduln tiber Hauptidealringen.

Bemerkung 8.10 Ein Endomorphismus f : V' — V eines K-Vektorraums
V induziert eine Abbildung

O, : K[t] — End(V),
Z a;tt — Z a;i f*.
i=0 i=0

Hier ist f° := idy. Die Abbildung ®; ist ein Ringhomomorphismus und
ein Vektorraumhomomorphismus. Das Bild ®¢(K[t]) ist ein kommutativer
Unterring mit Eins von End (V).

Sei dim V' = n € IN. Dann ist dim End(V) = n?. Es ist dim K [t]<,2 = n? + 1.
Daher ist schon die Einschrinkung von ®; auf K[t]<,2 nicht injektiv. Satz
8.11 sagt, daBl Pf(t) im Kern liegt.

Satz 8.11 (Satz von Cayley und Hamilton) Sei f : V. — V ein Endomor-
phismus eines K-Vektorraums V. mit dimg V =n € IN. Es ist

Ps(f) =0 € End(V).
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Beweis: Sei B = (by, ..., b,) irgendeine Basis von V und M (B, f,B) =: A =
(a;;). Esist f(b;) = > 1, a;;b;. Wir wenden auf jeden Eintrag der Matrix
Ct):=(A—t-E,)" € M(nxn, KI[t])

die Abbildung ®; an und erhalten die Matrix

ap -idy —f  ag -idy - apy - idy
a2 -idy  age -idy —f apo - idy
opn=| ) & M(n x n, &, (K[).
AT ldV App ldV _f

Es ist det C'(f) = (—1)"P¢(f). Multipliziert man von rechts den Spaltenvek-
tor (b, ...,b,)" € M(n x 1,V) dran, so erhilt man

by —f(b1) + 220, anbi 0
ci || = : =|:
bn —f(bn) + Z?:l CLmbi 0

C(f)¥ ist die Komplementirmatrix zu C(f) von Definition 7.13. Mit Satz
7.15 ¢) erhdlt man

0 bl det C(f) 0 bl
0 by 0 det C(f) by

Also ist Py(f)(b;) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n; also Py(f)(v) = 0 fiir alle v € V.
Daher ist Pr(f) =0 € End(V). O

Bemerkung 8.12 Bei einem Endomorphismus f : V' — V mit einer Jor-
dannormalform M (B, f, B) wie in 8.7 a) sieht man Satz 8.11 einfacher. In
dem Fall sei p; :=r;+...+7r;,_1 € NU{0}. Zum Block A; der Jordannormal-
form “gehéren” die Basisvektoren by, 41, ..., by, 1, der Basis B = (by, ..., by).
Der Endomorphismus f — \; - id operiert auf ihnen so:

bPH-Ti = bPH—Ti—l = bﬁi+1 — 0.

Also ist er auf » 7" | K - by, 1; nilpotent mit (f — A; - id)"(b,,4;) = 0. Daher
ist

Pr(f)(bpi+j) = (H(f - N id)”) o (f—Ai-id)"(by+5) = 0.
I£i

Definition/Lemma 8.13 Sei f : V — V' ein Endomorphismus eines K-
Vektorraums V- mit dimg V =n € IN.
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a) (Definition) Der Kern der Abbildung ® von Bemerkung 8.10 enthdlt ein
unitdres Polynom M (t) mit kleinstem positiven Grad. Es heifst Minimalpo-
lynom wvon f.

b) (Lemma) Das Minimalpolynom M¢(t) teilt jedes andere Element von
ker @ ¢, insbesondere teilt es das charakteristische Polynom Py(t).

c) (Lemma) Lafst sich f in Jordannormalform bringen, so ist (mit den No-
tationen von 8.7 a))

Mit)= [ @-n™

A Eigenwert

mit r(A) = max(r; | Ay = A).

Beweis: a) Definition.

b) Wiirde M/ (t) ein Element ¢(t) von ker ®; nicht teilen, so wiirde man mit
Polynomdivision ¢(t) = q(t)M¢(t) + r(t) ein Polynom r(¢) von kleinerem
Grad erhalten, das auch in ker ®; liegen wiirde. Widerspruch.

c) 8.12 hat gezeigt, daf f — A; -id so auf V; := > 7" | K - b,,1; operiert:

bPi'H"i = bPi"‘T’i_l = bPH-l — 0.

Daher ist (f—A-id)" die kleinste Potenz von f—A-id, die V; auf Null abbildet.
Und (f — A -id)"™ ist die kleinste Potenz, die den Raum Y, . = Vi auf
Null abbildet. Daher ist M¢(t) wie oben beschrieben. O

Beispiel 8.14 Lait sich f : V — V in Jordannormalform bringen mit
dim V' = 15 und sechs Jordanblocken mit A\; und r; wie in der Tabelle (mit
a, fund v € K paarweise verschieden)

MilofalB]8]|8]7]
523 ]3]1]
SO ist
Py (t) t—a)’(t = B)°(t — ),
Mi(t) = (t—a)’(t—0B)°(t—7)

Satz/Definition 8.15 a) (Notation) Seien V; C V (i = 1,..., k) Untervek-
torrdume eines Vektorraums V. Der von ihnen erzeugte Untervektorraum
von V' st

k
ZV; = {U1+...—|—Uk | v; € V;}
i=1

b) (Satz) Folgende drei Bedingungen sind dquivalent:
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«) Jedes Element von Zle V; lasst sich auf eindeutige Weise als Line-
arkombination von Elementen der V; schreiben, d.h.

v+ ..U =01 F ...+ U mit v;,0; €V, = firalled v, = ;.

B) Beliebige Basen der V; bilden zusammen eine Basis von ) ., Vi.
v) Fiirallei=1,...kist V;N (32, V;) = {0}

c¢) (Definition) Wenn die drei dquivalenten Bedingungen in b) erfillt sind, ist
der von den V; erzeugte Untervektorraum die direkte Summe der V;; Notation:
B Vi oder Vi @ ... @ V.

Beweis von b): a) <= () : Leicht, Ubung.

a) =) : Wirev € V;N (3, V;) und v # 0, so liee sich v auf zwei Weisen
als Linearkombination der Elemente der V) schreiben, einmal als v € V;,
einmal als v € >, V.

v) = «) : Indirekt. Sei «) nicht erfiillt; sei ), v; = >, v; mit v;,v; € Vj und
v; # U; fiir irgendein (mindestens ein) 7. Dann ist

0Fv—T=Y (1—v) eVin(D_V)).

j#i i
Also ist auch ) nicht erfiillt. O
Beispiel 8.16 Sei V = K* mit Standardbasis (ey, s, €3, €4). Sei
Vii=Kei+ Key, Vo := Kes, V3:= Ke; + Key, V) := Key.

Dann hat man direkte Summen Vi ®V,, Vi@ Vy, Vod Vs, VoV, Vi Vo d V.
Aber die Summen V; + V3, V3 4+ V4 und alle Summen, die diese enthalten
Vi+Vo+ Vs, Vi4+Va+Vy, Vo+Va+Vy, Vi+Vo+V5+ V), sind nicht direkt.

Definition 8.17 a) Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K-
Vektorraums V. Ein Element v € V —{0} heifit verallgemeinerter Figenvektor
oder Hauptvektor, falls es ein A € K und ein m € IN gibt mit

(f=A-id)™(v) = 0.
b) Fiir jedes A € K ist die Menge
Hau(f,A\) :={v € V| esgibt ein m € N mit (f — X-id)"(v) = 0}

offenbar ein Untervektorraum von V. Offenbar ist Hau(f,\) D Eig(f, ).
Also gilt

A Eigenwert <= Eig(f,\) # {0} <= Hau(f, \) # {0}.
Hau(f, \) heiit Hauptraum von f beziiglich \.
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Satz 8.18 (In dieser Vorlesung ohne Beweis) Sei f : V. — V' ein Endomor-
phismus eines K -Vektorraums mit dimg V = n € IN. Sein charakteristisches
Polynom zerfalle in Linearfaktoren,

Prty=J[ =N  (mitd(\) eN).

A Eigenwert

Dann gilt:

V= (P Hau(f,)) und dimHau(f,)) =d()).

A Eigenwert

Bemerkungen 8.19 i) Lafit sich f in Jordannormalform bringen, so ist mit
den Notationen von 8.7 und 8.12

Hau(f,\) = @ V.

i mit \;=\
In dem Fall ist der Satz leicht zu sehen.

ii) Tatséchlich ist Satz 8.18 eine Vorstufe fiir den Satz 8.8 a) iiber die Jor-
dannormalform. Aus Satz 8.18 und dem Spezialfall Satz 8.8 ¢) folgt Satz 8.8
a) leicht.
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9 Bilinearformen
In diesem Kapitel bezeichnet K irgendeinen Korper.

Definition 9.1 a) Seien V und W K-Vektorraume. Eine Abbildung ¢ :
V x W — K ist eine Bilinearform, falls gilt:

i) fiir jedes y € W ist folgende Abbildung linear:

V=K, oz é,y)

ii) fiir jedes x € V ist folgende Abbildung linear:

W—K, y—o(zy).

b) Eine Bilinearform auf einem Vektorraum V' ist eine Bilinearform
p:VxV—K.

[Die meisten interessanten Bilinearformen sind von diesem Typ, d.h. V = W]
c¢) Eine symmetrische Bilinearform ist eine Bilinearform ¢ : V x V' — K mit

o(x,y) = oy, ).

d) Eine (alternierende oder) schiefsymmetrische Bilinearform ist eine Biline-
arform ¢ : V x V — K mit

Beispiele 9.2 i) Das Standard-Skalarprodukt auf M(n x 1, K):
(V:Mnx1,K)xMnx1,K) — K,
(2,y) = (z,y) =) z-y=1"-y.
i=1

(,) ist eine symmetrische Bilinearform. Sie wird in Kapitel 10 studiert.

ii) Auf dem R-Vektorraum C°([0, 1], R) der stetigen Funktionen auf dem In-
tervall [0, 1] (vgl. Beispiel 3.3 d)) hat man die symmetrische Bilinearform

dimt - C°([0,1],R) x C°([0,1],R) — R,
(f,9) — /Of(x)g(x)dx

iii) Eine Linearform auf einem K-Vektorraum V ist ein Vektorraumhomo-
morphismus f:V — K.
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[Das pafit zum Begriff Bilinearform in Definition 9.1.]
Der Dualraum zu V ist der K-Vektorraum

V* = Hom(V, K).

Die folgende Bilinearform auf V* x V' ist zugleich natiirlich, etwas abstrakt
und ziemlich trivial:

¢V xV K, (f,x) = ¢(f,z) = flz).

iv) (Matrizen und Bilinearformen, 1. Teil)
Eine (m x n)-Matrix A = (a;;) € M(m X n, K) definiert (offenbar) eine
Bilinearform auf M (m x 1, K) x M(n x 1, K) durch

Bilg: M(mx1,K) x M(nx 1,K) — K
(z,y) — 2" Ay=Y"> "mia; -y

i=1 j=1

Beispiel 9.2 iv) ist ein Spezialfall von Definition/Satz 9.3 a).

Definition/Satz 9.3 (Matrizen und Bilinearformen, 2. Teil)
Seien V- und W endlich-dimensionale K-Vektorriume; sei B = (by, ..., by)
eine Basis von V und C = (¢, ..., c,) eine Basis von W.

a) (Definition) Eine (m x n)-Matric A = (a;;) € M(m x n,K) definiert

offenbar eine Bilinearform auf V-x W durch
BﬂAJg,c VW —- K

m n Y1 m n

(inbiuzyjcj) = (1w A = Zib’i'aij'yj-

i=1 j=1 =1

J=1

Yn ‘

b) (Definition) Fiir jede Bilinearform ¢ : V. x W — K ist M(B,$,C) €
M(m x n, K) die Matriz mit den Eintrdgen

(M(B,¢,C))ij := ¢(bi, c;).
c) (Satz) Die Menge
Bil(V,W) :={¢:V x W — K Bilinearform}
ist ein K-Vektorraum, und die Abbildung

M(m xn,K) — Bil(V,W), A Bilygc,
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st etn Vektorraumisomorphismus. Der inverse Vektorraumisomorphismus ist
Bil(V,W) — M(m x n,K), ¢~ M(B.$,C).

d) (Satz) (Transformationsverhalten wvon Matrizen zu Bilinearformen
beziiglich Basiswechsel)
Sei B' eine weitere Basis von V und C' eine weitere Basis von W. Dann ist

M(B,¢,C') = M(B,B)" - M(B,$,C) - M(C,C').

Beweis: a) Definition. Bily g ist bilinear, weil in jedem Summanden der
Summe 7", Z?:l x;-a;;-y; die xy linear auftreten und die y; linear auftreten.

b) Definition.
c¢) [Die Aussagen sind verwandt zu denen von Satz 5.5 b) und Satz 5.11 b).]

1.Teil: Bil(V, W) ist ein K-Vektorraum.

Die Menge Abb(V x W, K) aller Abbildungen von V' x W nach K ist ein
Vektorraum mit der punktweisen Addition und Multiplikation (Beispiel 3.3
c)): Fiir ¢1, ¢ € Abb(V, W) und X € K ist

(f1+ @2)(m,y) = 1w, y) + d2(x,y),
()‘ ' ¢1)(I, y) = A (bl(xu y)

Es reicht nun zu zeigen, daf die Teilmenge Bil(V, W) C Abb(V x W, K)
ein Untervektorraum ist, d.h. dal aus ¢1,¢o € Bil(V, W) auch ¢; + ¢o €
Bil(V, W) und X - ¢; € Bil(V, W) folgt. Aber weil ¢; und ¢y bei festem
y € W linear in x € V sind, gilt das auch fiir ¢; + ¢2 und A - ¢1. Analog folgt,
daBl ¢1 + ¢ und \ - ¢y bei festem x € V linear in y € W sind. Also sind sie
bilinear und in Bil(V, W).

2. Teil: Vektorraumisomorphismen.
Behauptungen: Fir eine (m x n)-Matriz A ist

M(B,Bilypc,C) = A.
Fiir ¢ € Bil(V, W) ist
Bilyrs,p.0).8c = ¢-
Beweis der Behauptungen:

(M(B,Bilapc,C))u = Bilagc(bi, cr) Z Z&k a;j - 051 = .
i=1 j=1
und
' m n Def m n
Bilusoose(Y wibn, » yic;) = D> xi-dlbic) -y
=1 j=1 i=1 j=1

¢ b111noar Z T b“ Z Yj Cj (D)
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Dabher sind die beiden Abbildungen ¢ — M (B, ¢,C) und A — Bily g¢ invers
zueinander und beide bijektiv.

Die Abbildung ¢ — M (B, ¢,C) ist ein Vektorraumhomomorphismus wegen
der punktweisen Definition von ¢; + ¢o und A - ¢;.

d) Bei
b = Zﬁi]—bi und ¢ = Z%lck
i=1
ist
M(Bv B/> = (6ij)7 M(Cv Cl) = (7kl)
und

(M(B,agbacl))jl = ¢( ;‘>C;)

= ZZ&Z] bzack " Vil

=1 k=1

- (MBB/ ) M(B 7¢7C>'M(C7C/))jl'

O

Beispiele 9.4 i) Polynome geben auf [0,1] stetige Abbildungen. Daher
ist R[f] € C°([0,1],R). Der Untervektorraum R[t]<3 hat die Basis B =
(1,t,t%,1%). Wegen fol thdt = k+1 hat ¢;,; von Beispiel 9.2 ii) auf R[t]<3
beziiglich dieser Basis die Matrix

11 1 1

. 123 4

(B, Gint, )_(/ ¢t 2dt)2] 1.4 (Z,+1._1)zg_1 ..... 4 % % % %
‘ g O

i 5 6 7

ii) Auf M(2 x 1, K) hat man die Standardbasis B = (e1,e3) = (((1))> ))

und die Basis B = ((}), (,)). Die Basiswechselmatrix ist natiirlich 7' :=
M(B,B') = (; _|). Die symmetrische Bilinearform ¢, mit

vw.on - (; ")
M(B, 65, B) = TtT’-M(B,qSQ,B)-T:TtT-((l) _01)-T
- (0 2) (656 L)
- G —21)(—12 D:(_?)g g)

~—
=)

erfiillt
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iii) Die Bilinearform ¢3 auf M (2 x 1, K) mit

M(B,¢,B) = G g)

ist nicht symmetrisch, wegen ¢3(eq, 1) = 2 # 0 = ¢3(eq, €2). Esist ¢3(v, ez) =
0 fir alle v € M(2 x 1, K).

Bemerkungen 9.5 a) Hiufig ist eine Bilinearform ¢ : V' x W — K durch
eine Matrix M (B, ¢,C) gegeben, wobei B und C irgendwelche (bekannten)
Basen von V und W sind. Dann sagen Satz 9.3 ¢) und die Formel in 9.3 a)
mit A =M (B, ¢,C), wie man ¢(X,Y) fiir X € V und Y € W ausrechnet:
Man bestimmt die Koeffizienten z; und y; in X = 221 z;b; und Y =
>_j-1Yjc; und berechnet das Matrizenprodukt z' - A -y, wobei z =
(1'1 o 'xm)tr und y = (yl T yn)tr ist.

b) Das Transformationsverhalten in 9.3 d) von Matrizen M (B, ¢,C) zu Bili-
nearformen ¢ : V xW — K bei Basiswechseln ist anders als das von Matrizen
M (B, f,C) zu Homomorphismen f: W — V.

Erinnerung an Bemerkung 5.12 i):

M(B,f.C")y = M(B,B)™"- M(B, f,.C) - M(C,C').

Bei Bilinearformen hat man links (..)"" statt (..)~'.

¢) (Matrizen und Bilinearformen, 3. Teil)
Sei ¢ : V xV — K eine Bilinearform auf V' mit Matrix T := M(B, ¢, B)
beziiglich einer Basis B = (by, ..., b,) von V. Es gilt offenbar:

¢ ist symmetrisch <= T ist symmetrisch, d.h. T" = T’
¢ ist schiefsymmetrisch <= T ist schiefsymmetrisch, d.h. T = —T.

Definition 9.6 Sei ¢ : V x V — K eine symmetrische oder schiefsymmetri-
sche Bilinearform.

a) (Definition) Zwei Elemente z,y € V heiflen orthogonal, falls ¢(z,y) = 0
ist. Notation: = L y.

b) (Triviales Lemma) Weil ¢ symmetrisch oder schiefsymmetrisch ist, ist
r 1y <= y Lz [Sonst miifite man rechts-orthogonal und links-orthogonal
unterscheiden. |

c¢) (Definition) Sei U C V ein Untervektorraum. Der orthogonale Untervek-
torraum UL C V ist

Ut ={z eV |firalle ycU ist z Ly}

d) (Definition) Das Radikal von ¢ ist Rad(¢) := V+ C V.
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e) (Definition) ¢ heifit nichtentartet, falls Rad(¢) = {0}. Falls Rad(¢) # {0}
ist, heifit ¢ entartet.
f) (Definition) Ein Element v € V heif}t isotrop, falls es erfiillt:

¢(v,v) =0 und v #0.
g) (Triviales Lemma) Offenbar ist jedes Element von Rad(¢) — {0} isotrop.
Beispiele 9.7 i) Es gibt in C°([0, 1], R) beziiglich ¢;,; (Beispiel 9.2 ii)) kein

isotropes Element, denn f?(x) > 0 fiir alle z € [0,1], und f € C°([0,1],R)
erfiillt (Beweis: Analysis)

/1f2(:)3)d:.17:0 — f=0.
0

Insbesondere ist Rad(¢;n:) = {0}. Also ist ¢y, nichtentartet.
ii) Die Bilinearform ¢, von Beispiel 9.4 ii) ist nichtentartet (Ubung oder

Lemma 9.8 ¢) und det (; ) = —1 # 0). Aber es gibt isotrope Elemente:

e o 1 0 r1\
T = (@) # 0 ist isotrop <= (:)31 :)32) . (O _1) . ($2> =0

— 27 —125=0.

Also sind zum Beispiel G) und (_11) isotrop. [Bei K = Fy sind sie natiirlich
gleich.] Bei U := K - () ist

Ut =uU.
Lemma 9.8 Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ : V xV —

K eine symmetrische oder schiefsymmetrische Bilinearform, B = (by, ..., by,)
eine Basis von V und A :== M(B, ¢, B).

a) Sei U C V ein Untervektorraum. Sei C = (cy, ..., ¢x) eine Basis von U und
I' = (vi;) die (n x k)-Matriz mit ¢; =Y., vi;b;. Dann ist

rang ' = k& > rang (Ft’" : A) ,
x1

U ={> b [T"-A-| ¢ | =0},
=1

Tn
dim U+ =n —rang(T'" - A) >n —k=n—dim U,
dim U+ +dimU > n.
b) Insbesondere ist

xq

Rad(¢) = {ixibi | A- 2] =0},
=1 Ty

dim Rad(¢) = n — rang A.
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c) ¢ ist nichtentartet <= det A # 0.
d) Wenn ¢ nichtentartet ist, ist

dim U+ +dimU = n.

e) Wenn es keine isotropen Vektoren gibt (= Rad(¢) = {0} = ¢ ist nicht-
entartet), ist U N U+ = {0} und

UepU-=V.
Beweis: a) Die Ungleichung rang I' > rang(T'"" - A) ist klar. Es ist

€

Blej, > wibi) = (Yaj -+ Yng) - A
=1

Tn

wegen Bemerkung 9.5 a) bzw. Satz 9.3. Daraus folgt die Beschreibung von
U+. Der Rest ist klar.

b) Das folgt aus a) und der Definition des Radikals.

c¢) Das folgt aus b).

d) In dem Fall ist rang ' = rang(I'"" - A) und dim U+ =n — k =n — dim U.
e) Jeder Vektor in U N U+ — {0} wiire isotrop. Wenn es keine isotropen
Vektoren gibt, ist UN U+ = {0}, also U + U+ = U @ U+. Wegen d) ist dann
UasU=V. m

Bemerkung 9.9 Ist A € M(n xn, K) (schief)symmetrisch und 7" € M (n x
n, K) beliebig, so ist auch T - A - T (schief)symmetrisch. Denn wegen (B -
C)" = C" - B" (Lemma 4.15 b)) ist

(T - A-T)" =T" - A" . T = (=)T" - A-T.
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10 Euklidische Vektorriaume

In diesem Kapitel wird hauptséchlich mit dem Koérper R gearbeitet.

Definition 10.1 a) Eine symmetrische Bilinearform ¢ : V x V — R auf
einem R-Vektorraum V' heiflt positiv definit, falls gilt:

¢(v,v) > 0 fur alle v € V — {0}.
Sie heifit negativ definit, falls gilt:
¢(v,v) <0 fur alle v € V — {0}.
Sie heifit positiv semidefinit [bzw. negativ semidefinit], falls nur gilt:
¢(v,v) >0 [bzw ¢(v,v) < 0] fir alle v € V.

b) Eine symmetrische Matrix A heifit positiv oder negativ (semi)definit, wenn
die Bilinearform Bils auf M(n x 1,R) es ist.

Definition 10.2 a) Ein R-Vektorraum V' zusammen mit einer positiv defi-
niten symmetrischen Bilinearform ¢ : V x V' — R heif$t Euklidischer Vektor-
raum. Die Bilinearform ¢ ist sein Skalarprodukt.

b) Dann ist die Norm (oder Ldnge) eines Vektors v € V

o]l == v/¢(v,v) > 0.

Bemerkungen 10.3 i) Die Formulierung “zusammen mit” ist nicht prézise.
Genaugenommen ist ein Euklidischer Vektorraum das Paar (V, ¢) Aber der
Vektorraum V' wird als das primére Objekt angesehen.

ii) Bei “natiirlich” gegebenen Skalarprodukten gibt es in der Literatur neben
¢(z,y) eine ganze Reihe von gebriuchlichen Notationen, zum Beispiel x - y,
(z,y), (z,y).

iii) In einem Euklidischen Vektorraum V' gibt es offensichtlich keine isotropen
Vektoren. Daher erfiillen ein Untervektorraum U C V und der orthogonale
Untervektorraum U+

U+Ur=UaU".
Im Fall dim V' < oo gilt wegen Lemma 9.8 e)
UaU-=V.

Im Fall dimV = oo gilt das im allgemeinen nicht, siche 10.4 iv) und v).
Allerdings gilt es, falls dim U < oo ist, siehe Satz 10.17.
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iv) Eine symmetrische Matrix A € M(n x n,R) ist nach Definition positiv
definit, falls

T x1
(1 xp)-A-| ¢ | >0 fiir alle c | e M(nx1,R)— {0} ist.

Tn Tn

Am Ende des Kapitels werden zwei andere Charakterisierungen positiv defi-
niter Matrizen gegeben.

Beispiele 10.4 i) Der wichtigste Euklidische Vektorraum ist der R™ mit
dem Standard-Skalarprodukt ¢,

yl n
d)st .
st ((T1y s )y (Y1, ey yn)) = (1) - | 2 | = E T
Un i=1

ii) Die Vektorrdume R"™ und M(1 x n, R) waren in Definition 4.1 ¢) identifi-
ziert worden, aber nicht R™ und M(n x 1,R). Das Standard-Skalarprodukt
auf M(n x 1,R) war in Beispiel 9.2 1) ( ,) genannt worden: ( ,) = Bilg,,

(xuy) = <$,y> = xtr by "y :xtr Y= leyl
i=1
iii) Der R-Vektorraum C°([0, 1], R) mit der Bilinearform ¢;,,

bt (fr9) / f(2)g(x)d,

ist ein Euklidischer Vektorraum wegen (Beweis: Analysis)

1
/ f*(z)dz >0, falls f #0.
0

iv) Sei V := C°([0,1],R), U := RJ[t]. Dann ist U C V.
Behauptung: U+ = {0}. Alsoist U+ Ut =U U+t =UC V.

(Zitat aus der Analysis:) Approzimationssatz von Weierstrass:

VeV Ve>0 FgelU Vtel0,1] |f(t)—gl)]<e.

Indirekter Beweis der Behauptung: Sei U+ 2 {0} und f € U+ — {0}.
Sei a := Qine(f, f) > 0. Sei b := max(|f(¢)|[t € [0,1]). Sei € := . Wihle ein
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geUmitVite[0,1] |f(t)— g(t)| <e. Dann ist

bmilf.g) = / F(t)g(t)dt = / £ (F(5) — (1) — g(0)))
_ / P2yt / () — g(t))dt

1
> Gl f) = [ 1O 170) - g0t
’ a a
> a—b-sza—izi,
also f ¢ U+, Widerspruch. O

v) Aber falls V' ein Hilbertraum und U C V' ein abgeschlossener Unterraum
ist, gilt U @ U+ =V (Definitionen und Beweis in der Funktionalanalysis).
vi) Lingen und Winkel im R?:

Nach dem Satz von Pythagoras ist die Linge des Vektors (x;,z5) € R?

tatséchlich
[(z1, 22)|| = /2T + 3.

Sind x und y € R?*—{0}, so haben ”fc—” und ”7?/” Léange 1, und es gibt eindeutige
aund g € [0,27) mit

x = ||z|| - (cosa,sina) und y = ||y|| - (cos 3, sin 3).

Skizze:
A Y= HyH -(Cosﬁ,sinﬂ)
(0,11 B x = ||z|| - (cos a, sin @)
p-a 1«
(0,00 (1,0) ]
Es ist
Gst(z,y) = |z]l - [ly[| - (cosarcos B + sin arsin 3)

= |lz| - [|y|| - cos(B — a) (nach einem Additionstheorem).
Es gibt ein eindeutiges v € [0, 7] mit cos(8 — ) = cosy. Esist vy = (8 — «)

mod 27. Man kann ~ als den Winkel zwischen x und y auffassen. Er wird
eindeutig bestimmt durch v € [0, 7] und

Gsi(,y) = [[z[| - Iyl - cos(v).
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v) Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (Satz 10.5) wird es
moglich sein, diesen Begriff eines Winkels zwischen zwei Vektoren auf belie-
bige Euklidische Vektorrdume zu verallgemeinern (Definition 10.6). Danach
wird auch der Begriff der Lange im allgemeinen diskutiert werden (Definition
10.7 und Korollar 10.8).

Satz 10.5 Sei V' ein Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢. Dann
gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

oz, y)| < [l - [lyl| fir 2,y €V,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis: Falls x = 0 oder y = 0 ist, sind beide Seiten gleich Null, und x und
y sind linear abhéngig.
Seien x # 0 und y # 0. Dann haben die Vektoren % und ﬁ Lénge 1. Es

el
ist (mit + = plus oder minus)

x Yy xz )
0= ‘b(nin Toll' el ixuyn)
- ¢<||z||’m>ﬂﬂ“mﬁ““ﬁwgn)
LY )Y
ol - Iy
also
—(@)é(,y) < 2] - Iyl
also

oz, y)| < [l - [lyll
Bei Gleichheit ist —(+1)p(z,y) = ||z - ||y|, also

T Y z Y
0= ¢( v E )

] Tyl el [yl
also . Y

—+ = =0.

]l Nyl
Bei x # 0 und y # 0 ist das dquivalent dazu, daf§ z und y linear abhéngig
Sind. 0

Definition 10.6 Sei V' ein Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢.
Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gibt es zu je zwei Vektoren z
und y € V — {0} ein eindeutiges v € [0, 7] mit

¢(x,y) = ll=[ - Iyl - cos~.
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Dieses v heifit der Winkel zwischen x und y.

Bemerkung: Nun sind x und y orthogonal (z L y) genau dann, wenn der
Winkel zwischen ihnen 7/2 ist. Sie sind linear abhéngig genau dann, wenn
der Winkel zwischen ihnen 0 oder 7 ist.

Definition 10.7 Sei V ein R-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbil-
dung v : V — R mit den Eigenschaften:

(N1) v(z) =0 <= z=0.
(N2) v(A-z) =|A|-v(z) fir \e R,z € V.

(N3) v(z+y) <v(z)+v(y) (Dreiecksungleichung).

Korollar 10.8 (zur Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, Satz 10.5) Sei V
ein Buklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢. Die Lingen-Abbildung

IV = Ry, x— é(z,z)

ist eine Norm.

Beweis: (N1) und (N2) sind klar. (N3) folgt aus

lz+yl? = o@+y,z+y) =d(z ) +26(z,y) + oy, y)
%> 4 2¢(z, y) + [ly|I”
< Al + 20z - lyll + yll* = Ul + lyl)>

O

Definition/Lemma 10.9 ) (Definition) Den Begriff des Abstandes erfaft
man abstrakt mit dem Begriff einer Metrik:

Sei X irgendeine nichtleere Menge. Eine Abbildung d : X x X — Ry heifit
Metrik, falls sie erfillt:

(M1) d(z,y) =0 < = =uy.

(M2) d(y,z) = d(x,y).
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(M3) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

b) Sei V ein R-Vektorraum mit einer Norm ||.|| : V' — Rg. Dann ist die
Abbildung d : V x V — R{ mit d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik auf V.
Beweis: a) Definition. b) Klar. O

Bemerkung 10.10 Also hat man auf einem Euklidischen Vektorraum den
Begriff eines Winkels nach 10.6 und den Begriff des Abstandes nach 10.9 und
10.8.

Definition 10.11 Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer Vektorraum
mit Skalarprodukt ¢ : V x V — R.
Eine Basis (b1, ..., b,) heifit Orthogonalbasis, falls b; L b; fiir i # j ist.
Eine Basis (b1, ...,b,) heiBt Orthonormalbasis oder kiirzer ON-Basis, falls
b; L b; fiir i # j und ||b;|| = 1 fiir alle ¢ ist. Die gleiche Bedingung kiirzer
geschrieben:

¢(bi, b;) = dij.

Satz 10.12 Sei V' ein endlich-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit
Skalarprodukt ¢ : V x V — R.

a) Er besitzt eine Orthonormalbasis.

b) (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)

Aus einer gegebenen Basis (ai, ...,a,) erhdlt man in folgender Weise eine
Orthogonalbasis (by, ..., b,).

bl = daq,
¢(a2ab1)
by = as— - by,
’ L o(biby)
2
o ¢>(a3 bi)
b3 T a3 ; ¢(bl’b2) bl?

. n—1
. o ¢(anabz) 7.
= ;¢(biabi) e

c) Aus einer Orthogonalbasis (by, ..., b,) erhdlt man eine Orthonormalbasis
(¢1y...,¢n) durch Normieren:

bi
A

d) Ist (by,...,b,) eine Orthogonalbasis von V und x € V' beliebig, so ist

- - ¢($7 bi)
o ; by, bi) e

C; ‘=
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Im Spezialfall einer Orthonormalbasis (c1, ..., c,) ist dann natirlich

Tr = i ¢($, Ci) c Gy
=1

Beweis: a) folgt aus b) und ¢).

b) Induktiv.

Induktionsanfang: b; = aj;.

Induktionsannahme: fiir ein j € {2, ..., n} ist (b1, ..., b;—1) eine Orthogonalbasis
des von (ay, ..., a;_1) erzeugten Untervektorraums.

Induktionsschritt: Die Definition von b; fiir j = 2, ..., n zeigt, dafl b; orthogonal
zu allen b mit k < j ist:

i=1 ¢(bl’ v
Jj—1 b
otiube) = olagb) — 3 S ot b)
i=1 vt
= olagb) = S - olbub)

Daher ist (by,...,b;) eine Orthogonalbasis des von (ay, ..., a;) erzeugten Un-
tervektorraums.

¢) Klar.

d) Weil (b, ...,b,) eine Basis von V ist, gibt es z; € R mit . = > x; - b;.
Es ist

(. i) sz- (bi, br) = i - (i, by).

O

Beispiel 10.13 (Legendre-Polynome) Der R-Vektorraum R[z] mit der Bili-
nearform

b < (f.9) / falgla)da

ist ein Euklidischer Vektorraum. Denn die Bilinearform ¢;,; 2 ist offenbar
symmetrisch und positiv definit:

/1 f*(z)dz >0 falls f # 0.
-1

Eine Basis von ihm ist (a;);en mit a; = 271
Eine Basis des Untervektorraums R[z]<, ist (a1, ag, ..., an41) = (1,2, ..., 2™).
Das Orthogonalisierungsverfahren oben liefert eine Familie (b;);eny und ei-

ne Familie (¢;)ien, so daf8 (by, ..., b,41) die Orthogonalbasis von R|x]<, ist,
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die man aus (ay, ..., ap41) konstruiert, und (cy, ..., c,11) die zugehorige ON-
Basis. Die Polynome ¢; heiflen Legendre-Polynome. Die ersten drei werden
hier ausgerechnet.

bl = a1:1,
1
1bi]]* = ||1||2:¢mt,2(1,1)=/ 1-1dx = 2,
1
by 1
T =

ol V2’
. Pint 2(az, by)
Dint,2(b1, b1)

! 1
= x—(/ x~1dx)~—~1:x,
1 2

1
2
6o = <Z5im,2(56,$)=/ xzdng,

1

. - 5_2_\/?%
2 e V2

. : ¢int,2(a3>bi)
i—1 Gint,2(bi, bi)

1 1 1
= x2—</ zz-ldx>-—-1—</ xQ-xdx)-
. 2 B
1
3

by

by = as

- b;

bs = a3

[\CR RGN
&

= 1’2

Y

1 1 8
1652 = / @ Lpar= .= 2

1 45’
bg_/4521_3\/€2 1\/3
= Ve 3TV ey

Ohne Beweis: man kann fiir das Legendre-Polynom c¢,,; (K € N U {0}) die
allgemeine Formel zeigen:

V2k a\*,
= i () (1)
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Korollar 10.14 (QR-Zerlegung, Korollar zum Gram-Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren)
Sei k < n und sei A € M(n x k,R) eine Matriz mit linear unabhdngigen
Spalten.
Dann existieren Matrizen Q@ € M(n x k,R) und R € M(k x k,R) mit den
FEigenschaften:

i)

A=Q-R;
it) die Spalten von @ bilden eine ON-Basis des von thnen erzeug-

ten Untervektorraums wvon M(n x 1,R) beziglich des Standard-
Skalarproduktes;

iii) R ist eine invertierbare obere Dreiecksmatriz.

Beweis: Die Spalten von A werden mit ay, ..., ay bezeichnet. Der von ihnen
erzeugte Untervektorraum V' := span(ay, ..., ax) von M(n x 1, R) ist zusam-
men mit der Einschrénkung des Standard-Skalarproduktes ( ,) ein Eukli-
discher Vektorraum. Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
liefert eine ON-Basis ¢y, ...cp.

Die Basiswechselmatrix M ((aq, ..., ax), (¢1,...,cx)) und die inverse Matrix

M((c1,...,ck), (a1,...,ar)) =: R sind invertierbare obere Dreiecksmatrizen.
Die Matrix mit den Spalten cq, ..., ¢ wird ) genannt. Dann gelten A = Q- R
und die anderen Eigenschaften. O

Beispiel 10.15 A ist die 4 x 3-Matrix

21
01
01
0 0

A=

—_ N O =

mit den Spalten aq, as, as. Durch Hingucken findet man die Matrix B, deren
Spalten die Orthogonalbasis von span(ay, as, as) bilden, die man mit Gram-
Schmidt bekommt:

20 0
01 -1
B= 01 1
0 0 1

Wieder im Kopf findet man die Matrix (), deren Spalten cq, co, c3 man aus
denen von B durch Normieren erhélt,

otk o
"o ©

O

I
oo or
S35



111

Ebenfalls im Kopf findet man die obere Dreiecksmatrix R mit (ay, as,az) =
(Cl, Co, Cg) : R, d.h. mit A = Q : R,

2 1 1
R=10 V2 V2
0 0 3

Bemerkungen 10.16 i) z = (2;---2,)" € M(n x 1,R) hat Norm 1
beziiglich des Standard-Skalarproduktes genau dann, wenn Y, 2 = 1 ist.
Dann gilt |x;| < 1 fiir alle Eintrdge von x.

ii) Die QR-Zerlegung ist interessant fiir numerische Verfahren, weil die Matrix
() robust gegen kleine Storungen ist (unter anderem wegen i)) und weil man
Storungen bei oberen Dreiecksmatrizen gut kontrollieren kann.

Definition/Satz 10.17 Sei V' ein Euklidischer Vektorraum mit Skalarpro-
dukt ¢. Sei U C V' ein endlich-dimensionaler Untervektorraum.

a)

V=UeasU™
b) (Definition) Fiir jedes v € V gibt es eindeutige y € U und z € U+ mit
x =1y + z. Die Abbildung

pry V. — U, Ty

heifit Projektion von V' auf U. Sie wird pr genannt, wenn klar ist, welcher
Unterraum U gemeint ist.

¢) Man kann pr(x) folgendermaflen ausrechnen. Man wihlt eine Orthogonal-
basis (by, ...,bx) von U. Dann ist fir jedes x € V

k

Z, b,
pr(z) = ; ¢((bi> bi)) - b;.

<

d) Fir jedes x € V gibt es genau ein y € U, so daf$ ||x — y|| minimal ist. Es
ist y = pr(x). T

>
'

0 pr(z) U

Beweis: a) Aus ¢ positiv definit folgt UNU* = {0}, also U+ U+ =Ua U™ .
Daher reicht es, U + UL =V zu zeigen.
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Sei (by,...,b;) eine Orthogonalbasis von U. Man definiert eine Abbildung
pr: V — U durch

- b;.
i=1 ¢(bu bz)
Dann ist
k
~ ¢( 762)
oa = ()b = oleby) =3 Ly olbety
= ¢(z,b;) — ¢(x,b;) =0,

also x — pr(z) L b;, also x — pr(z) L U, also x — pr(z) € U*. Mit
v = pr(z) + (v — pr(z))

und pr(z) € U folgt V =U + U*.
b) Definition.

c¢) Der Beweis von a) zeigt pr = pr.
d) Seiz € V und y € U. Es ist

lz = yl* = [z = pr(z)) + (pr(z) - y)|I*
= Nz —pr@@)I* + 2¢(z — pr(z), pr(z) — y) + pr(z) — y|*
lz = pr(@)|* + llpr(z) — y|*

denn x — pr(z) € U, pr(xz) —y € U. Der Abstand ||z — y|| ist also genau
dann minimal, wenn pr(z) = y ist. O

Bemerkungen 10.18 i) Satz 10.17 ¢)+d) hat viele Anwendungen. Norma-
lerweise sucht man innerhalb eines endlich-dimensionalen Unterraums U C V
das Element y, das ein Element x € V' am besten approximiert.

Das ist offensichtlich relevant in praktischen Problemen aus der Wirtschaft.
Innerhalb der Mathematik ist V' haufig ein Vektorraum von gewissen Funk-
tionen und U ist ein Unterraum von spezielleren Funktionen, z.B.

V =C-1,1,R) und U = R[t]<, fiir ein n € IV,
oder
V = {f:R— Rstetig | f(x+27) = f(z)} und

U = {f=a+ Z(ap cos(px) + b,sin(pz)) | a,, b, € R}.

p=1

Das erste Beispiel fithrt zu den Legendre-Polynomen, das zweite zu trigono-
metrischen Polynomen und Fourier-Reihen.
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ii) Satz 10.19 passt eigentlich besser in Kapitel 9. Er betrifft nicht nur Skalar-
produkte, sondern beliebige symmetrische Bilinearformen und symmetrische
Matrizen iiber fast beliebigen Korpern K (Einschrinkung: char K # 2).

Er bereitet die letzten drei Satze 10.22, 10.23 und 10.24 vor. Sie behandeln
reelle symmetrische Matrizen, die nicht notwendig positiv definit sind. Man
kann ihre Aussagen auch iibersetzen in Aussagen iiber reelle symmetrische
Bilinearformen. Die Beweise dieser drei Sétze werden in dieser Vorlesung
nicht gegeben (aber in der Vorlesung LA 2b in den hinteren 7 Wochen des
FS 2011).

Satz 10.19 (Ein allgemeines Orthogonalisierungsverfahren)

Sei K ein Korper mit char(K) # 2.

a) (Matriz-Version) Zu einer symmetrischen Matriv A € M(n x n, K) gibt
es eine invertierbare Matrix T € GL(n, K) und Skalare ay, ..., o, € K mit

(03] 0
Tr AT =

0 O,

Zur Berechnung gibt es einen Algorithmus (Details im Beweis und in Beispiel
10.20.)

b) (Abstrakte Version) Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV = n < oco. Zu

einer symmetrischen Bilinearform ¢ : V x V — K gibt es eine Basis B von
V' und Skalare oy, ..., a, € K mit

(03] 0

M(B, ¢,B) =

Beweis: nach Beispiel 10.21.

Beispiel 10.20 Sei K ein Korper mit char(K) # 2. Dann ist 2 # 0, und
% existiert in K. Die Einheitsmatrix F,, wird rechts neben eine symmetri-
sche Matrix A geschrieben. An A werden gewisse Spaltenumformungen und
die gleichen Zeilenumformungen vorgenommen, an F, nur die Spaltenum-
formungen. Nach Beispiel 4.10 (vii) lassen sich die Spaltenumformungen als
Multiplikation von rechts mit gewissen Matrizen Si, ..., S, deuten. Die glei-
chen Zeilenumformungen sind dann tatséchlich (!) Multiplikationen von links

mit den transponierten Matrizen Si", ..., Sf". Man erhilt

E,-S-..-Sy,=T und
(03] 0
= S ST A8 -8,

= T AT
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Ob man erst Spaltenumformungen und dann die zugehorigen Zeilenumfor-
mungen durchfithrt oder abwechselnd oder umgekehrt, ist egal; denn die Ma-
trizenmultiplikation ist assoziativ.

Ein Beispiel:

1 -2 3 100
A= |2 4 -5 01 0] =FE;

3 -5 9 Sri(2;1,2) 001

1 00 Srr(—3;1,3) 1 2 -3

-2 0 1 01 0
Z1(2;1,2) 3 10 00 1
Zu(-313) [0 ]

010 S11(333,2)

100 11 -3

0 4 1 01 0
Z11(3;3,2) 01 0 04 1

100

011

010 Srr(=1;2,3)

10 0 14 -1

01 0 01 —-1|=T
Z1(—1;2,3) 01 —1 035 1

10 0
Tr AT = 01 0

00 —1

Anstelle von SH(%; 3,2) und ZH(%; 3,2) konnte man auf die dritte Matrix
links S77(1;3,2) und Z;;(1;3,2) anwenden. Das gibe

10
0 2
01

S = O

Nun wire man doch gezwungen, i zu benutzen. S;;(—3;2,3) und

Zr1(~14:2,3) giiben

1 0
0 0
0

S NN O

1
2

~—

Falls v2 € K ist (zB bei K = R), konnte man mit SI(%;Q), ZI(%;Q),

S;(v/2;3) und Z;(v/2;3) die Diagonaleintriige auf +1 normieren. Aber /2
zu benutzen ist nicht so schon (es geht nicht in Q). Bei K = R kann man
das Vorzeichen in —1 nicht weghekommen. Da braucht man /—1 € K, z.B.
K =C.
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Unser Standpunkt ist erstmal, dal es wichtig ist, Diagonalgestalt zu errei-
chen, aber nicht, die Eintrdge auf +1 zu normieren.

Beispiel 10.21 Beim vorigen Beispiel wurde in der Matrix

1
0
0

= o O
O = O

mit S77(3,53,2) und Z;7(3,;3,2) ein Diagonaleintrag # 0 an der Position
(2,2) erzeugt. Wenn man weiter unten rechts schon einen Diagonaleintrag
# 0 hat, ist es besser, den mit Umformungen vom Typ III nach oben zu ver-
tauschen. Denn bei Umformungen vom Typ II kénnte er stéren. Ein Beispiel:

0 1
1 —2) Srir(1,2)
1 0
Zr(1,2) \—=2 1
-2 1
1 0
ist gut.
0 1
1 —2) Sir(1;2,1)
1 1
Z[[(].,2,].) -1 -2
0 -1
-1 =2

ist schlecht.

Beweis von Satz 10.19: a) Das allgemeine Prinzip mit Spaltenumformun-
gen und gleichen Zeilenumformungen wurde in Beispiel 10.20 beschrieben.
Hier ist ein préziser Algorithmus:

1. Schritt:

1. Fall: aiq 7é 0.

Dann l6scht man mit den Spaltenumformungen SU(_Zﬁ 1,0) firi =2,...,n
und den entsprechenden Zeilenumformungen die anderen Eintrédge in der er-
sten Spalte und der ersten Zeile. Der 1. Schritt ist fertig.

2. Fall: ayp = 0.

Unterfall (a): Es gibt ein a;; # 0; man betrachtet das minimale ¢ mit a;; # 0.
Durch Vertauschen mit Sp;;(1,4) und Zj;;(1,4) erhdlt man an der Position
(1,1) den Eintrag a; # 0. Nun weiter wie im 1. Fall.

Unterfall (b): Alle a;; = 0. Wenn A = 0 ist, ist man trivialerweise fertig.
Sonst gibt es ein a;; # 0 mit ¢ minimal und dann (fiir dieses ¢) j minimal.
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Mit Syr(1;7,4) und Z;(1;4,¢) erhdlt man an der Position (7,7) den Eintrag
2 a;;. Hier ist aj; = 0 wichtig. Wegen char(K') # 2 ist 2- a;; # 0. Nun weiter
wie im Unterfall (a).

2. Schritt: Wie der erste Schritt fiir die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die man
aus A durch Weglassen der ersten Zeile und Spalte erhélt.

Weitere Schritte: analog.

Es ist klar, dafl der Algorithmus funktioniert.

b) Man wéhlt irgendeine Basis C = (cy,...,¢,) von V. Die Matrix A :=
M(C, ¢,C) ist symmetrisch (Bemerkung 9.5 ¢)). Man konstruiert mit dem
Algorithmus in a) eine invertierbare Matrix 7" mit

(03] 0
TV AT =

0 oy,

fiir geeignete ay,...,a, € K. Die Basis B :=C-T = (cy,...,¢,) - T erfiillt
M(C,B) =T und

(03] 0
M(B,¢,B) = M(C,B)" - M(C,$,C)- M(C,B) =

O

Satz 10.22 (Spektralsatz fir reelle symmetrische Matrizen, hier ohne Be-
weis)
Sei A € M(n x n,R) symmetrisch. Es gilt:
(i) Pa(t) = T, (t — Xi) mit \; € R. Also sind alle Eigenwerte von A
(als komplexer Matriz) reell.

i1) Die Matriz A ist diagonalisierbar. Mit Satz 8.18 folgt: M(n x 1,R)
st direkte Summe aller Figenrdume.

i11) Die FEigenrdiume zu wverschiedenen Eigenwerten sind orthogonal
beziiglich des Standardskalarproduktes auf M(n x 1,R).

iv) Daher gibt es eine ON-Basis von M (n x 1,R) (beziiglich des Stan-
dardskalarproduktes) aus Eigenvektoren von A. Ist'T eine Matriz, deren
Spalten eine solche ON-Basis bilden, so ist T~ = T (dann heifst T
orthogonal), und es ist

A
T A T=T' A.-T=
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Satz/Definition 10.23 (Satz von Sylvester, hier ohne Beweis)
a) (Matriz-Version) Sei A € M(n x n,R) symmetrisch. Seien Ay, ..., \, € R
die Eigenwerte von A. Jedes T € GL(n,R) mit

(03] 0
T AT =
0 oy,
Uur gewisse oy, ..., o, € R erfillt
f R erfill
(die Anzahl der positiven «;) = (die Anzahl der positiven \;) =: 7,
(die Anzahl der a; =0) = (die Anzahl der \; = 0) =: o,
(die Anzahl der negativen ;) = (die Anzahl der negativen \;) =: r_.

Das Tripel (ry,ro,r_) heifst Signatur von A. Die Zahlen erfiillen auch
ro+ro+r_=n und ro=n—rangA.

b) (Abstrakte Version) Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und
¢:V xV — R eine symmetrische Bilinearform. Sei

ry = max(dimU | U ist ein Untervektorraum von V,
auf dem ¢ positiv definit ist,

ro := dimRad(¢),

r— = max(dimU | U ist ein Untervektorraum von V,

auf dem ¢ negativ definit ist.
Es gibt Unterrdume Uy,Uy CV mit den Eigenschaften

V = U; @ Rad(¢) @ Us,
U, 1L U, (dh u; L ug fir alle u; € Ui, ug € Ug),
¢ ist positiv definit auf U; und negativ definit auf U,.
Es gilt immer:
dimU; =ry, dimU; =r_.

Das Tripel (ry,ro,r_) heifst Signatur von ¢.

Satz 10.24 (Hauptminorenkriterium fiir Definitheit, hier ohne Beweis)
Sei A = (a;j) € M(n x n,R) eine symmetrische Matriz.

a) (Definition) Ihre Hauptminoren sind die Determinanten det Ay der Un-
termatrizen

Ak = (aij)i,jZI ..... L € M(l{? X ]{?,IR,) fir k = 1,2, ., n.

b) (Satz) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv
sind.
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Beispiel 10.25 Sei r > 1. Die Hauptminoren der Matrix

sind = > 0 und
T

1 1 11 1 1

Daher ist die Matrix positiv definit.



