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Die Bearbeitungszeit fiir diese Klausur betriagt 90 Minuten. Die Klausur umfaft
sechs Aufgaben, jede mit acht Punkten bewertet, obwohl der Schwierigkeitsgrad
der Aufgaben nicht gleich ist.

Bitte schreiben Sie eine Losung mit allen Zwischenrechnungen nur auf das jeweilige
Aufgabenblatt (Vorder- und Riickseite). Sollte Thnen bei einer Aufgabe ein Blatt
nicht geniigen, fragen Sie bitte nach einem neuen Blatt und schreiben spéter auf
dieses Thren Namen und Thre Matrikelnummer sowie die Aufgabennummer.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt. Bei einem T#uschungsversuch gilt die Klausur als
nicht bestanden.

Viel Erfolg!




Name: Sitzplatz:

Aufgabe 1 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (2P) Sei K ein Korper.

e Definieren Sie die Determinante einer Matrix A € M(n x n, K).

e Definieren Sie GL(n, K) und SL(n, K).

ii.) (2P) Sei K ein Koérper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ ein
Endomorphismus von V.

e Definieren Sie, was ein Eigenwert und was ein Eigenvektor von ¢ ist.

e Definieren Sie das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom
von .

iii.) (1P) Geben Sie eine (2 x 2)-Matrix an, die nicht diagonalisierbar ist.
iv.) (2P) Sei V ein endlichdimensinaler K-Vektorraum, und sei ¢ eine symmetri-
sche Bilinearform auf V.

e Definieren Sie fiir zwei Vektoren v, w € V|, wann diese orthogonal zuein-
ander heiflen. Definieren Sie fiir ein einen Unterraum U C V den ortho-
gonalen Untervektorraum U-~.

o Definieren Sie das Radikal Rad(¢). Definieren Sie, wann ein Vektor v € V/
mit v # 0 isotrop heifit.

v.) (1P) Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und ¢ eine Bilinearform
auf V. Wann heifit ¢ ein Skalarprodukt?

Loésung:

i.) (Leibniz-Formel) Die Determinante det A von A := (a;;) € M(n x n, K) ist
definiert durch

det A := Z sign(o) - 1501y -+ - * Ang(n)-
oESy

Weiter ist:
GL(n,K):={AeMnxn,K)|det A#0},
SL(n,K) ={AeMnxn,K)|detA=1}.

ii.) Ist V ein K-Vektorraum und ¢ € Endg (V), so heifit A € K ein Eigenwert von
¢, wenn es ein v € V mit v # 0 und ¢(v) = v gibt.
Ein v € V mit v # 0 heifit Eigenvektor von ¢, wenn es ein A € K gibt mit
o(v) = M.
Das charakteristische Polynom P, (t) € K[t] von ¢ ist definiert als

Py(t) = det(t - id — ¢).

Das Minimalpolynom M(t) von ¢ ist definiert als das unitére (normierte) Po-
lynom kleinsten Grades, welches die Nullabbildung ergibt, wenn ¢ eingesetzt
wird. (oder: Das unitére Polynom kleinsten Grades im Kern des Ringhomo-
morphismus ®,: K[t] — End(V) mit ®4(p(t)) := p(¢).)

iii.) Jede Jordannormalform, die einen Block der Grofie &k > 1 enthélt, ist nicht
diagonalisierbar, also z.B. (§1). Dies ist unabhéngig vom gewéhlten Kérper.
Die Matrix ((1) _01) ist {iber dem Korper R nicht diagonalisierbar (Drehung im
R2 um 90°), jedoch iiber dem Kérper C. In so einem Fall mufl der Kérper
angegeben werden, iiber dem die Matrix nicht diagonalisierbar ist!
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iv.) v,w € V heiflen orthogonal zueinander (bzgl. ¢), falls gilt: ¢(v,w) = 0. Weiter
ist fiir einen Unterraum U C V definiert:
Ut ={veV|g¢(,u)=0 firaleuec U}

Ein v € V heifit isotrop, falls ¢(v,v) = 0 gilt, und das Radikal Rad(¢) ist
definiert als:
Rad(¢) := V*.
v.) ¢ heifit Skalarprodukt, wenn es symmetrisch (d.h. ¢(v,w) = ¢(w,v) fiir alle
v,w € V) und positiv definit (d.h. ¢(v,v) > 0 fiir alle v € V mit v # 0) ist.
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Aufgabe 2 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (4P) Berechnen Sie die Determinante der folgenden reellen Matrix:

17 2 =© —-101
19 3 22 478
A= 0 0 3 11 € M(4 x 4,R).

0 0 4 20

ii.) (2P+1P+1P) Es sei ¢ ein Endomorphismus des K-Vektorraumes V', ¢ habe
die beiden Eigenwerte A1 := 1 und A := 2, und es sei U;()\;) := ker(¢—\;-id)".
Weiter seien folgende Groflen bekannt:

) 112314
dimK Ul(l) 21415|5
dimg U;(2) |34 |55

Bestimmen Sie die Jordannormalform von ¢, sein charakteristisches Polynom
Py4(t) und sein Minimalpolynom My (¢).

Loésung:
i.) Die Matrix A hat Blockdiagonalgestalt, so daf} sich deren Determinante sofort
als Produkt der Determinanten der Diagonalblécke ergibt:
17 2 3 11
det A = det (19 3) - det (4 20) = (51 — 38) - (60 — 44) = 208.

ii.) Es wird eine Basis des Vektorraumes gesucht, die aus zyklischen Ketten zu den
Abbildungen ¢ — A; gebildet ist: pro zyklischer Kette gibt es einen Jordanblock
mit entsprechendem Eigenwert und entsprechender Grofle in der Jordannor-
malform.

Wesentlich ist dabei nur die Anzahl der Ketten und deren jeweilige Léinge, da
daraus schon die Blockstruktur abgelesen werden kann. Anzahl und Langen
der Kette konnen dabei aus den Filtrierungen

{0} =Uo(N) SUL(N) S - SUR(N)) = Ui (V) =V
abgelesen werden. Die Differenzen
dimK UZ(AJ) — dimK Uifl()\j) fir 1 S ) S k

geben die eindeutig bestimmte Anzahl der Ketten der Linge > ¢ zum Ei-
genwert \; in einer solchen Basis an (dim U;()\;) insbesondere die Anzahl der
Ketten zum Eigenwert A;), so daf aus diesen Differenzen sukzessive die Ketten
aufgebaut werden konnen: (nichste Seite)
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A =1:
i=1: o o 2—-0 = 2 Ketten der Lange mindestens 1
=2 l l 4—-2 = 2 Ketten der Linge mindestens 2
1 =3: l 5—4 = 1 Kette der Linge mindestens 3
i=4: 5—5 = 0 Ketten der Linge mindestens 4
3 2 + Kettenldngen
Ay =2
1= e o o 3—-0 = 3 Ketten der Lange mindestens 1
1=2: l 4—-3 = 1 Kette der Ldnge mindestens 2
1=3: l 5—4 = 1 Kette der Liange mindestens 3
1=4: 5—5 = 0 Ketten der Linge mindestens 4
3 11 + Kettenldngen

Somit enthélt die Jordannormalform von ¢ zwei Jordanblécke zum Eigenwert
A1 = 1 mit den Blockgréflen 3 und 2, und drei Jordanblocke zum Eigenwert
Ao = 2 mit den Blockgroflen 3, 1 und 1.

Das charakteristische Polynom von ¢ kann aus der Jordannormalform abge-
lesen werden: ein Jordanblock der GréBe k zum Eigenwert A; steuert zum
charakteristischen Polynom den Faktor (t — A;)* hinzu. Somit ergibt sich aus
den oben angegebenen Blocken

Py(t) = (t = 1)(t — 1)2(t — 2)(t = 2)(t — 2) = (£ — 1) (¢ — 2)".

Das Minimalpolynom kann ebenso leicht aus der Jordannormalform abgelesen
werden: jeder Eigenwert \; steuert den Faktor (¢t — A;)* hinzu, wobei k; die
maximale Blockgréfie zu diesem Eigenwert ist. Dann gilt:

My(t) = (t = 1)(t — 2)°.
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Aufgabe 3 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (5P) Es sei folgende reelle Matrix gegeben:

7 4 —4
A:=|-12 7 —6| € M(3x 3,R).
0 0 1

Geben Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix C' an mit
C 'AC =D.
ii.) (3P) Es sei folgende reelle Matrix gegeben:

-1 -2 3
A=|-2 -2 2 |eM@Bx3R).
3 2 -4

Geben Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix T an mit

T AT = D.

Lésung:

i.) Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn M (3 x 1,R) eine Basis
aus Eigenvektoren von A besitzt. Dann enthilt die Matrix D die Eigenwerte
von A auf ihrer Diagonale, und C besteht aus einer Basis aus Eigenvektoren
(wobei der Eigenvektor aus einer Spalte von C' zu dem Eigenwert in derselben
Spalte von D korrespondieren muf3).

Somit besteht die Losung der Aufgabe darin, folgende Schritte auszufiihren:
e Berechne das charakteristische Polynom von A und damit die Eigenwerte
von A.
e Berechne die Eigenrdume zu den Eigenwerten und Basen daraus.
e Konstruiere C aus den einzelnen Basen.
Es gilt, da A und damit ¢ - E3 — A Blockdiagonalmatrizen sind:

t+7 —4 4
Pao(t)=det | 12 t—7 6 | =det (tf; t__47> S(t-1)
0 0 t-—-1
=(t*—49+48)(t—1) = (> = 1)(t — 1) = (t — 1)?*(t + 1).
Somit hat A die Eigenwerte A = 1, und es miissen nun Basen der Eigenrdume

zu diesen Eigenwerten gefunden werden:

A =1: Es gilt Eig(A,1) = Los(A — E3,0), und es folgt:

-8 4 —4f0 002 -1 1o 2 -1 10
-12 6 —6|0 — = —2 1 —1]0 =20 0 010
0 0 ol0o %Y o 0o 0|0 0 0 00
T 1 0
= Eig(4,1) ={ y |z,yeR}=(1 0 |,|1])
y— 2z —2) 1
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-6 4 —4]0 ar(oo1) -6 4 —-410 ir(o123) -3 2 =210
—128—60”—”>0020”—> 0 110
0 0 210 0 0 2|0 ZG 0 0|0

ii.)

A= —1: Es gilt Eig(A, —1) = Los(A + E3,0), und es folgt:

Z1(2

0
0
3y 2
— BigA-1)={[y | lyery=¢((3
0

o

Es ergibt sich als moégliche Losung:

1 0 2 1
cC=(0 1 3 und D = 1
-2 1 0 -1

Die Matrix A wird sukzessive durch Gauf-Zeilen-/Spaltenoperation zu einer
Diagonalmatrix D umgeformt, wobei nach einer Zeilenoperation Zrr(A,1,5)
sofort die analoge Spaltenoperation Sr;(\,4,7) durchgefithrt wird. Zusétzlich
werden die durchgefiihrten Spaltenoperation auf die Einheitsmatrix angewandt,
um die Basistransformationsmatrix 7" zu erhalten. Schematisch bedeutet dies:
A|E3 Zrr(a1, 2= ZlASﬂEgSl — .. D|T
Srr(A1,1,2)=:51

Bei der folgenden Umformung von A|FE5 werden die Zeilenoperation nur auf die
linke Tafel angewandt, die Spaltenoperation auf beide Tafeln (somit entsteht
ein Zwischenschritt zum obigen Schema, so dal nach jeweils zwei Umformun-
gen ein obiger Schritt vollzogen ist):

-1 -2 3|100 -1 -2 3[100 _
9 —92 92 |0 1 0 2D g o _ylg 1 o SuELA,
3 2 —4]0 0 1 3 2 —4]0 0 1

-1 0 3120 0 3120 o
0 2 —-4]|0 1 0o 2= 0 2 —-4(0 1 o 222y
3 -4 —4]|0 0 1 0 -4 5 |0 1

1 0 01 23 . 10 01 23 _

0 2 —4]0 1 o0 2290 4 9 4|0 1 11(2:23)
0 -4 5|0 0 1 0 0 -3/0 0 1

10 01 -2 -1 1 1 -2 -1
02 0]/0 1 2 = D= 2 amd T=[0 1
0 0 —3|0 0 1 —3 0 0

Matrikelnummer:



Name: Sitzplatz:

Aufgabe 4 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

Es sei folgende reelle Matrix gegeben:

-2 3 -1
A=11 1 =2
-5 5 —4

i.) (2P) Zeigen Sie, dafl die Spalten von A linear unabhéngig sind und damit eine
Basis von M (3 x 1, R).
ii.) (4P) Uberfiihren Sie diese Basis mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisie-
rungsverfahren in eine Orthonormalbasis bzgl. des Standard-Skalarproduktes.
iii.) (2P) Bestimmen Sie die QR-Zerlegung von A.
Losung:
i.) Fiir die Matrix A gilt:

Spalten von A lu. <= det(A)#0 <= rang(4)=3.

Natiirlich reicht die Uberpriifung eines Kriteriums, und hier wird nun die
Determinante von A bestimmt.

S11(1,1,2) -2 1 - Zr1(—2,1,2) —2 1 -l
det A = det| 1 2 -2 = det|{ 5 0 0
-5 0 —4 -5 0 —4
Laplace
2SR (1) . det (55 04> =20 #0.

ii.) Die Spalten von A seien mit aj,as,as bezeichnet; diese Basis wird nun mit
dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren in eine orthogonale Basis
b1, b2, b3 umgewandelt, und danach normiert zu einer orthonormalen Basis
c1, Co, c3. Der Schritt von den a; zu den b; wird beschrieben durch:

bia j
b1 =a, b2 =ag — Slgbl, bg = as — 513b1 — 523b2 mit Sij = <<b ZJ; .
Schrittweise Berechnung fiithrt zu:
—2 1 9 4
S13 = 3 1
by = 1 — S1p=—1 —= by =2 — 3 :>b3:* -2
so3 = —1 3
-5 0 -2
Der Schritt von den b; zu den ¢; ist das Normieren der b;, d.h.
1
C = mbi mit [[b;]| = /(bi, bi)-
Es ergibt sind dann als Orthonormalbasis c1, c2, c3:
2 1 2
[b1]] = V30 {3 7 Ve
b2l = . \/52 = a= fg ) C2 = % )y €3 = —?
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ili.) Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert mit seinen Koeffizienten s;; die folgende

Zerlegung von A:
|
O := bl
|

A=0S mit

| 1 512 s13

by b3 und S := 1 593

| 1

(die Spalten von O sind die orthogonalen Basisvektoren b; aus Teil ii.).)
Natiirlich gilt dann A = ODD~LS fiir jede invertierbare Matrix D, und wird
D als Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen HTl'H gewdhlt, liefert dies die

QR-Zerlegung von A:

I ml (04| L s12 s13
A= b1 by b3 o= Tl A 1 s93
1
| | | Tosl ||b3H 1
—0 ~ —p-1 -3
[ o1l [[o1]ls12  [[b1][s13
=la e ¢ 102 [|b2][s23
I |63 ]
=0D=:Q =D-1S=:R

Hierbei sind die Spalten von ) genau die Orthonormalbasis ¢y, ¢, c3 aus Teil
ii.). Alle Werte eingesetzt ergibt dann endgiiltig:

—2 3 -1 “Yw V| (VB0 VB0 3v30
1 1 -2 = 2 L NG
=l v® Vi 6
-5 5 —4 ) 0 —-L 2./6
V30 V6 3
A Q R

Matrikelnummer:



Name: Sitzplatz:

Aufgabe 5 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (4P) Es sei folgende reelle Matrix gegeben:

-8 —4
A= <25 12)'

Bestimmen Sie eine Jordannormalform J4 von A und eine invertierbare reelle
Matrix C mit C~1AC = J4.
ii.) (2P+2P) Es sei folgende Bilinearform gegeben:

¢:R*xR* — R mit ¢((z1,22), (Y1,92) ) = 2151 — 2212 — 2T2y1 + 422y

Weiter sei & die Standardbasis des R2.
Bestimmen Sie M (&2, ¢, &) und Rad(9).

Losung:
i.) Das charakteristische Polynom P4 (t) von A ist:

t+38 4
det<_25 t—12> =(t+8)(t—12) + 100 =t* — 4t +4 = (t — 2)°.

P4 (t) zerfallt in Linearfaktoren, somit existiert eine Jordannormalform J4 von
A, und es gibt nur den einen Eigenwert A = 2 von A. Dann ist M (2 x 1,R) =
Hau(A4,2), d.h. der Hauptraum zum Eigenwert 2 ist schon der gesamte Raum
und dim Hau(4,2) = 2.

Die beiden méglichen Jordannormalformen von A sind somit

2 2 1
< 2) =2F5 oder < 2).

Aus CTTAC = Jy < A = CJ C~! folgt wegen C(2E,)C~! = 2E, fiir
jedes C' € GL(2,R) und A # 2F5 dann J4 = (21).

Der Raum M (2 x 1,R) hat somit eine Basis, die aus einer (A —2Es)-zyklischen
Kette der Lange 2 besteht, und ein Startvektor dieser Kette ist ein Vektor aus
M(2 x 1,R) = Hau(A4, 2) \ ker(A — 2E5). Somit muf ker(A — 2E5) bestimmt
werden, was durch eine einfache Zeilenoperation schnell erledigt ist:

-10 -4 5 2 —2x
ker(AQEQ)ker<25 1O)ker(o O>{<5x)x€R}.

Eine (A — 2FE5)-zyklische Kette der Lénge 2 ergibt sich dann mit:

(?) € Hau(A,2) \ ker(A — 2B,) = (?) = e, (Ig) = (A= 2Es)es.

Die gesuchte Basiswechselmatrix C' mit C ' AC = J4 hat dann diese Kette in
umgedrehter Reihenfolge als Spalten, und es folgt:

(=40 i (21
C.(lo 1) — C AC< 2).
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ii.) Die Matrix M (&2, ¢,&2) = (ai;) € M(2 x 2,R) wird gebildet durch die Vor-
schrift:

a;ij = ¢(e;e;) mit i,5€{1,2} und e := ((1)) , €9 1= (?) .

Es ergibt sich sofort durch das Einsetzen der Standardbasisvektoren in die
Bilinearform ¢:

1 -2
ey (Y ).
Das Radikal von ¢ ergibt sich als Losungsraum von M (&, ¢, E)x = 0, also

Radg — <<f)>.
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Aufgabe 6 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (3P) Es sei (V,¢) ein euklidischer Vektorraum, und es seien v,w € V mit
v,w # 0. Zeigen Sie:
vlw = v und w sind linear unabhéngig.
ii.) (3P) Es sei ¢ ein Endomorphismus des K-Vektorraumes V', und ¢ habe die
Eigenwerte A, u € K mit A # u. Zeigen Sie: Ist v # 0 ein Eigenvektor zu A und

w # 0 ein Eigenvektor zu p, so sind v und w linear unabhéingig zueinander.
iii.) (2P) Sei K ein Korper. Zeigen Sie fir A € M(n x n, K):

det(A) #0 = A invertierbar.

Losung:
i.) Es ist zu zeigen:
av+pw=0 = a=p=0.
Es folgt sofort wegen ¢ (v, w) = 0 und ¢(v,v) # 0:
0=¢(v,0)=¢w,av+ pw) = ap(v,v) = a=0.
Dann ist wegen fw = 0 und w # 0 auch S = 0. (Diese Beweisidee kann per
Induktion leicht auf den Fall von paarweise orthogonalen Vektoren vy, ..., v,
iibertragen werden.)
ii.) Es ist zu zeigen:
av+pw=0 — a=p=0.
Auf die obige Linearkombination kann die Abbildung ¢ angewendet werden,
und es folgt:
0O=av+pfw = 0= f(0)= f(av+ pw)= av+ ppw.
Ebenso kann obige Linearkombination mit A multipliziert werden, und werden
beide Gleichungen dann voneinander abgezogen, so folgt:
Aav + pfw =0, dav+Aw=0 = (u—A)pw=0.

Aus p # X und w # 0 folgt dann 8 = 0, und aus av = 0 und v # 0 auch a = 0.
(Diese Beweisidee kann per Induktion leicht auf den Fall von n paarweise
verschiedene Eigenwerte A1, ..., A, ausgeweitet werden.)
iii.) Fiir alle Matrizen A € M (n x n, K) gilt nach Satz 7.15.c):
A* A =det(A) - E,.

Ist nun det(A) # 0, so kann diese Gleichung durch det(A4) € K* geteilt werden,

und es folgt:
1

(det(A)
Somit besitzt A eine inverse Matrix (ndmlich A~! = ﬁ(& - AY).

AN A=E,.
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