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2 0 EINIGE GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND NOTATIONEN

0 Einige grundlegende Begriffe und Notatio-
nen

Mengen: Georg Cantor (Begriinder der Mengenlehre):

“Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Ob-
jekte unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche die Elemente der
Menge genannt werden — zu einem Ganzen.”

IN = Menge der natiirlichen Zahlen = {1,2, 3, ...};

Z, = Menge der ganzen Zahlen = {0,1,—1,2, -2, ...};
Q = Menge der rationalen Zahlen;

R = Menge der reellen Zahlen;

() = die leere Menge;

1), {1,2,3}, {{1},2,3}, ..

“a € M” heifit: a ist Element der Menge M;
1€{1,2,3}, 4¢{1,2,3)}.

Seien M; und M, zwei Mengen;
My U M, ist die Vereinigungsmenge von M; und Mo,
M1UM2:{CL | CEEMl oderaeMg},
“die Menge der a, fiir die gilt: a in M; oder a in My”;
My N M, ist die Schnittmenge von M; und Ms,
MiNMs={a|a€ M und a € My};
My — My =My \ My ={a € M; | a ¢ My} = die Differenzmenge
(“M; ohne My");
My x My ={(a,b) | a € My,b e My}
= Produkt der Mengen M; und Mo;
(a,b) “geordnetes Paar” aus a und b;
R x R =R? = {(z1,72) | 71 € R, 2o € R} = die reelle Ebene;
sein € N, R" = {(xy,...,2,) | z; € Rfir allei = 1,...,n};
(z1,...,x,) “geordnetes n-Tupel”.

Rt={reR|z>0}; Ry ={zeR|z>0}=R"U{0}.
R ={zeR|xz<0}; Ry =R U{0};

analog fiir Q und Z;

No = N U {0}.

Zwei Mengen M; und M, heifien disjunkt, falls M; N My = ().

Eine Menge M, ist die disjunkte Vereinigung von zwei Mengen M, und Mj
falls M1 = M2 U M3 und M2 N M3 = (Z)

My C Mj heifit, daB M; eine Teilmenge von M, ist, d.h. alle Elemente von
M, sind auch Elemente von M.



Ist M eine Menge mit unendlich vielen Elementen, so ist |M| = oco; hat eine
Menge M nur endlich viele Elemente, so ist |M| die Anzahl dieser Elemente.
In beiden Féllen heifit |M| die Ordnung von M.

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M. Ist M endlich, so auch P(M), und dann ist |P(M)| = 21M.

Abbildungen: Eine Abbildung f von einer Menge X in eine Menge Y ist
eine Vorschrift, die jedem Element von X ein Element von Y zuordnet.
Notation: f: X =Y, z— f(x);

hier ist z € X, und f(z) € Y ist das zugeordnete Element.

X ist der Definitionsbereich, und Y ist der Wertebereich der Abbildung f.

Ist f: My — My eine Abbildung und M3 C My, soist f(M3) ={f(x) | z €
M} das Bild von Mz unter f; esist f(Ms) C M.

Beispiele:

fi: R=>R, z~2%
fo:R—>R, z~ 2%
fg:]Ra'—>R5r, T — T
fa:{3,4} = {1}, 3—1,4—1;
fs:{9]g: R — R Abbildung} — R, g+~ ¢(7);
fe:R—={g|g:R— R Abbildung},
x +— (die konstante Abbildung mit Wert x);
fr:R—R{, z— 2%

fs Ry = RE, z— 2%

Definition 0.1 Eine Abbildung f: X — Y ist

injektiv, falls aus 1,29 € X, x1 # x9 auch f(z1) # f(xa) folgt, d.h. falls
verschiedene Elemente von X unter f verschiedene Bilder in Y haben;
surjektiv, falls zu jedem y € Y ein x € X existiert mit f(z) = y, d.h. falls
das Bild der Menge X unter f die ganze Menge Y ist;

bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist, d.h. falls zu jedem y € Y genau ein
r € X mit f(x) =y existiert.

Ist f: X — Y bijektiv, so bezeichnet f~!:Y — X die Abbildung mit
f'(y) = (das eindeutige z mit f(x) = y).

f~tist die Umkehrabbildung von f.
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Beispiel | injektiv | surjektiv | bijektiv
fi nein nein nein
f2 ja ja ja
[ ja ja ja
fa nein ja nein
fs nein ja nein
fe ja nein nein
fr nein ja nein
fs ja ja ja

Definition 0.2 Die Komposition zweier Abbildungen f : X — Y und g :
Y — Z ist die Abbildung go f: X — Z, x — g(f(2)).

Lemma 0.3 a) Die Komposition zweier Abbildungen ist assoziativ, d.h.
wenn f: X =Y, qg:Y — Z und h : Z — W Abbildungen sind, so
15t

ho(gof)=(hog)of.
b) Ist f: X — Y bijektiv und f~1 Y — X die Umkehrabbildung, so ist

flof=idy: X = X, z+— z,
die identische Abbildung auf X, und
foflt=idy:Y =Y, y—y;

und natirlich ist

fOidX:f:idyOf.

Beweis: a)
(ho(gof))(x) = hl(go f)(x))=h(g(f(x)))
= (hog)(f(z)) = ((hog)o f)(z).
b) Die ersten beiden Formelzeilen folgen aus der Definition von f~1, die dritte
ist klar. O

“0” bezeichet das Ende eines Beweises (ebenso q.e.d.= quod erat demon-
strandum).



1 Gruppen

Eine Verkniipfung * auf einer Menge G ist eine Abbildung
x:GxG—G, (a,b)— *(a,b).

Wir schreiben a * b statt *(a, b).

Definition 1.1 a) Eine Gruppe ist ein Paar (G, *), wobei G eine Menge und
x eine Verkniipfung auf G ist, so daff folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(G1) Assoziatiitdt: fur alle a,b, c € G gilt

ax(bxc)=(axb)*c.

(G2) Existenz eines neutralen Elements: es gibt ein e € G mit

axe=exa=q fir alle a € G.

(G3) Existenz von inversen Elementen: zu jedem a € G gibt es ein
a € G mit
axa =ad xa=e.

b) Eine Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), falls zusétzlich gilt:

(G4) Kommutativitat: fiir alle a,b € G gilt a *b = b*a.

Beispiele 1.2 i) (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit e = 0, @’ = —a, ebenso
(Q,+) und (Z, +).

ii) (Q —{0},-) mit - = Multiplikation ist eine abelsche Gruppe mit e = 1,
a’ = a ', ebenso (QT,-), (R — {0}, ) und (R*,").

iii) Dagegen ist (Rg,+) keine Gruppe: zwar ist die Addition eine Ver-
kniipfung auf Ry (sie schickt R§ xRy auf R{, denna > 0,0 > 0= a+b > 0),
und e = 0 ist ein neutrales Element, aber zu z > 0 gibt es kein inverses Ele-
ment in R .

iv) (@, -) ist keine Gruppe, denn 0 hat kein inverses Element in Q beziiglich
der Multiplikation.

Ebenso ist (Z — {0}, -) keine Gruppe, denn alle Elemente in Z — {—1,0,1}
haben keine inversen Elemente in Z — {0} beziiglich der Multiplikation.

v) Auf G = R definiere

r+vy

kam - G X G — G (x,y) — 5

das arithmetische Mittel.
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(G, *am) ist keine Gruppe: *,,, ist nicht assoziativ, z.B.

141
=42 3
(1 %gm 1) *gm 2 = —2 = -
2 2
1+42 5
]-*am 1*am2: 2 =
# Lt (Ltam 2) = — 2 = =
und iiberdies existiert kein neutrales Element: aus x = x *4,, € = “"’T*e wiirde

folgen, dafl e = x ist; aber man braucht ein gemeinsames e fiir alle z.

Lemma 1.3 Sei (G, *) eine Gruppe.

a) Es gibt nur ein neutrales Element.

b) Es gibt zu jedem a € G nur ein inverses Element.

c) Kiirzungsregel: erfiillen a,b,c € G die Gleichung a b= a*c so ist b= c.

Beweis: a) Sind e und € neutrale Elemente, so ist e = ex ¢ = e.
b) Sind @’ und @ inverse Elemente von a, so ist

a’:a’*e:a’*(a*&"):(a’*a)*&":e*&":&’.
c)
b=exb=(d*xa)xb=adx(axb)=d *(axc)=(d *xa)xc=exc=c.
O

Notationen 1.4 i) Oft wird bei einer Gruppe (G,*) das Ver-
kniipfungssymbol * weggelassen: man schreibt ab oder a - b statt a * b;
man sagt, man schreibt die Verkniipfung multiplikativ. Das eindeutige
neutrale Element heifit e oder 15 (oder 1), das eindeutige inverse Element
zu a heifit o=t
Man schreibt a*> =a-a, a®> =a-a-a,a® = a-...-a (n Faktoren) bei n > 1,
a®=e,a=a"'-...-a”! (n Faktoren) bei n > 1. Dann ist a"'a"™ = ™"
fiir ny,ny € Z.
ii) Manchmal, aber nur wenn die Gruppe abelsch ist, schreibt man die Ver-
kniipfung als Addition, also a+b statt a*b. Dann heifit das neutrale Element
0, und das inverse Element zu a heiffit —a. Dann schreibt man
n-a=a+..+a (n Summanden) bei n > 1,
n-a=>0 bei n =0,
n-a=(—a)+..+(—a) (n Summanden) bein < —1,
und a — b= a+ (D).
iii) Oft ergibt sich aus dem Kontext, welche Verkniipfung gemeint ist. Dann
spricht man von der Gruppe G.

3

Satz 1.5 Sei X eine nichtleere Menge und Bij(X,X) ={f: X — X |
f st bijektiv}.
(Bij(X, X), 0) ist eine Gruppe mit e = idy.



Beweis: Lemma 0.3. O

Bemerkung 1.6 Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen (d.h.
|X| > 2). Sei Abb(X, X) die Menge aller Abbildungen von X nach X. Trotz
Lemma 0.3 ist (Abb(X, X), o) keine Gruppe. Denn die Menge Abb(X, X) —
Bij(X, X) ist nicht leer wegen |X| > 2; und die Elemente in dieser Menge
haben keine inversen Elemente: um das zweite einzusehen, mufl man zeigen,
daf} die Gleichungen
flof=idy=fof
implizieren, daB f bijektiv ist. Ubung ...., mit Hilfe von Blatt 1, Ubung 2.

Definition 1.7 Im Fall X = {1,...,n} fiir ein n € IN heiit (Bij(X, X), o) die
symmetrische Gruppe S,,. Ihre Elemente heiflen Permutationen.

. . .o . . R — 1 2 e n
Eine Notation fiir ein Element ¢ € S,,: 0 = (0(1) o(2) ... U(n)) )

Spéter wird das Verkniipfungssymbol o oft weggelassen.

Lemma 1.8 Fir n > 3 ist die symmetrische Gruppe S, nicht abelsch. Die
Gruppen S1 und Sy sind abelsch.

Beweis: S; = {idg1y3}, 52 = {id o), ¢} mit ¢ : 1+— 2,2 — 1.
Sein > 3.

(1234 n (1234 n
=231 4 n) T T\ 21 34 n)’
(1234 . ..n (234 ..
79°T=\3 214 ...n) T°9T\1 324 ... n
Esist cor #7100. O

Lemma 1.9 Die symmetrische Gruppe S,, hat
nl=nn-1)-...-2-1 (“n Fakultit")

Elemente.

Beweis: Wieviel Freiheit hat man bei der Wahl eines Elementes o € S,,?
Der Wert o(1) kann beliebig in {1,2,..,n} gewidhlt werden; also n
Moglichkeiten.

Der Wert o(2) kann beliebig in {1,2,...,n} — {o(1)} gewidhlt werden; also
n — 1 Moglichkeiten.

Der Wert o(n) ist das einzige Element von {1,2,...,n} —{o(1),...,0(n—1)},
also 1 Moglichkeit.
Insgesamt hat man n - (n — 1) - ... - 1 Moglichkeiten. O
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Definition 1.10 a) Eine Permutation o € S, heifit zyklisch, falls es ein
Tupel (ay,a, ..., ax) gibt mit 2 < k < n, a1,...,a, € {1,...,n}, a; # a; fiir
i # j, und so, dafl

ola;) = ajq firi=1,...k—1,

olag) = ay,
ob) = bfirbe{l,...,n}—{ay,...,ax}

ist. Notation: Dann schreibt man fiir o auch (ajas...ax).
SKIZZE MIT aq,...,a; AUF EINEM KREIS,

PFEILEN VON a; NACH a;41

UND o AN DIESEN PFEILEN

b) Eine zyklische Permutation mit k£ = 2 heiit Transposition.

Beispiele 1.11 i) Im Beweis von Lemma 1.8 waren o, 7, o7 und 700 € S,
im Fall n = 3 zyklisch:

o = (123) = (231) = (312),
7 = (12) = (21) eine Transposition,
ebenso o o7 = (13) = (31), To0o = (23) = (32).

ii) Wegen k > 2 in Definition 1.10 ist e = id € S,, nicht zyklisch.
iii) In S5 ist

(12345)(135):(}l S ‘g):(14523).

Vorsicht: Jeden Zykel von links nach rechts durchlaufen, aber die Zykel von
rechts nach links abarbeiten (wichtig in Klausuren!).

Satz 1.12 a) Ist 0 = (ayas...ax) € S, eine zyklische Permutation, so ist die
Menge {a1, as, ..., ar} eindeutig bestimmt. Sie heifit Trager von o, Tr(o).

b) Jede Permutation o € S, — {id} ist ein Produkt von eindeutig bestimm-
ten zyklischen Permutationen mit paarweise disjunkten Tragern (d.h. je zwei
Trager haben leere Schnittmenge). Diese zyklischen Permutationen kommu-
tieren. Daher kommt es bei der Darstellung von o als Produkt von thnen nicht
auf die Reihenfolge an.

_ (123 456\ _g
7=\3 56 4 21 6

1—3—6—1 2—5—2 4141

Beispiel 1.13 Sei

Dann ist
)

also
o = (136)(25) = (25)(136) = (52)(361) = (613)(52) = ...



Beweis von Satz 1.12: Man betrachtet die Folge der Zahlen
1,0(1),0%(1),0%(1),... . Weil die Menge {1,2,....,n} endlich ist, taucht ir-
gendwann eine Zahl zum zweitenmal auf. Es gibt ein kg € INU {0} und ein
ki > ko mit o*(1) = ¢* (1) und k; minimal.

Wire ky > 0, so wiire o" (1) Bild von ¢*~1(1) und von o*~1(1) unter o,
und diese wéren verschieden (k; war minimal), also wére o keine Bijektion.
SKIZZE DAZU IN DER VORLESUNG

Also ist kg = 0 und o*(1) = 1. Die Einschrinkung von o auf
{1,0(1),...,c"71(1)} ist zyklisch.

Weil o eine Bijektion ist, operiert o bijektiv auf {1,...n} —
{1,0(1),...,06"71(1)}. Man wiederholt das Argument mit einem Ele-
ment dieser Menge (z.B. mit dem kleinsten) anstelle von 1. Man wiederholt
das Argument solange, bis man alle Elemente von {1, ...,n} erfaft hat. O

Lemma 1.14 Sein > 2. Zu jeder Permutation o € S, gibt es Transpositio-
nen 1, ...,k (k geeignet) mit

O=T10..0T

(k und T, ..., sind nicht eindeutig bestimmt; die Triger der 7; sind im
allgemeinen nicht disjunkt).

Beweis: id = (12)(12).
Sei 0 € S, — {id}. Wegen Satz 1.12 konnen wir annehmen, daf§ o zyklisch
ist, o = (aj...q;). Dann ist

o= (a1a;)(ara;-1)...(a1a3)(aras).
Beispiel: (1452 3) = (13)(1 2)(1 5)(1 4). 0

Definition/Beispiel 1.15 a) (Definition) Sein > 2, o € S,,.

FEin Paar (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} heifst Fehlstand von o, falls i < j und
o(1) > a(j) ist.

Das Signum von o ist definiert als

sign(o) = (—1)/{Fekistande}|
Fine Permutation heifit gerade, falls sign(o) = +1 ist, und ungerade, falls
sign(o) = —1 ist.

b) (Beispiel)
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(1,7) | (o(i),0(j)) | Fehlstand
(1,2) (4,3) ja
(1,3) (4,1) ja
(1;4) (4;2) Jja
(2,3) (8,1) ja
(2.4) (3,2) ja
(&4) (1;2) nen

c) Warnung: Diese Definition ist gut, um Aussagen tber das Signum zu be-
weisen. Zum Ausrechnen in Beispielen sollte man aber nie die Fehlstinde
bestimmen, sondern immer Eigenschaften in Satz 1.16 benutzen.

Satz 1.16 Sein > 2. Es gilt:
(i) sign(id) = 1.
(i) sign(o o o) = sign(o) - sign(o) firo,o € S,.
(#i) Falls T eine Transposition ist, ist sign(t) = —1.
(iv) Falls 11, ..., 71, Transpositionen sind, ist sign(r; o ... o 1) = (—1)F.
(v) Ein Zykel (ay...a;) erfillt sign((a;...a;)) = (—=1)71.
(vi) k —1 ist gerade bei

TH0...0T, =T10...0717 mitT;,T; Transpositionen.
1 Tj

Beweis: (i) gilt, denn id hat keine Fehlsténde.

(iv) folgt aus (ii) und (iii).

(v) folgt aus (iv) und (a;...q;) = (a1a;)(ara;-1)...(a1a3)(aras).

(vi) folgt aus (iv).

Der Beweis von (ii) und (iii) ergibt sich aus den folgenden zwei Definitionen
und zwei Behauptungen. 1. Definition:

Fehlst(o) := {(4,7) | (¢,7) ist ein Fehlstand von o}.

2. Definition: Eine Transposition heifit Nachbartransposition, falls sie eine der
Transpositionen (12), (23), ..., (n — 1n) ist.

1. Behauptung: Jede Permutation 148t sich als Produkt von Nachbartrans-
positionen schreiben. Eine Transposition ist Produkt einer ungeraden Anzahl
von Nachbartranspositionen.

2. Behauptung: Ist o € S, beliebig und 7 € §,, eine Nachbartransposition,
so ist |Fehlst(T o o)| = |Fehlst(o)| & 1. Insbesondere ist |Fehlst(T)| = 1.
Daher ist sign(7 o o) = (—1) - sign(o) = sign(7) - sign(o).
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Nach der zweiten Behauptung ist sign(rm o ... o 1) = (=1)%, falls 7, ..., 7
Nachbartranspositionen sind. Zusammen mit der 1. Behauptung, erster Teil,
gibt das sign(o o o) = sign(o) - sign(o) fiir beliebige Permutationen ¢ und o.
Der zweite Teil der 1. Behauptung zeigt sign(7) = —1 fiir beliebige Transpo-
sitionen.

Beweis der 1. Behauptung: Wegen Lemma 1.14 reicht es, eine Trans-
position (ij) als Produkt von Nachbartranspositionen zu schreiben. Sei
1<i<j<n.

(tf)=0Gi+1)(i+1i4+2)..(j—1j)..(0+1i+2)(ii+1).
Beispiel: (1 5) = (12)(23)(34)(45)(34)(23)(12).
Die Anzahl rechts ist 2(j — i — 1) 4 1, also ungerade.

Beweis der 2. Behauptung: Sei 7 = (i7+ 1) und o(a) = i,0(b) =i + 1.
Ist a < b, so ist (ab) ¢ Fehlst(o) und Fehlst(7 o o) = Fehlst(o) U {(ab)}. Ist
a > b, soist (ab) € Fehlst(o) und Fehlst(7 o o) = Fehlst(o) — {(ab)}.

SKIZZE IN DER VORLESUNG O

Definition 1.17 Sei (G, -) eine Gruppe und U C G eine nichtleere Teilmen-
ge. U heifit Untergruppe von G, falls gilt:

a,belU = a-bel,
aclU = altel.

1 = ¢, und U ist eine Gruppe.

Bemerkung 1.18 Dann ist e € U wegen a-a~
Beispiele 1.19 i) Fiir jedes m € N sei
mZ = {mk | k € Z} = { die durch m teilbaren ganzen Zahlen}.
Folgende Inklusionen geben Untergruppen:
({0}, +) € (mZ,+) C (Z,+) C (Q,+) C (R, +).

ii) Ebenso die Inklusionen

{1} < (@) c(Q—A{0},-) € (R—{0},)
und (Q",-) C (RF,") ¢ (R—{0},").

iii) Die Gruppe S3 = {id, (123), (132), (12), (13), (23)} hat 6 Untergruppen:
S3,
As = {id, (123), (132)},
Zy=Aid, (12)}, Zy:={id,(13)}, Z3:={id,(23)},
{id}.
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Definition 1.20 Es seien (G, -) und (H,-) Gruppen.
Eine Abbildung f : G — H heiit Gruppenhomomorphismus (oder einfach
Homomorphismus), falls

fla-b)= f(a)- f(b) fiir alle a,b € G gilt.

Falls f dariiber hinaus auch bijektiv ist, so heiflt f ein Gruppenisomorphis-
mus. Dann sind G und H isomorphe Gruppen.
Notation: G = H, “G isomorph H”.

Beispiele 1.21 i) Die Abbildung sign : S, — {1,—1}, o > sign(o), ist
ein Gruppenhomomorphismus von S,, in die Gruppe ({1, —1}, ), wegen Satz
1.16: sign(o o o) = sign(o) - sign(o).
ii) Ist U eine Untergruppe einer Gruppe G, so ist die kanonische Inklusion
U — G ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
iii) Die Abbildung

exp: R —R", ze",
ist ein Isomorphismus von (R, +) nach (R*,-), denn e*1¥ = e® - ev.
iv) Die Gruppe Ss ist isomorph zur Symmetriegruppe eines gleichseitigen
Dreiecks: Die Ecken werden mit 1,2,3 bezeichnet, der Mittelpunkt mit 0.
SKIZZE IN DER VORLESUNG.

S3  — Symmetriegruppe des gleichseitigen Dreiecks
id +— id
(123) +— Drehung um 2F mit Fixpunkt 0
(132) +— Drehung um % mit Fixpunkt 0
—  Spiegelung an der Geraden durch 3 un
(12) Spiegel der Geraden durch 3 und 0
—  Spiegelung an der Geraden durch 2 un
(13) Spiegel der Geraden durch 2 und 0
(23) — Spiegelung an der Geraden durch 1 und 0

v) Zahlreiche Gruppen kann man so interpretieren, als Symmetriegruppen
von geometrischen Objekten, oder allgemeiner als Gruppen von Selbstabbil-
dungen ( “Automorphismen”) von Objekten mit Struktur.

Lemma 1.22 Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus von Gruppen
(G,-) und (H,").

Dann ist f(eg) = eg und f(a™') = f(a)™! fira € G.

Ist U C G eine Untergruppe von G, so ist f(U) C H eine Untergruppe von
H. Insbesondere ist f(G) eine Untergruppe von H.

Ist V. C H eine Untergruppe von H, so ist f~5(V) C G eine Untergruppe
von G. Insbesondere ist die Menge

ker(f):=={a€ G| f(a) =en}=f"(en)

eine Untergruppe von G (es gilt mehr: sie ist ein Normalteiler).
Ist f : G — H ein Isomorphismus von Gruppen, so ist auch f~': H — G
ein Isomorphismus von Gruppen.
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Beweis: Die Rechnung f(eq) - f(eq) = f(ec - eq) = f(eq) = f(eq) - eg und
die Kiirzungsregel (Lemma 1.3) zeigen f(eq) = ep.

Aus f(a™!) - f(a) = f(a™" - a) = f(eg) = ex und analog f(a) - f(a™") = ey
folgt f(a™") = f(a)™".

f(U) Untergruppe von H: zu zeigen ist, daf§ f(U) abgeschlossen ist unter
dem Produkt und der Inversen-Bildung. Das ist es wegen f(a)™! = f(a™?)

und wegen f(a)- f(b) = f(a-b)
f~YV) Untergruppe von G: zu zeigen ist, dafl f~!(V') abgeschlossen unter
dem Produkt und der Inversen-Bildung. Das ist es wegen

fla)f(b) €V,
)=fla) €V

f Isomorphismus = f~! Isomorphismus: sei f(a) = ¢, f(b) = d, also f~!(c) =
a, f71(d) = b; es ist

FHe)fHd) = ab= 71 (f(ab)) = [ (f(a)f(b) = [ (cd).

fla) eV, fb)eV = [f(ab)
fla)eV = f(a?

Beispiel 1.23 Sei n > 2. Die Teilmenge A,, von S,,,

A, = ker(sign:S, — {1,—-1})
= {o €5, | sign(c) = 1} = {die geraden Permutationen},

ist eine Untergruppe von .S,,.
Die Gruppen A, fiir n > 2 heiflen alternierende Gruppen.

S, =A, U {die ungeraden Permutationen};

die Abbildung A, — {die ungeraden Permutationen}, a +— (12)a, ist eine
n!

Bijektion; also ist [A,| = %

Satz 1.24 a) Die einzigen Untergruppen von (Z,+) sind die Untergruppen
mZ fiir m € No von Beispiel 1.19 (i).
b) Division mit Rest in Z.: Zu a € Z und b € IN gibt es eindeutige q € 7, und
re{0,1,...b— 1} mit

a=qb+r.

Beweis: b) bekannt oder klar.

a) Ist U = {0}, so ist U = mZ fiir m := 0. Sei nun U C Z eine Untergruppe
von (Z,+) mit U # {0}. Sei m := min(a € U | a > 0). Aus b) folgt mit
b= m: zu einem a € U gibt es eindeutige ¢ € Z und r € {0, 1,...,m — 1} mit
a=qm+r.Esistqm =m+..4m € U und a € U, alsoauchr =a—qgm € U.
Aus 0 < r < m und der Definition von m folgt » = 0. Also ist a = gm € mZ
und U = mZ. O
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Definition 1.25 a) Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R
von X x X. Zwei Elemente a,b € X erfillen die Relation oder stehen in der
Relation, wenn (a,b) € R gilt. Notation: aRb.

b) Beispiele fiir Relationen auf X = 7Z: =, <, > <, >, #;
Beispiele fiir Relationen auf der Potenzmenge einer Menge: C, D, =, #.

¢) Eine Relation ist eine Aquivalenzrelation, falls sie erfiillt:

Reflexivitit: xRz fir z € X,

Symmetrie. xRy — yRx firz,y € X,

Transitivitit:  (zRy und yRz) = xRz fir z,y,z € X.

Notation: Bei einer Aquivalenzrelation wird statt R meistens ~ geschrieben.

d) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X . Die Aquivalenzklasse
von x € X ist die Teilmenge

] ={ye X |y~az} CX.

Triviales Lemma: [z] = [y], falls z ~ y, sonst [z] N [y] = 0.

X ist die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen in X.
Die Menge aller Aquivalenzklassen in X wird mit X/ ~ bezeichnet.
Ist U C X eine Aquivalenzklasse und = € U, so ist U = [z], und z ist ein
Reprdsentant von U.

Definition/Lemma 1.26 Sei m € IN.
a) (Definition) Auf Z. wird eine Relation ~ definiert durch

a~b <<= a—becmZ.
b) (Lemma) Es ist eine Aquivalenzrelation. Fine Aquivalenzklasse ist
la] ={a+km | keZ} CZ.
Die Menge der Aquivalenzklassen ist
2] ~={[0], [1]; ..., [m — 1]}

c¢) Notationen : Diese Menge wird auch mit Z/mZ bezeichnet. Die
Aquivalenzklassen heiffen hier auch Kongruenzklassen. Und

a—bemZ < a=b modm

<= “a st kongruent zu b modulo m”.
d) (Lemma) Auf 7./mZ. ist die Verknipfung + mit
la] + [b] := [a + b]

wohldefiniert, und damit wird Z./mZ. eine abelsche Gruppe mit m Elementen.
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e) (Beispiel) m =

=[=3]=[0]=[3]=[6] = ...,

= [ d=[-1]=02 ==,

=[5 =[-2]=[1] =[] =,

[1013528] = [Quersumme] = [20] = [ ],
[1+2]=[3] = [0]

f) Die Abbildung
f1Z —Z/mZ, a— [a

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker f = mZ.

Beweis: b) ok. d) Fiir die Wohldefiniertheit ist zu zeigen, daf die Definition
von + von der Wahl der Représentanten unabhéngig ist:

Ist bei [a] = [@] und [b] = [b] auch [a +b] = [a +b]7

Ja, denn die Differenz a +b—a — b= (a —a) + (b —b) ist in mZ.

Der Rest (Assoziativitit, Existenz des neutralen Elements und Existenz von
inversen Elementen) folgt aus den analogen Eigenschaften der Verkniipfung
+ in Z.

f) Surjektiv: ok. Gruppenhomomorphismus? Ja, wegen [a] + [b] = [a + b].
ker f = [0] = mZ ok. O

Definition/Lemma 1.27 a) (Definition) Eine Gruppe (G, -) heifst zyklische
Gruppe, falls ein a € G existiert mit

_ 2 3 -1 -2 -3
G ={e,a,a%,a’,...,a a0, ...}.

Dann heifst a ein erzeugendes Element dieser Gruppe.
b) (Lemma) Sei G zyklisch mit Erzeugendem a.
Im Fall |G| = oo ist

(Z,+) — (G,), k> da* ein Gruppenisomorphismus.
Im Fall |G| =m € N ist m =min(l € N | a! = e), und
(Z/mZ,+) — (G,-), [k] — a* ist ein Gruppenisomorphismus.
c) (Lemma) Ist (G,-) eine Gruppe und a € G, so ist
(a) :={e,a,a®,a® ...,a" ', a % a3 .} CG

eine zyklische Untergruppe.
(Definition) Sie heifit die von a erzeugte Untergruppe. Die Ordnung von a
15t
1 [ min(l € N | a' = e) falls so ein [ existiert,
ofa) = la)| = 00 sonst.
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Beweis: b) Fall |G| = oo: Die Abbildung Z — G ist surjektiv: ok. Sie ist
ein Gruppenhomomorphismus: ok. Sie ist injektiv: Sonst wére ™ = e und
a~™ = e fiir ein m € IN; dann wire G = {e,a,a?,...,a™ '} und |G| < m < oo,
ein Widerspruch.

Fall |G| < oo: Sei m := min(l € N | a' = ¢). Dann ist G = {e, a,a?, ...,a™ 1},
|G| = m, also m = m. Der Rest ist klar.

c¢) Klar. O

Satz 1.28 Sei G ein endliche zyklische Gruppe mit |G| = m € N, G =
{e,a,a?, ...,a™ '}, Zu jedem Teiler n € N von m existiert genau eine Unter-
gruppe U von G der Ordnung *; sie ist

U={ea" a™, .. a" "}

Das sind alle Untergruppen von G.

Beweis: OBdA (G,-) = (Z/mZ,+), a = [1].

Natiirlich ist fiir jeden Teiler n € IN von m die Menge {[0], [n], [2n], ..., [m—n]}
eine Untergruppe der Ordnung “*.

Zu zeigen bleibt, dafl es keine anderen Untergruppen gibt. Sei U C Z/mZ.
irgendeine Untergruppe. Betrachte den Gruppenhomomorphismus f : Z —
Z/mZ., a+ [a]. Nach Lemma 1.22 ist f~'(U) C Z eine Untergruppe von Z,
nach Satz 1.24 a) ist f~}(U) = nZ fiir ein eindeutiges n € IN. Wegen

nZ = f~(U) > f1(0) = mZ
gilt n | m. Nun ist
U= f(f (V) = f(nz) = {[0],[n], [2n], ... [ — n]} C Z/mZ.
]

Bemerkungen 1.29 i) Definition/Lemma 1.27 c) gibt eine Ubersicht iiber
alle zyklischen Gruppen bis auf Isomorphie. Satz 1.24 a) und Satz 1.28 geben
eine Ubersicht iiber ihre Untergruppen. Insbesondere ist jede Untergruppe
einer zyklischen Gruppe zyklisch.

ii) Bei anderen Gruppen, auch endlichen, ist es viel schwieriger, eine Ubersicht
iiber ihre Untergruppen zu erhalten.

iii) Satz 1.28 sagt unter anderem: G zyklisch mit |G| < oo und U C G
Untergruppe = |U| teilt |G|. Diese Eigenschaft von Untergruppen U gilt
tatséchlich fiir beliebige endliche Gruppen G. Satz 1.31 wird das auf beliebige
endliche Gruppen verallgemeinern.

iv) Man kann Z/mZ als Quotientengruppe von Z nach mZ auffassen. Satz
1.36 verallgemeinert das zu G/U mit U Normalteiler (Definition 1.34).
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Definition 1.30 Sei G eine Gruppe.

a) Sei a € G. Die Abbildung [, : G — G, b — ab ist die Linksmultiplikation
mit a. Die Abbildung r, : G — G, b — ba, ist die Rechtsmultiplikation mit
a.

b) Sei U C G eine Untergruppe. Die Mengen [,(U) =: aU fiir a € G heiflen
Linksnebenklassen von U. Die Mengen r,(U) =: Ua sind die Rechtsneben-
klassen von U.

G/U bezeichnet die Menge {aU | a € G}, die Menge der Linksnebenklassen
von U. (Analog bezeichnet U\G die Menge der Rechtsnebenklassen; aber das
wird weniger gebraucht.)

c¢) Ist (G, +) eine abelsche Gruppe mit additiv geschriebener Verkniipfung,
so stimmen die Links- und Rechtsnebenklassen paarweise iiberein; sie werden
mit a + U := {a+u | u € U} bezeichnet, manchmal (wenn klar ist, welche
Untergruppe U gemeint ist) auch mit [al.

Satz 1.31 Sei G eine Gruppe.
a) Fiir jedes a € G sind die Abbildungen l, und r, bijektiv.
b) Sei U eine Untergruppe. Die Relation ~; mit

a~; b < esexistiert ein wu € U mit au = b

ist eine Aquivalenzrelation. Ihre Aquivalenzklassen sind genau die Linksne-
benklassen aU mit a € G. Daher ist G die disjunkte Vereinigung der Links-
nebenklassen von U, und G/U = G/ ~.

c) (Satz von Lagrange) Sei die Gruppe G endlich und U eine Untergruppe.
Dann sind auch U und G/U endlich, und es ist

Gl = U] -1G/U].

Also teilt die Ordnung |U| von U die Ordnung |G| von G.
d) Sei G endlich und a € G. Die Ordnung von a teilt |G|.

Beweis: a) [, ist injektiv: ab = ac = b = ¢ (Kiirzungsregel, Lemma 1.3).

l, ist surjektiv: die Gleichung a - x = b, wo x gesucht ist, hat die Losung
r=a'b.

Analog fiir r,.

b) a ~; a: ok.

a~b <= br~jaiau=0b < b =a.

a~ybund b~ c = a~jc:auy =bund buy = ¢ = a(ujuy) = c.

Daher ist ~; eine Aquivalenzrelation. Der Rest folgt mit Definition 1.25 d).
c) G ist die Vereinigungsmenge der nach b) paarweise disjunkten Links-
nebenklassen. Daher ist die Menge G/U endlich, und es gibt geeignete
as, ..., aq/u) € G mit

G/U = {U, agU, ...,CL|G/U‘U}.
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la; : U — a;U ist bijektiv. Daher ist |G| = |U| - |G/U].

SKIZZE IN DER VORLESUNG

d) (a) C G ist eine endliche Untergruppe, und o(a) = |(a)| (1.27 ¢)) teilt |G|
wegen ¢). O

Beispiele 1.32 i) Die Ordnung einer zyklischen Permutation (a;...ax) € S,
ist k. Die Ordnung einer beliebigen Permutation ist das kgV der Ordnungen
der zyklischen Permutationen mit disjunkten Trégern, deren Produkt die
Permutation ist (Satz 1.12).

ii) S, = A, U(12)A,, |A,|=12.

iii) Die Ordnungen der Untergruppen der S3 sind 1,2,3,6 (Beispiel 1.19 iii)).
iv) Die Ordnungen der Untergruppen der Sy sind Teiler von |S,| = 4! = 24,
also hochstens 24,12, 8,6,4,3,2, 1. Tatschlich (ohne Beweis) treten sie alle
auf.

Notation 1.33 Sei (G,:) eine Gruppe. Es seien cj,c¢9,¢3,... € G und
A, Ay Az, C G

A = {clal | a; € Al} = {Cl}Al, Aicp = {alcl | ay € Al} = Al{Cl},

und analog z.B. c1A1Axcocz Ag 1= {01a1a20203a3 | a) € Al, as € As,as € Ag}

Lemma/Definition 1.34 Sei U eine Untergruppe einer Gruppe G.

a) (Lemma) Fiir jedes a € G ist aUa™! eine Untergruppe von G.
(Definition) Diese Untergruppen heifien die zu U kongjugierten Untergruppen.
b) (Definition) U ist ein Normalteiler von G genau dann, wenn U = aUa™*
fiir alle a € G 1ist.

c¢) (Lemma) U ist ein Normalteiler von G genau dann, wenn aU = Ua fiir
alle a € G ist; d.h. wenn Links- und Rechtsnebenklassen tibereinstimmen.

1 abgeschlossen unter Produkt und

Beweis: a) Man muf priifen, dafi aUa~
Inversen-Bildung ist:
aurat auza™! € aUa™ = (auia™)(auza™) = aujusa™ € ala™;

aua™' € aUa™! = (aua ™)' =au"ta™! € aUa™".

b) o.k.
¢) Man multipliziere U = aUa™"! von rechts mit a
bzw aU = Ua von rechts mit a™'. 0

Beispiele 1.35 i) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G ein Normal-
teiler von G.

ii) Ist f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist U := ker(f) ein
Normalteiler von G.

Beweis: f(aUa™') = f(a){ex}f(a™) = {en}, also ala™' C U. Fiir a™! statt
a gibt das a™'Ua C U, also U C aUa™!. Also ist aUa™! = U. O
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iii) Die Untergruppen Z;, Z, Zs C Ss von Beispiel 1.19 iii) sind konjugiert
zueinander; sie sind daher keine Normalteiler. Die Untergruppe Az C Sz ist
ein Normalteiler von Sj.

Satz 1.36 Sei U ein Normalteiler einer Gruppe G. Fir a € G sei [a] := aU
die (Links)Nebenklasse von a.
Die Verknipfung - auf G/U mit

a] - o] == a- )

ist wohldefiniert. (G /U, ) ist eine Gruppe, die Quotientengruppe von G nach
U

Die Abbildung G — G/U, a v+~ aU ist ein surjektiver Gruppenhomomophis-
mus. Der Kern ist U.

Beweis: Fiir die Wohldefiniertheit von - auf G/U mufl man zeigen, daf [ab]
nur von den Nebenklassen [a] und [b] abhéngt (und nicht von der Wahl der
Repréisentanten a und b). Das ist ein Teil der

Behauptung: [ab] = [a][b] im Sinne von 1.33, also abU = aUbU.

Beweis: Zuerst wird UU = U festgestellt: UU C U nach Definition einer
Untergruppe (Definition 1.17); UU D eU = U wegen U D {e}. Nun folgt
auch die Behauptung:

[a] [b] — aUbU UNorrgﬂtcilor aUUb = aUb UNorrgﬂtcilor ablU

Mit dieser Verknpfung “erbt” G /U die Gruppeneigenschaften von G, z.B.
Assoziativitit:

([a] - [b]) - [e] = [ab] - [] = [(ab)e] = [a(be)] = [a] - [be] = [a] - ([b] - [¢]),

analog neutrales Element [e] und Inverse [a] ' = [a™!].
Natiirlich ist die Abbildung G — G/U surjektiv. Sie ist ein Gruppenhomo-
morphismus gerade wegen [a] - [b] = [a - b]. O

Satz 1.37 Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Weil ker(f) ein
Normalteiler ist (Beispiel 1.35 ii)), ist G/ ker(f) eine Gruppe (Satz 1.36).

Auch f(G) ist eine Gruppe (Lemma 1.22).
Die Vorschrift aker(f) — f(a) definiert eine Abbildung

f:G/ker(f) — f(G).

f st ein Gruppenisomorphismus.
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Beweis: 1) f ist , wohldefiniert“: zu zeigen ist

aker(f) = bker(f) = f(a) = f(b).

Das gilt, denn falls aker(f) = bker(f) gilt, existiert ein u € ker(f) mit
a = bu. Dann ist f(a) = f(bu) = f(0)f(u) = f(b)en = f(D).

2) f ist surjektiv: klar.

3) f ist injektiv: sei f(aj ker(f)) = f(asker(f)). Dannist f(a;) = f(as); also
flaztar) = f(az) ' f(a1) = eq; also ay'a; € ker(f); also a1 = as(a;'ar) €
as ker(f); also ist aj ker(f) = as ker(f).

4) f ist ein Gruppenhomomorphismus:

Def. von f

f((aker(f)) - (bker(f))) ™= flabker(f)) f(ab)

f Gruppenhom. f(a)f(b) Def. von ff(a ker(f)) . f(bker(f))

Bemerkungen 1.38 Aus Satz 1.36 und Satz 1.37 folgt sofort:
Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus zwischen endlichen Gruppen G
und H, so gilt:

G| = [ker(f)] - [F(G)].
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2 Ringe und Korper

Definition 2.1 a) Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Ver-
kniipfungen, einer Addition + : R x R — R und einer Multiplikation
- R x R — R mit folgenden Eigenschaften:

i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe; ihr neutrales Element wird als
Nullelement oder Null bezeichnet und als 0 geschrieben.
ii) Die Multiplikation ist assoziativ: (ab)c = a(bc) fiir a,b,c € R.

iii) Es gelten die Distributivgesetze:

a(b+c) =ab+ac und (a+b)c=ac+be fir a,b,c € R.

b) Falls ein Element 1 € R mit 1g-a = a -1 = a fiir alle a € R
existiert, so heifit es Finselement oder Eins; es wird oft einfach als 1
geschrieben.

c) Ein Ring heifit kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist,
ab = ba fir a,b € R.

d) Ein Kérper (K,+,-) ist ein Ring, bei dem K — {0} # 0 ist und
(K —{0},-) eine abelsche Gruppe ist.

Bemerkungen 2.2 i) Ein Ring ist genaugenommen ein Tripel (R, 4+, -), aber
wie bei Gruppen werden wir vom Ring R sprechen, von Elementen und von
Teilmengen des Ringes R. Die Menge R wird als priméres Objekt angesehen,
die Verkniipfungen darauf als sekundér. Analog bei Korpern.

ii)

C {komm. Ringe} C

C {Ringe mit 1} C {Ringe}.

{Korper} C {kommutative Ringe mit 1}

iii) Die 1 in einem Ring mit Eins ist eindeutig wegen 1 =1-1"=1".

Beispiele 2.3 a) (Q,+,) und (R,+,) sind Korper, ebenso
(Q[v2],+,) (Ubung 4, Blatt 5: (Q[v/2] — {0},-) ist eine abelsche
Gruppe).

b) (C,+,-) ist ein Korper: Satz/Definition 2.20 (vgl. auch Analysis I,
Schmidt).

c) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit 1, aber kein Korper.

d) Fiir m € N, m > 2, ist (mZ,+, ) ein kommutativer Ring ohne 1.
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e) Satz 2.17: fir m € N ist (Z/mZ,+, ) ein kommutativer Ring mit 1.
Satz 2.19: es ist ein Korper genau dann, wenn m eine Primzahl ist.

f) Zu einem Ring R kann man den Polynomring R[z] definieren. Die
Addition und Multiplikation von Polynomen ist bekannt. Beide Ver-
kniipfungen sind assoziativ, es gelten die Distributivgesetze, und die
Addition ist kommutativ. Die Multiplikation von Polynomen ist genau
dann kommutativ, wenn R ein kommutativer Ring ist.

Das Nullpolynom 0 ist das neutrale Element der Polynomaddition, und
zu einem Polynom p ist —p das additive Inverse. Somit ist R[x] bzgl. der
Addition eine abelsche Gruppe.

Das Polynom 1 ist ein neutrales Element bzgl. der Polynommultiplika-
tion, und Rx] ist damit ein Ring mit Eins.

R]x] ist nie ein Korper, da das Polynom x kein multiplikatives Inverses
haben kann.

g) Beispiele fiir nichtkommutative Ringe: spéter.

h) ({0,},+,-) ist ein kommutativer Ring mit 1. Er ist der einzige mit
1 =0 (Lemma 2.4 b)).

i) Fiir eine Menge M sei P(M):={A| A C M } die Potenzmenge von
M. Weiter sei fiir A, B € P(M) die symmetrische Differenz definiert
durch:

Ao B:=(AUB) - (ANDB).
Dann ist (P(M),©,N) ein kommutativer Ring mit 1.
Lemma 2.4 Sei R ein Ring.
a) Fir allea€ Rista-0=0-a=0.
b) Ist R # {0} und hat R eine 1, so ist 1 # 0.
¢) (—a)-b=—(a-b) =a-(=b) fira,be R.
d) Ist R ein Korper und a-b =0 so ist a =0 oder b =0 (wichtig).

Beweis: a) a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,also 0 =a-0; analog 0-a = 0.
b)Seia€e R—{0}. Esista-0=0#a=a-1, also 0 # 1.
c)a-b+(—a)-b=(a+(—a))-b=0-b=0, also (—a)-b= —(a-b); Rest
analog.

d)Ista#0,s0ist b=(at-a)-b=at-(a-b)=at-0=0.
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Definition 2.5 Sei R ein Ring mit 1, und sei a € R — {0}.

a) Das Element a heifit Einheitin R, wenn es ein b € R gibt mit ab = ba = 1.
b) Das Element a heiit Nullteiler in R, falls es ein Element b € R — {0} gibt
mit ab = 0 oder ba = 0.

Lemma 2.6 Sei R ein Ring mit Eins. Dann gilt fiir a € R:

a Nullteiler = a keine Einheit.
a Einheit = a kein Nullteiler.

Beweis: Beide Aussagen sind dquivalent zueinander, so dafi nur eine bewie-
sen werden muf.

Sei a eine KEinheit, d.h. es gibt ein b mit ab = ba = 1. Wére nun a ein
Nullteiler mit ca = 0 fiir ein ¢ # 0, so wiirde

c=cl=cab=0b=0

folgen, im Widerspruch zur Wahl von c.
Analog wiirde aus der Gleichung ac = 0 mit ¢ # 0 wieder ein Widerspruch
zur Wahl von ¢ folgen:

¢=1c=bac = b0 = 0.
Somit kann a kein Nullteiler sein. O

Bemerkungen 2.7 Man vergleiche die Aussage von Lemma 2.6 mit der
Aussage von Lemma 2.4 d): Da in einem Korper alle Elemente ungleich 0
Einheiten sind, darf es dort auler der 0 keine Nullteiler geben.

Definition 2.8 a) Eine Teilmenge U eines Ringes R heifit Unterring, falls
(U, +) eine Untergruppe von (R, +) ist und falls U beziiglich der Multiplika-
tion abgeschlossen ist.

Ein Unterring I von R heifit Ideal, falls gilt:

re€Riel = wxielundixel.

b) Eine Teilmenge U eines Korpers K heifit Unterkdrper, falls (U, +) eine
Untergruppe von (K, +) ist und (U—{0}, ) eine Untergruppe von (K —{0}, -)
ist.

¢) Eine Abbildung f : R — S von einem Ring R in einen Ring S heifit
Ringhomomorphismus, falls fir a,b € R sowohl f(a+b) = f(a) + f(b) als
auch f(a-b) = f(a)- f(b) gilt. Sie heiBt Ringisomorphismus, falls sie dartiber
hinaus auch bijektiv ist.

d) Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus, so ist sein Kern definiert durch:

ker(f):={a€ R| f(a) =0g }.
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Bemerkungen 2.9 i) Einen Ringhomomorphismus f : K — L zwi-
schen zwei Korpern K und L mit f(K) # {0} nennt man auch
Kérperhomomorphismus. Analog Kdrperisomorphismus.

ii) Ein Unterring (Def. 2.8 a)) ist ein Ring.

iii) Ein Unterkorper (Def. 2.8 b)) ist ein Korper.

iv) Das Bild f(R) C S eines Ringhomomorphismus f : R — S ist ein
Unterring von S. Beweis: analog zu Satz 1.22.

v) mZ ist ein Unterring von Z, Q, Q[v/2] und R;

7 ist ein Unterring von Q, Q[v/2] und R;

Q ist ein Unterkorper von Q[v/2] und R;

Q[v/2] ist ein Unterkorper von R

Lemma 2.10 Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist ker(f) ein
Ideal in R.

Beweis: Da der Ringhomomorphismus f auch ein Gruppenhomomorphismus
von (R, +) nach (5, +) ist, folgt aus Lemma 1.22, daf§ ker(f) eine Untergrup-
pe von (R, +) ist.

Fiir Elemente a,b € ker(f) gilt

f(ab) = f(a)f(b) =0-0 =0,

so daf ker(f) auch bzgl. der Multiplikation abgeschlossen und damit ein
Unterring von R ist.
Fiir x € R und i € ker(f) gilt:

fl@i) = f(2)f(i) = f(x)-0=0 und f(ix) = f(i)f(z) =0 f(x) =0,
so dafl ker(f) sogar ein Ideal in R ist. O
Lemma 2.11 Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
f injektiv <= ker(f) ={0g}.

Beweis:

=: Da der Ringhomomorphismus f als Gruppenhomomorphismus von (R, +)
nach (S,4) das neutrale Element Op auf das neutrale Element Og abbildet
und f injektiv ist, kann kein weiteres Element aufler Oy in ker(f) liegen.
<: Es ist zu zeigen: f(a) = f(b) = a = b:

fla)=f(®) = fla)—f(b)=0s = fla—0b)=0p.
Somit ist @ — b € ker(f) = {0g}, d.h. a —b = O, also a = b. O
Lemma 2.12 Sei K ein Kéorper und I C K ein Ideal. Dann gilt:

I ={0} oder I=K.
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Beweis: Sei I # {0}. Dann gibt es ein a € [ mit a # 0. Im Koérper K

existiert !, und es ist
1

l=a a €1.
N~
eK el
Dann gilt fiir alle z € K:
r=_x 1 €1, also K C I, also K=1.
N~
eK €l

O

Lemma 2.13 FEin Kédrperhomomorphismus f : K — L st injektiv. Das Bild
f(K) ist ein Unterkérper von L; er ist isomorph zum Kérper K.

Beweis:

1) f: K — L ist Ringhomomorphismus. Somit ist nach Lemma 2.10 ker(f)
ein Ideal im Korper K.

2) Nach Lemma 2.12 ist entweder ker(f) = {0} oder ker(f) = K.

3) Da f ein Kérperhomomorphismus ist, gilt definitionsgemafl f(K) # {0}
und somit ker(f) # K, also ist ker(f) = {0}.

4) Nach Lemma 2.11 ist f injektiv wegen ker(f) = {0}.

5) Es bildet f K — {0} auf L — {0} ab. Man wendet Satz 1.22 auf die
Gruppenhomomorphismen f : (K,+) — (L,+) und f : (K — {0},-) —
(L—{0},-) an. Daher ist f(K) eine Untergruppe von (L, +) und f(K —{0})
eine Untergruppe von (L — {0}, -); also ist f(K) ein Unterkérper von L. O

Satz 2.14 Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Fiir a € R sei [a] := a+1 die
Linksnebenklasse von a beziiglich des Normalteilers I der abelschen Gruppe
(R,+). Dann sind auf R/I die beiden Vernipfungen

la] +[b] :=[a+b] und [a]-[b] := [ab]

wohldefiniert und R/ ist mit diesen Verkniipfungen ein Ring.
Ist R kommutativ, so auch R/I, und besitzt R eine 1, so ist [1] die 1 in R/I.
Weiter ist die Abbildung

7 R— R/I mit m(a):=|a

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker(my) = I.

Beweis: Die Verkniipfung [a]+ [b] := [a+ b] ist nach Satz 1.36 wohldefiniert,
und (R/I,+) ist eine abelsche Gruppe.

Zur Wohldefiniertheit von [a]-[b] := [ab]: Sei [a] = [a] und [b] = 0], d.h. at1 =
a+ 1 und b+ I = b+ I. Dann gibt es Elemente x,y € I mit

a+x=a und b+y=7.
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Es folgt dann wegen z,y € I und damit ay, xb, zy € I (Definition Ideal):

[ab) =ab+ 1= (a+z)(b+y)+1
= (ab+1)+ +1) + (b +1) + +1
(ab+1) (% )({7 ) Q% )
€ €

=(ab+I)+I+I+1=ab+1I=ab].

Die Multiplikation ist assoziativ, und es gelten die Distributivgesetze, da sie
sich aus dem Ring R iibertragen:

[a]([b[e]) = [al[(be)] = [a(be)] = [(ab)e] = [abllc] = ([al[b])[c],
[a]([b] + [c]) = [a][(b+ ¢)] = [a(b+ ¢)] = [ab + ac] = [ab] + [ac] = [a][b] + [a][c],
([o] + [eDla] = [(b + o)][a] = [(b+ c)a] = [ba + ca] = [ba] + [ca] = [b][a] + [c][a].
Somit ist R/I ein Ring.
Ist R kommutativ, so auch R/I wegen
[a][b] = [ab] = [ba] = [b][a].
Ebenso liefert 1 € R eine 1 in R/I:
[1la] = [1a] = [a] = [a1] = [a][1].
Nach Satz 1.37 ist 77 ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker(m;) =
I, und 7; ist auch ein Ringhomomorphismus wegen
mi(ab) = [ab] = [a][b] = m;(a)7; (D).
O
Die Ringe Z und Z/mZ.
Definition 2.15 a) Seien a,b € Z — {0}.
kgV(a,b) := “kleinstes gemeinsames Vielfaches” = min(n € N | a|n und b|n),

ggT(a,b) = “groBiter gemeinsamer Teiler” = max(n € N | n|a und n|b).

b) p € N mit p # 1 ist eine Primzahl, falls 1 und p seine einzigen Teiler in IN
sind.

Satz 2.16 Seien a,b € Z — {0}.

a) aZ NbZ =kgV(a,b)Z.

b) Es gibt k,1 € Z mit ggT(a,b) = ka +1b. Man kann k oder | in IN wdihlen.
c) Sei nun p eine Primzahl mit p|lab. Dann gilt pla oder p|b.
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d) Seien py,...,px und qi, ..., q; Primzahlen mit
Pr Pk =4¢q1" - QI
Dann ist k =1, und es gibt eine Bijektion o € Sy mit
Pi = Qo firi=1,.. k.

Dies ist die Eindeutigkeit der Zerlequng einer natirlichen Zahl in Primzah-
len. Sie ist NICHT selbstverstdndlich.

e) Sei ¢ € Z — {0} und ggT(a,c) = 1, ggT(b,c) = 1. Dann ist auch
ggT(ab,c) = 1.

Beweis: a) aZ und bZ sind Untergruppen von (7, +), also ist auch aZ N bZ
eine. Nach Satz 1.24 a) existiert ein m € IN mit aZ NbZ = mZ.

Aus m € aZ und m € bZ folgt a|m und blm, also m > kgV(a,b).
Andererseits ist kgV(a,b) € aZ NbZ = mZ, also kgV(a,b) > m.

Also ist kgV(a,b) = m.

b) Die Menge {ka+1b | k,l € Z} ist eine Untergruppe von (7, +). Nach Satz
1.24 a) existiert ein m € IN mit {ka +1b | k,l € Z} = mZ, und es existieren
ko, lo € Z mit m = kga + lpb. Mit

a l b
"ggT(a,b) ~ "geT(a,b)
ist m = c¢- ggT(a,b), also m > ggT(a,b).
Wegen a € mZ (< k=1,l=0)und b € mZ (< k = 0,1

Teiler von a und b, also m < ggT(a,b). Es folgt m = ggT(a,b).
Wenn man k¢ und ly abédndert zu

c:=k <\

1) ist m ein

k1:k0+a- llzlo—a'

b _a
ggT(a,b)’ ggT(a,b)

mit einem beliebigen o € Z, gilt immer noch kia + 10 = ggT(a,b). Insbe-
sondere kann man k; > 0 oder l; > 0 erreichen (aber meistens nicht beides
zugleich).

¢) Annahme: p fa. Zu zeigen: plb.

Annahme und p Primzahl = ggT(a,p) = 1.

Aus b) folgt, daB k,[ € Z mit ka + [p = 1 existieren. Dann ist

b=1-b=(ka+Ilp)-b=k(ab) + (Ib)p.

Mit p|ab folgt p|b.
d) Aus ¢) und
pulpr- o pe) =q1- (g2 @)

folgt p1|q: oder p1](gs - ... - ¢). Induktiv folgt: p; teilt ein g;.
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Weil ¢; eine Primzahl ist, ist p; = ¢;. Daher ist

P2 P =41 . qj—1"qj+1" ... " Q.

Induktiv folgen k = [ und die Existenz von o € Sy mit p; = ¢o().
e) Wegen d) hat man nun die eindeutige Primfaktorzerlegung von a, b und
¢ zur Verfiigung. Man hat die Primfaktoren von a, b und ¢. Nun gilt:

ggT(a,c) <= die Primfaktoren von a und ¢ sind disjunkt,
ggT(b,c) <= die Primfaktoren von b und ¢ sind disjunkt.

Die Primfaktoren von ab sind die Vereinigungsmenge der Primfaktoren von
a und b. Daher sind die Primfaktoren von ab und ¢ disjunkt, und daher ist
ggT(ab,c) = 1. O

Satz 2.17 Seim € N. AufZ/mZ. ist eine Multiplikation wohldefiniert durch
[a] - [b] := [a - b].

(Hier ist [a] = a + mZ die Kongruenzklasse von a € Z.) Damit ist
(Z/mZ,+,-) ein kommutativer Ring mit 1.

1. Beweis: Anwendung von Satz 2.14. Man muf} blofl noch zeigen, dal mZ
ein Ideal in Z ist: leicht, Ubung.

2. Beweis (er wiederholt Argumente des Beweises von Satz 2.14 im Spezial-
fall R = 7Z.): Multiplikation wohldefiniert: zu zeigen ist, dafi die Multiplikation
von der Wahl der Repriasentanten unabhéngig ist, d.h. zu zeigen ist

[CLl] = [CLQ] und [bl] = [62] = [a1 : bl] = [CLQ . bg]

Sei [a1] = [az] und [b1] = [bo]; also a; = ag + ma und by = by + mf mit
geeigneten «, 5 € Z.

a1by = (az + ma)(by + mp) = asbs + m(asf + aby + maf3),

also [a1b1] = [agbs].

Es bleibt zu zeigen: die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ, die
Distributivgesetze gelten, 1 ist ein Einselement.

Aber weil man mit Repriasentanten rechnen darf, bekommt man alle
gewiinschten Eigenschaften in Z/mZ von den entsprechenden Eigenschaften
in Z.

Beispiel 1. Distributivgesetz:

[al([6] + [e]) = [allb + o] = la(b + )]

PREME [ab + ac] = [ab] + [ac] = [a][b] + [a][d
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Beispiele 2.18 i) In In Z/57Z hat jedes Element ein multiplikatives Inverses:
[11] = [1], [2]13] = [6] = [1], [4][4] = [16] = [1].

ii) In Z/6Z ist [2] - [3] = [6] = [0] = 0, aber [2] # 0 und [3] # 0; [2] und [3]
haben keine multiplikativen Inversen. Sie sind Nullteiler.

Satz 2.19 Seim € N, m > 2.

a) Sei a € Z. Die Kongruenzklasse [a] € Z/mZ hat ein multiplikatives
Inverses in Z./mZ. genau dann, wenn ggT(a,m) = 1.

b) Die Teilmenge {[a] € Z/mZ | 0 < a < m, ggT(a,m) = 1} von
Z/mZ ist zusammen mit der Multiplikation von Z./mZ eine Gruppe.
Sie wird mit (Z/mZ.)* bezeichnet und Einheitengruppe von Z/mZ. ge-
nannt.

c) (Z/mZ,+,-) ist ein Korper genau dann, wenn m eine Primzahl ist.
d) Fir [a] € Z/mZ sind dquivalent:

[a] ist eine Einheit in Z/mZ <= |[a] ist ein Erzeuger der zykli-
schen Gruppe (Z/mZ,+).

Beweis: a) ,,=“: Sei [b] ein multiplikatives Inverses von [a]. [a][b] = [1] sagt:
m teilt ab — 1. Daher ist ggT'(a, m) = 1.

,<=“gegT(a,m) =1 und Satz 2.16 b) geben k,l € Z mit ka + Im = 1. Also
ist [k][a] = [1].

b) Die Menge ist abgeschlossen unter Produkt und Inversen-Bildung:
ggT(a,m) =1 und ggT(b,m) =1 = ggT(ab,m) =1 (Satz 2.16 ¢));

[a][b] = [1] = m teilt ab — 1 = ggT(b,m) = 1.

c) (Z/mZ,+,-) ist ein Korper

<= (Z/mZ — {0},) ist eine abelsche Gruppe

<= alle Elemente von Z/mZ — {0} haben ein multiplikatives Inverses
<= allea € {1,...,m — 1} erfiillen ggT(a,m) =1

<= m ist eine Primzahl.

d) Es ist zu zeigen:

la] € (Z/mZ)" <+ ([a]) = Z/mZ.

= Ist [a] eine Einheit, so existiert ein [b] € Z/mZ mit [a][b] = [1]. Dabei
kann b gewdhlt werden mit 0 < b < m. Es folgt fir Z/mZ = ([1]):

il =[] = lal+...+la =[] = [ e{ld)<CZ/mZ

= (1)) C{a) CZ/mZ = {la]) = Z/mZ.
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<: Aus ([a]) = Z/mZ folgt [1] € ([a]), und [1] kann in der endlichen Gruppe
([a]) durch ein Vielfaches k € IN von [a] ausgedriickt werden:

M =[a]+...+[a] = [1]=[a+...+a] =][ka] = [K][a].

k-mal k-mal

Somit ist [a] eine Einheit in Z/mZ mit dem multiplikativen Inversen [k]. O

Komplexe Zahlen
Vgl. auch Analysis I, Schmidt.

Satz/Definition 2.20 a) Die Menge C := R x R mit den folgendermafen
definierten Verkniipfungen + und - ist ein Korper.

(1, 91) + (w2,92) = (21 + 22,91 + ¥2),
(x1,91) - (22,92) = (1 T2 — Y1 - Yo, T1Y2 + Y122).

Seine Elemente heiffen kompleze Zahlen. (0,0) =: 0 ist das Nullelement,
(1,0) =: 1 ist das Finselement. Ist (x,y) € C — {0}, so ist

-1 xz -y

(l’,y) _<1’2—|—y2’$2+y2)'
b) Das Element (0,1) =: i erfiillt i = —1. Es wird manchmal als i = v/—1
geschrieben.
¢) Die Abbildung R — C, = ~— (2,0), ist ein (natirlich injektiver)
Kérperhomomorphismus. Mit Hilfe dieser Abbildung wird R mit einem Un-
terkorper von C identifiziert.
d) Es ist (mit der Identifikation in c)) fir x,y,x1,y1, T2, y2 € R

(z,y) = (2,0) +(0,y) = (z,0) +(0,1)(y,0) =z + iy € C,

(x1 +iy1) + (20 +iy2) = (x1 + 22) + 1(y1 + ¥2),

(x1 4+ iy1) - (22 +iy2) = 129 + 1 - Y2 + 1Yy - T2 + 1Yp - 1Yo
= (2172 — Y1) + i(T1y2 + y122).

Man schreibt oft = = x + iy € C. Der Realteil von z ist R(z) == = € R,
der Imagindrteil ist I(z) =y € R. z heifst reell, falls I(z) = 0; z heifit rein
imagindr, falls R(z) = 0.

Beweis: a) (C, +) abelsche Gruppe: klar.

Die Multiplikation - ist kommutativ und assoziativ, Distributivgesetze: ein-
fache Rechnungen, Ubung.

Die Formel fiir (x,y)~!: nachrechnen.

b) (0,1)-(0,1) = (—=1,0). ¢) Klar. d) Klar. O
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Bemerkung 2.21 Man veranschaulicht sich die komplexen Zahlen in der
Gaufischen Zahlenebene. Die Addition ist die komponentenweise Addition
im R?. Multiplikation: sieche Bemerkung 2.23 iv).

iy-Achse
. z21 + 22
Z_%(Z) z=x+ 1y <2
=1y i .,
0 . ,» T-Achse 0 . .
x=R(z2) 1

Lemma/Definition 2.22 a) Die Abbildung
S C—-C, x+iy—z—1y,
ist ein Isomorphismus des Korpers C auf sich, also
21+ =71+7%, 721 Z=2 "% firz,zncC.

Sie heifit komplexe Konjugation.

b) Es ist Z =z <= z reell.

Es ist R(z) = (2 +72), S(2) = £(2 — 7).

Es istZ = z.

Ist z=x 41y, soist z-Z=x> +y> € Ry und, falls 2 #0, 271 =
c¢) Der Absolutbetrag |z| von z =z +iy € C ist

Iz :=Vz-Z=+22+y2 € RS.

Er erfillt |z1 - z| = |z1| - |22|,  |Z| = |2| und die Dreiecksungleichung:
|21 + 2| < 21| + |22].

_Zz
2 +y2 4

Beweis: a) Nachrechnen, Ubung.
b) Klar.
¢) Nachrechnen, Ubung (vgl. Analysis I). O

Bemerkungen 2.23 i) Ist z € C — {0}, so ist

z=x+1iy = |2| - gjtzm = |z| - (cos v +isinp)

mit einem eindeutigen ¢ € [0,27), denn (&) + (|7y|)2 = 1. ¢ heifit das

||
Argument von z. Es ist der Winkel zwischen = — Achse und dem Vektor von

0 nach z in der Gaufischen Zahlenebene.
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ii) In der Analysis wird die Exponentialfunktion exp : C — C — {0}, z —
exp(z) = e definiert und die Eulersche Formel

e =cosp+ising firp € R

bewiesen. Die Abbildung exp ist ein Gruppenhomomorphismus exp
(C,+) — (C—{0},), d.h. sie erfiillt e=112 = e*1e72,
iii) Daher ist auch die Abbildung

R — C, o €Y =cosp+ising

ein Gruppenhomomorphismus von (R,+) nach (C — {0},-). Der Kern ist
277 C R. Das Bild ist die 1-Sphire S := {z € C | |z| = 1}. Es ist (S!,)
eine Untergruppe von (C — {0}, ).

Fiir a, 8 € R erhélt man

(cosa + isina) - (cos 3 + isin [3)
6ia . eiﬁ _ 6i(o¢+ﬁ)

= cos(a+ ) +isin(a + f).

Die Gleichheit der 1. und 3. Zeile ist dquivalent zu den Additionstheoremen:
Gleichheit von Realteil und Imaginérteil sind die Additionstheoreme.

iv) Sind z; = |z1|e’™ und 2, = |2z]e, so ist 2120 = |21]|22|€ P, d.h. beim
Multiplizieren multipliziert man die Absolutwerte und addiert die Argumen-
te.

A 2129 = |Zl||z2|ei(a+ﬁ)

liy =ilz[sing > = |2|(cos ¢ + isin )
— 2| e

=z 4y il a+ [ 29 = |20]e™

! > !

x =|z|cosp

>
'

1
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3 Vektorraume

Definition 3.1 Sei K ein Korper.
Ein Vektorraum iber K (oder K-Vektorraum oder einfach Vektorraum) ist
eine abelsche Gruppe (V,+) zusammen mit einer Abbildung

K xV -V, (Av)— v

mit folgenden Eigenschaften:
i) ein Distributivgesetz:

A+p)-v=Xv+p-v fir\peKveV;
ii) ein anderes Distributivgesetz:
A(v+w)=X-v+XA-w firhe Kv,weV;
iii) ein Assoziativgesetz:
A(p-v)=Ap) v fir\pe KveV;
iv) das Einselement 1 = 15 von K erfiillt:
l-v=v firveV

Die Abbildung - : K x V — V heifit Multiplikation mit Skalaren oder skalare
Multiplikation. Die Elemente des Vektorraums V heiflen Vektoren.

Bemerkungen 3.2 i) Wie bei Gruppen, Ringen und Kérpern wird die Men-
ge V als das primédre Objekt angesehen, die additive Gruppenstruktur, die
skalare Multiplikation und auch der Kérper K als sekundédr. Daher spricht
man vom Vektorraum V' und von Elementen des Vektorraums V.

ii) Die Multiplikation mit Skalaren schreibt man mal mit, mal ohne - (genau
wie bei den Multiplikationen in Gruppen, Ringen, Kérpern).

iii) Ersetzt man in Definition 3.1 den Kérper K durch einen Ring R mit 1,
so heifit V ein R-Modul.

Beispiele 3.3 a) Sei K ein Korper und n € IN. Dann ist K" ein K-
Vektorraum mit

(al,...,an)—l—(bl,...,bn) = (al—l—bl,...,an—i—bn),
A(ay, .y a,) = (Aag, ..., Aay).

Im Falle n = 0 ist K = {0}. Die Vektorrdume K™, n € Ny, sind mit Abstand
die wichtigsten Vektorrdume.
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b) Am allerwichtigsten sind die R-Vektorrdume R™. Bei (fast) allen abstrak-
ten Aussagen iiber Vektorrdume ist es niitzlich, an diese Vektorrdume zu
denken.

c¢) Aber es gibt auch andere Vektorraume. Sei X # () eine Menge und K ein
Korper. Die Menge Abb(X, K) ist ein Vektorraum, mit punktweiser Addition
und punktweiser skalarer Multiplikation: bei f,g € Abb(X, K), A € K sind
f+gund A f € Abb(X, K) definiert durch

(f+9)(z) = f(x) +g(x), A ) =X f(z) firzeX.
d) Die Menge Abb([0, 1], R) und die Teilmengen

C'([0,1],R) = {f:[0,1] — R | f ist stetig},
C'([0,1],R) := {f:[0,1] — R | f ist stetig differenzierbar}

(Def. von stetig und stetig differenzierbar in der Analysis) sind R-
Vektorraume.

e) Sei K ein Korper. Der Polynomring K[t] ist auch ein K-Vektorraum.

f) Ist V' ein R-Vektorraum, so ist V' mit der Einschrinkung der skalaren
Multiplikation auf @ x V natiirlich auch ein Q-Vektorraum.

Lemma 3.4 Se: V' ein K-Vektorraum, O € K die Null in K, Oy € V die
Null in V.

a)0g -v=0y beivelV.

b))\OVZOV bei A € K.

C))\'UIOV:>)\:0K oder v = 0y.

d)(-1)-v=—v beivelV.

Beweis: a) 0, - v = (0 + 0x) v =0g - v+ 0 - v, also Oy = 0 - v.
b))\OV:)\(Ov+0v):)\0v+)\Ov, aISOOV:)\'Ov.

c)Sei \-v =0y und A #0. Dannist v=1-v= A"\ -0 =271 (A-v) =
)\_1'0V:0V-

d)v+(-1)-v=(14(-1)) - v =0k -v=0y. O

Von nun an werden die Nullen O und Oy beide als 0 bezeichnet; die Ver-
wechslungsgefahr ist gering.

Definition/Lemma 3.5 a) (Definition) Sei V' ein K-Vektorraum. Eine
Teilmenge U heifst Untervektorraum, falls U # () ist und falls U abgeschlossen
unter der Addition und der skalaren Multiplikation ist, d.h. falls gilt:

veUwelU = v4+welU,
AeKveU = Movel.

b) (Lemma) Ein Untervektorraum U eines K -Vektorraums V ist selber ein
K -Vektorraum.
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Beweis: a) Definition. b) Wegen U # () gibt es ein v € U. Es ist (—1)-v €
Uund 0 = v+ (—1)-v € U. Also ist (U,+) eine abelsche Gruppe. Die
Eigenschaften i) — iv) von Definition 3.1 gelten in U, weil sie in V' gelten. O

Beispiele 3.6 a) Sei U ein Untervektorraum von R? als R-Vektorraum. Ist
veUund v #0,soist {\-v | A€ R} C U. Ist dariiberhinaus w € U und
we¢ {A-v| e R}, soist

UD{A-v+p-w]|\peR}=R?

also U = R?. SKIZZE IN DER VORLESUNG
Daher sind die einzigen Untervektorriume von R? (als R-Vektorraum) die
Mengen

{0},

{A-v|AeR} mitwveR?—{0},

R
b) Daher sind die folgenden Teilmengen alle keine Untervektorriume von R?
als R-Vektorraum (SKIZZEN IN DER VORLESUNG):

y)

y) € R?* | 2* +y* < 1},
y) € R? | |z] < 1},

y) €R?* |z -y =0},

y) €R? |2 >0,y > 0}.
y) € R? | (z,y) € Q*}.

Man sieht auch direkt, dafl sie nicht invariant unter der Addition und/oder
der skalaren Multiplikation sind.

c¢) C ist ein R-Vektorraum, und R C C ist ein Untervektorraum von C als
R-Vektorraum.

d) Die R-Vektorrdume C°([0,1],R) und C'([0,1],R) (vgl. Beispiele 3.3 d))
sind Untervektorraume von Abb([0, 1], R).

e) Sei K ein Korper. Es gilt (Beweis hier nicht):

Ein Polynom f(t) € K[t] vom Grad n hat hochstens n verschiedene Null-
stellen. Konkreter: Seien Aq, ..., \x € K verschiedene Nullstellen von f(t) =
apt"™ + ... + ait + ag. Dann ist k < n, und es gibt b, _g, ..., b1, by € K mit

F@) = (t—=A) - oo- (=) - (Duept™ "+ ..+ byt + by).
Falls | K| = oo ist, so ist daher die Abbildung

®: K[t] — Abb(K, K), f(t) — (a— f(a)),
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injektiv. Dann kann K [t] mit seinem Bild ®(K[t]) C Abb(K, K) identifiziert
werden. Der Polynomring wird dann ein Untervektorraum von Abb(K, K).

Im Fall |K| < oo ist ® nicht injektiv: Sei K = {Ai,.., At} und f(t) =
(t—A1) ..o (t — Ag). Dann ist f(t) # 0, grad f(t) = k, aber ®(f(t)) = 0.

f) Im Fall K = R ist auch die Abbildung R[t] — Abb([0,1],R) injektiv
(denn [0, 1] hat unendlich viele Elemente). Wieder kann man R[¢] mit seinem

Bild identifizieren. Dann hat man folgende Kette von Untervektorrdaumen
von Abb([0,1],R),

R[t] € ¢*([0,1],R) c C°([0,1],R) C Abb([0, 1], R).

Bemerkungen 3.7 i) Vektorraumhomomorphismen (=lineare Abbildungen)
werden erst in Kapitel 5 diskutiert.

ii) Im folgenden werden die Begriffe Erzeugendensystem, Basis und Dimen-
sion etabliert. Die Dimension eines Vektorraums V' soll definiert werden als
die Anzahl der Elemente einer Basis von V' (Def. 3.12). Dazu muf} gezeigt
werden, dafl alle Basen von V' gleich viele Elemente haben (Satz 3.17). Es
wird u.a. dimgx K™ = n herauskommen.

Notationen 3.8 a) Sei X eine nichtleere Menge und n € IN. Die Menge
der n-Tupel, X" = {(z1,...,x,) | #; € X} wird mit der Menge der Abbil-
dungen {1,...,n} — X identifiziert: zu einem n-Tupel (z1, ..., x,) gehort die
Abbildung i — x;.

b) Sind I und X nichtleere Mengen, so wird eine Abbildung I — X,i — x;
auch Familie (x;);c; genannt. Die Menge I wird dann Indexmenge genannt.
Ein n-Tupel (y1, ..., y») ist also eine Familie (y;)je(1,.n}-

c) Sei (V,+) eine abelsche Gruppe und (vy, ...,v,) € V", n € N. Dann ist

n
E Vi =V + ..o+ Uy
i=1

Ist allgemeiner (w;);e; eine Familie mit w; € V und J eine endliche Index-
menge, so ist > ._;w; die Summe aller Mitglieder w; der endlichen Familie

jeJ
(wj) es; genauer: man wahlt eine Bijektion o : {1,...,]J|} — J und definiert
]
ij = ng(z) = Wo(1) + o+ Wo (1))
jeJ i=1

(Unendliche Summen werden in der Analysis und Funktionalanalysis behan-
delt, nicht in der linearen Algebra.) Die folgende Konvention ist niitzlich: fiir
K:=0CJist Y, gw:=0.

d) Ist (G,-) eine abelsche Gruppe (mit multiplikativ geschriebener Ver-
kniipfung) und (w;);es eine Familie mit w; € V und mit endlicher Index-
menge J, so ist (analog zu c)) []..,w; das Produkt aller Mitglieder der
Familie.

jeJ
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e) Ist I eine beliebige (nicht notwendig endliche) Indexmenge und hat man
fiir jedes ¢ € I eine Menge M;, so ist ihre Schnittmenge

ﬂM,- ={a|a€ M, firallei € I}

iel
und ihre Vereinigungsmenge

M, :={a| esgibteinieclmitac M}
iel

Definition 3.9 Sei V ein K-Vektorraum.

a) Sei (v, ...,v,) € V", n € IN. Dann ist

Span (U1, ..., Up) 1= (U1, ..., Un) K 1= {Z Aivi | A € K}
i=1

Ist allgemeiner I eine beliebige (nicht notwendig endliche) Indexmenge, so
ist
span g (V;)ier := (v; |1 € Ik = U span(v;)jeJ-
JC1I,J endlich
Ein Element » ;. ; Ajv; mit J C I endlich heifit (endliche) Linearkombination
der v;, ¢ € I. Die Menge spany (v;)ies heifit der von (v;);e; erzeugte Raum.
b) Ist ' C V eine nichtleere Teilmenge, so ist

spany 1" := span (t)er.

(Hier dient T selbst als Indexmenge: die Elemente von 7' sind durch sich
selbst indiziert.) Die folgende Konvention ist niitzlich: span () := {0} C V.

Beispiele 3.10 i) Jedes Element des K-Vektorraums K™ (n € IN) ist eine Li-
nearkombination der Vektoren e; := (1,0, ...,0), es := (0,1,0,...,0),....e, :=
(0,..,0,1); es ist

n
(Ila >In) = inei, SpaIlK(61, e en) = K",
i=1

ii) Jedes Polynom im K-Vektorraum KT[t] ist eine Linearkombination der
Monome 1,¢,¢% ¢3, ... Es ist spanj (t')ien, = K[t].

iii) Ist T eine beliebige der 6 Teilmengen von RR? in Beispiel 3.6 b), so ist
spang T = R2.

Lemma 3.11 Sei V' ein K-Vektorraum und (v;)ie; eine Familie von Ele-
menten von V. Der erzeugte Raum spang(v;)icr ist ein Untervektorraum
von V. Er ist der kleinste Untervektorraum, der alle v; enthidlt.
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Beweis: Erinnerung an die Definition von span:

span (vi)ier = U span (v;)jes
JcI
= {D N | J CIendlich,)\; € K fitr j € J}.
jeJ

Abgeschlossen unter skalarer Multiplikation:
A A) =D (A ).
jed jed

Abgeschlossen unter Addition: sind a = )
J1, Jo C I endlich, so kann man definieren

jen Ajvy und b= 3" 5 pv; mit

>\j = OfiirjEJg—Jlund
i = 0 fiir y € J; — Jo;

dann ist
a+b= Z (Aj + p5)v;.

jeJ1UJ2

Jeder Untervektorraum, der alle v;, ¢+ € I, enthélt, enthédlt auch alle Li-
nearkombinationen, denn er ist abgeschlossen unter Addition und skalarer
Multiplikation. Also umfalt er span (v;);er. O

Definition 3.12 Sei V' ein K-Vektorraum und (v;);c; eine Familie von Ele-
menten von V.
a) Die Familie (v;);c; heiBBt Erzeugendensystem von V', falls V' = span g (v;)ser
ist.
b) Die Familie (v;);e; heifit linear unabhdngig, falls fiir jede endliche Teilmen-
ge J C I gilt

Z)\j’(]j =0= )‘j =0 fir allej e J

jeJ
Sonst heiflt sie linear abhdngig.
c¢) Die Familie (v;);er heiBt Basis von V, falls sie ein Erzeugendensystem von
V' ist und linear unabhéngig ist.

Beispiele 3.13 Sei K ein Korper.

i) Das n-Tupel (e, ..., e,) (vgl. Bsp. 3.10) ist eine Basis des K-Vektorraums
K™ (n € IN).

ii) Die Familie (¢');ewuqo; aller Monome ¢’ ist eine Basis des K-Vektorraums
K[t].

iii) (1,4) ist eine Basis des R-Vektorraums C.
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iv) Fiir jedes z € [0,1] wird eine Abbildung . : [0,1] — K definiert durch
Xz(2) = 1 und x,(y) := 0, falls y € [0,1] — {z}. Die Familie (xu)zefo]
ist linear unabhéngig, aber sie ist keine Basis von Abb([0, 1], K'). Sie ist eine

Basis des Unterraums aller Abbildungen, die nur bei endlich vielen Elementen
von [0, 1] Werte # 0 haben.

Satz 3.14 Sei V' ein K-Vektorraum.

a) Eine Familie (v;);e; ist zum Beispiel linear abhingig, falls ein v; = 0 ist
oder falls v; = v; fiir zwei Indices i # j ist. Sie ist linear abhdngig genau
dann, wenn ein Mitglied v; Linearkombination der anderen ist.

b) Sei (v;)ier eine Familie von Vektoren in' V. Die folgenden vier Bedingungen
sind dquivalent:

i) Sie ist eine Basis.

ii) Jedes Element von V' laf$t sich mit eindeutigen Koeffizienten als Line-
arkombination der v;, © € I, schreiben, d.h. fiir jede endliche Teilmenge
J I gilt

Z )\jvj = Z,ujvj = )‘j = fur alle j e J

jedJ jed

i11) Sie ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. sie ist ein Erzeu-
gendensystem, und wenn man ein v; wegldfit, so ist die Restfamilie
(vj)jer—gsy nicht mehr ein Erzeugendensystem.

iv) Sie ist maximal linear unabhéngig, d.h. sie ist linear unabhdngig,
und wenn man ein vg € V mit 0 ¢ I hinzufigt, so ist die erweiterte
Familie (v;);jciuqoy linear abhdngig.

Beweis: a) Die Beispielfille sind klar:

Fiir beliebiges A € K ist A - v; = 0 falls v; = 0.
Fiir beliebiges A € K ist A-v; + (=) -v; = 0, falls v; = v;.

Zur “genau dann wenn”-Aussage: “=": Ist ZJ.GJ Ajv; = 0 und N\, # 0O fiir
ein k € J, so ist v, = ZjeJ_{k}(—;‘—i)vj.

CET ISt vp = D00y gy HyVg, S0 st 0 = (=1)ug + 305 g ;-

b) “i) = ii)”: Basis = Erzeugendensystem = Jedes Element ist Linearkom-
bination der v;, 72 € I.

Eindeutigkeit der Koeffizienten: Man wendet die lineare Unabhéngigkeit (d.h.
Def. 3.12 b)) an auf die Differenz von rechter und linker Seite in ii); man erhélt
Aj =1 = 0.

“li) = 1)”: 1) ist der Spezialfall von ii) mit p; = 0 fiir alle j.

“l) = iii)”: Basis = Erzeugendensystem.
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Zu zeigen bleibt, dafl es minimal ist. Indirekter Beweis. Annahme: fiir ein
geeignetes i € I ist (v;)jer—{;} immer noch ein Erzeugendensystem von V.
Dann ist v; Linearkombination der anderen Mitglieder. Nach a) ist die Familie
(vj)jer linear abhéngig, also keine Basis.

“lii) = 1)”: Indirekter Beweis. Annahme: die Familie ist linear abhéingig.
Nach a) gibt es ein v;, das Linearkombination der anderen Mitglieder ist.
Dies v; kann man weglassen; die Familie (v;);e 7—{# ist immer noch ein Er-
zeugendensystem von V.

“{) = iv)”: Basis = Linear unabhéngig.

Zu zeigen bleibt, dafl die Familie maximal linear unabhéngig ist. Sei vy € V
und 0 ¢ I. Basis = vy ist Linearkombination der v;, i € I. Mit a) folgt, dafl
(vj)jerufoy linear abhéngig ist.

“Iv) = 1)”: (v;)ies ist linear unabhéngig laut iv). Zu zeigen bleibt, dafl es ein
Erzeugendensystem ist. Sei v € V' beliebig.

Sei 0 ¢ I und sei vy := v. Laut iv) ist (v;);eruqo} linear abhéngig. Also gibt
es eine endliche Menge J C I U {0} und Koeffizienten )\, € K fiir j € J,
die nicht alle 0 sind und die 0 = >°;_; A; - v; erfiillen. Weil (v;)ier linear
unabhéngig ist, ist 0 € J, und es ist A\g # 0. Daher ist vy = Zje]_{o} _/\—zjvj.
Weil vy beliebig war, ist (v;);e; ein Erzeugendensystem. O

Satz 3.15 a) Hat ein Vektorraum V' ein endliches Erzeugendensystem, so
erhdlt man durch Weglassen geeigneter Mitglieder dieser Familie eine Basis
von V. Insbesondere hat ein Vektorraum mit endlichem Erzeugendensystem
eine endliche Basis.

b) (Verallgemeinerung von a), ohne Beweis) Jeder Vektorraum hat eine Ba-
sis.

Beweis von a): Man 148t so lange Mitglieder des endlichen Erzeugendensy-
stems weg, bis man im Fall iii) von Satz 3.14 b) landet. Dann hat man eine
Basis. O

Bemerkungen 3.16 i) Der Beweis von b) ist viel schwieriger. Er benutzt
nichttriviale Aussagen aus der Mengenlehre, das Auswahlaziom oder das
Zornsche Lemma. In dieser Vorlesung werden Sie gebeten, den Satz einfach
zu akzeptieren.

ii) Beim Q-Vektorraum Q[¢] kann man eine unendliche Basis angeben, die Fa-
milie (t');ewuqoy. Die Basis ist abzihlbar unendlich, d.h. es gibt eine Bijektion
von IN auf die Indexmenge IN U {0}.

iii) Nach Satz 3.15 b) hat auch der Q-Vektorraum R eine Basis (v;);e7. Aber
hier ist die Basis bzw. die Indexmenge I tiberabzdhlbar, d.h. sie ist unendlich
und es gibt keine Bijektion N — I (Beweis: Ubung). Es ist unmaoglich, die
Basis “explizit” anzugeben (das kann man prézisieren).

iv) Tatsdchlich haben die Basen von Vektorrdumen ohne endliche oder
abzéhlbar unendliche Erzeugendensysteme wenig Bedeutung. Bei ihnen sind
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“konvergente Reihen” wichtiger als endliche Linearkombinationen (Definition
und Diskussion in Analysis und Funktionalanalysis).

v) (Zu Satz 3.17) Bei einer Basis (v;);cr eines Vektorraums sind alle Mitglieder
verschieden wegen Satz 3.14 a). Daher ist die Abbildung I — {v; | i € I},
i — v;, eine Bijektion, und die Unterscheidung zwischen der Familie (v;);e;
und der Menge {v; | ¢ € I} ist nicht so wichtig. Man nennt die Mitglieder v;
der Familie auch Elemente der Basis.

Satz/Definition 3.17 a) (Satz) Hat ein Vektorraum eine endliche Basis,
so sind alle Basen endlich und haben gleich viele Elemente.

b) (Definition) Die Dimension eines K -Vektorraums V' ohne endliche Basis
ist 0o. Die Dimension eines K-Vektorraums mit einer endlichen Basis ist
die Anzahl der Elemente einer Basis. Notation: dimg V € {0} UIN U {oo}.
c¢) (Satz) Ist U ein Untervektorraum eines K -Vektorraums V', so ist dim U <
dimV. Ist dimV < o0, so ist dimU =dimV <= U =1V.

d) dim K™ =n, dim K[t] = co.

Beweis: nach Satz 3.18

Satz 3.18 (Austauschsatz von Steinitz) Sei V' ein K -Vektorraum, (vy, ..., vy,)
eine Basis von V und (wyq, ..., wy) eine linear unabhingige Familie in V.
Dann ist k < n, und es gibt lauter verschiedene Indices iy, ...,1 € {1,...,n},
so dafl man nach Austauschen von v, ..., v;, gegen ws,...,w wieder eine
Basis von V' erhdilt.

Beweis: Fall V = {0}: n = 0, k = 0, leere Aussagen. Es bleibt der Fall
V # {0}, n > 1. Nun Induktion nach k. Induktionsanfang: k = 0, trivial.
Induktionsschritt, & — 1 — k: Nach Induktionsannahme ist £ — 1 <
n, und wir konnen annehmen, dafl bei geeigneter Numerierung der v;
(w1, ...y Wg_1, Vg, ..., Uy ) €ine Basis von V' ist.

Daher gibt es A\; € K, j =1,...,n mit

Wy = )\1w1 + ...+ )\k_lwk_1 + )\kvk + ...+ )\nvn.

Behauptung: £ — 1 < n, und es gibt ein j > k£ mit \; # 0.

Andernfalls wére w;, eine Linearkombination der w, ..., w;_1. Dann wére
nach Satz 3.14 a) (wy, ..., w) nicht linear unabhéngig. Widerspruch. Also
stimmt die Behauptung.

Nach Umnumerieren der vy, ..., v, konnen wir annehmen, daf§ Ay # 0 ist. Nun
wird v, gegen wy ausgetauscht.

Behauptung: (wy, ..., Wk, Vg1, ..., Uy) ist eine Basis von V.

Daf§ es ein Erzeugendensystem ist, ist klar: man kann

1 A Ak—1 Akt1 An
Vp = — Wy — — W] — oo — ——Wp_] — V] — ... — —,
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erzeugen und dann mit v, alle Elemente von V.
Es ist auch eine Basis: Sei

0= prwy + ... + ppwy + prr1Vps1 + oo + fnUn.
Zu zeigen ist p; = ... = p, = 0. Die rechte Seite ist gleich zu

(p1 + peAr)wr + oo+ (g1 + e b—1) W1 + [ AKV
F(trs1 + A eg1)Vks1 + oo+ (i + e An) U

(W1, ..o, Wg_1, Vg, ..., Uy) ist eine Basis. Daher sind alle Koeffizienten hier gleich
Null. Insbesondere ist pupAr, = 0. Wegen Ay # 0 ist ur = 0. Daher sind
alle p1 = ... = pu, = 0. Das beendet den Beweis der Behauptung und den
Induktionsbeweis. O

Beweis von Satz 3.17: a) Sei (vq,...,v,) eine endliche Basis eines Vektor-
raums V.

Héatte V' eine unendliche Basis, so konnte man aus dieser eine linear un-
abhéngige Teilfamilie mit & > n Mitgliedern auswihlen. Widerspruch zum
Austauschsatz. Also ist jede Basis von V' endlich.

Ist (wy, ..., w;) eine endliche Basis, so ist sie eine linear unabhingige Familie.
Also ist nach dem Austauschsatz [ < n. Genauso folgt n < [. Also ist [ = n.
b) Definition.

¢) Im Fall dimg V' = oo ist nichts zu zeigen. Sei dimgx V' = n € INy. Wie in
a) folgt, dafl U keine unendliche Basis hat. Ist (wq, ..., w;) eine Basis von U,
so ist sie eine linear unabhéngige Familie in V. Nach dem Austauschsatz ist
[ <n.

Wire [ = n, aber U # V, so gibe es ein w1 € V — U. Die Fami-
lie (w1, ..., w;, wiyq) wére linear unabhéngig. Nach dem Austauschsatz wire
[ 4+ 1 < n. Widerspruch.

d) Mit 3.13 i) und ii). O

Manchmal ist folgender Satz niitzlich.

Satz 3.19 (Basiserginzungssatz)

Set V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dimgV = n. Sei
(wq, ..., wy) eine linear unabhingige Familie in V. mit k < n.

Dann gibt es Wii1, ..., Wy, so daf$ (w1, ...,w,) eine Basis von V ist.

Beweis: Man wéhlt irgendeine Basis (v, ...,v,), tauscht nach dem Aus-
tauschsatz geeignete Elemente der Basis gegen wy, ..., w, aus und benennt
die anderen um in wyy1, ..., W,. O
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4 Matrizen

In diesem Kapitel bezeichnet K stets irgendeinen Korper.

Notation/Definition 4.1 a) Sei X eine nichtleere Menge und seien m,n €
IN. Eine (m x n)-Matriz A mit Eintrigen in X besteht aus der folgenden
Anordnung von m - n Elementen a;; € X, firi =1,...,m, 7 =1,..,n, in
einem rechteckigen Schema mit Klammern drumherum:

apy a2 o+ Qp

A21 Q22 -+ Q2p
A=

am1 Am2 - Amn

Eine kiirzere Schreibweise ist A = (a;j)i=1,...m;j=1,..n; Wenn klar ist, von wo
bis wo ¢ und j laufen, schreibt man auch einfach A = (a;;). Die i-te Zeile von
Aist (an -+ az), die j-te Spalte ist

CLU

CLmj

Der erste Index des Koeffizienten a;; (also i hier) ist der Zeilenindex, der
zweite Index (also j hier) ist der Spaltenindex. Der Koeflizient a;; steht in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Die Eintrége einer Matrix A werden auch mit (A);; bezeichnet; also hier
(A);; = a;;. SKIZZE IN DER VORLESUNG

b) Die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Koeffizienten in X heifit M (m x
n, X). Ist X = K ein Korper, so ist sie (natiirlich) ein K-Vektorraum der
Dimension m - n. Die Elemente von M (m x 1, K) heiflen Spaltenvektoren. Die
Elemente von M(1 x n, K) heien Zeilenvektoren.

¢) Der Vektorraum M(1 x n, K) der Zeilenvektoren (a; - - - a,) wird mit dem
Vektorraum K™ der n-Tupel (aq,...,a,) identifiziert. Vorsicht: bei Tupeln
stehen Kommata zwischen den Eintragen, bei Zeilenvektoren eigentlich nicht.
Wir benutzen im Text {iberwiegend die Notation mit Kommata, in Formeln
immer die Notation ohne Kommata.

d) Die Zeilen v; := (a;, ..., a;n) einer (m xn)-Matrix A = (a;;) erzeugen einen
Untervektorraum span(v;)ieqi,...m} des K-Vektorraums K" = M (1 x n, K).
Der Zeilenrang von A ist

Zeilenrang(A) := dimg span(v;)ieq1,...,m}-
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Analog ist der Spaltenrang von A

a1 A1n
. 21 (57

Spaltenrang(A) := dimg spang, (| . |, | . |)
am1 Amn

die Dimension des von den Spalten von A erzeugten Untervektorraums von
M(m x 1, K).

e) Eine (m x n)-Matrix 148t sich verschieden interpretieren:

1.: Eine Liste von Elementen des Vektorraums K" = M(1 x n, K') von Zei-
lenvektoren (untereinandergeschrieben).

2.: Eine Liste von Elementen des Vektorraums M (m x 1, K') von Spalten-
vektoren (nebeneinandergeschrieben).

3., in Kapitel 5: Eine lineare Abbildung von M (n x 1, K) nach M(m x 1, K).
4., in LA II: Eine Bilinearform auf M(n x 1, K), falls m = n.

Satz 4.2 Sei A € M(m x n, K). Es ist
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Beweis: in Kapitel 5.

Bemerkungen 4.3 i) In der Literatur wird auch o6fters M(m x 1, K') mit
K™ identifiziert, aber nicht in dieser Vorlesung.

ii) Wenn eine Matrix gegeben ist, mochte man den Zeilenrang bestimmen
und ein besonders iibersichtliches Erzeugendensystem des Vektorraums fin-
den, der von den Zeilen erzeugt wird. Im folgenden wird dazu ein Algorithmus
angegeben, der in mehreren Schritten neue Matrizen konstruiert, deren Zei-
len Linearkombinationen der Ausgangsmatrix sind, den gleichen Vektorraum
erzeugen und einfacher aussehen.

Definition/Lemma 4.4 a) (Definition) Sei A € K — {0}, 4,5 € {1,...,m},
i # j. Die folgenden Abbildungen Z;(\,17), Zr(X;4,5) und Zj;;(i,7) von
M(m x n, K) auf M(m x n, K) heilen elementare Zeilenumformungen. Die
i-te Zeile einer Matrix A = (a;j) € M(m x n, K) wird v; := (a1, ..., @)
genannt.

Z1(A; 1) ersetzt die i-te Zeile v; durch A - v;.
Zri(\i,7) ersetzt die j-te Zeile v; durch v; + A - v;.

Zr11(i, j) vertauscht die i-te und j-te Zeile.
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b) (Lemma) Die Zeilen einer Matriz A erzeugen den gleichen Untervektor-
raum von K" = M(1 x n, K) wie die Zeilen einer Matriz, die man aus A
durch eine Folge von elementaren Zeilenumformungen erhdlt.

Beweis: a) Definition. b) Im Fall einer einzigen Zeilenumformung ist es klar.
Der allgemeine Fall folgt mit Induktion. O

Beispiel 4.5

013 0 1 2 2 -1

122 1| 72% (013 0

340 3 340 3

gy (02 2 TN suees (122 D
0 1 3 0 -5 013 0
0 -2 —6 ©6 00 0 ©

Definition 4.6 Eine Matrix A = (a;;) € M(m x n, K) ist in Zeilenstufen-
form, wenn ihre Zeilen v; := (a;, ..., a;,) folgendes erfiillen:

i) Es gibt ein k € {0,1,..,m}, so da v; = 0 fiir ¢ > k (leere Bedingung
bei k =m) und v; # 0 fiir i < k (leere Bedingung bei k = 0) ist.

ii) Fiir i <k sei Jiin(?) == min(j | a;; # 0). Dann ist
SKIZZE IN DER VORLESUNG

Satz 4.7 (Gauf-Algorithmus)

a) Ist eine Matriz A in Zeilenstufenform, so daff genau die ersten k Zei-
len nicht verschwinden, so bilden diese eine Basis des von thnen erzeugten
Untervektorraums, und es ist Zeilenrang(A) = k.

b) Jede Matriz A = (a;;) € M(m x n, K) ldfit sich durch eine geeignete
Folge von elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufenform bringen. Der
von den Zeilen erzeugte Unterraum bleibt dabei gleich. Also bleibt auch der
Zeilenrang gleich.

Genauer: Die Aneinanderkettung von Schritten folgenden Typs gibt eine ein-

deutige Folge von elementaren Zeilenumformungen, die es tut.
1. Schritt:

J1 = min(j | es gibt ein ¢ mit a;; # 0),
’il = I'Illl'l(’L | 5, §£ 0)
Ist iy # 1, so fihrt man zuerst Zr(1,41) aus. Die neue Matriz (= alte

Matriz A bei iy = 1) nennt man A = (a;;). Fir i = 2,...,m fihrt man
ZH(—ZZM/ZL]JI; 1,’&) aus.
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2. Schritt: Man streicht die erste Zeile und die ersten j; Spalten und fiihrt
den 1. Schritt mit der neuen kleineren Matriz aus.
SKIZZEN IN DER VORLESUNG

Beweis: a) Zu zeigen ist nur, dafl die ersten k Zeilen v; := (a;1, ..., a;,) linear
unabhiingig sind. Sei 0 = 31 N, Esist 0= 25 Nidj, .o 1) = Mg (1)
also A\; = 0. Analog folgt Ay =0, ..., Ay = 0.

b) Die ersten j; —1 Spalten von A und A sind Null. Offenbar ist ay;, # 0. Nach
dem ersten Schritt ist a;;, der einzige Eintrag in der j;-ten Spalte ungleich
Null. Der Rest ist klar. (Am Ende wird j; = jmin(1) sein.) O

Bemerkungen 4.8 i) Selbstverstindlich kann man in konkreten Beispie-
len von der Schrittfolge oben abweichen, wenn andere Zeilenumformungen
giinstiger sind.

ii) Statt Zeilen kann man in 4.4, 4.6 und 4.7 genausogut Spalten betrachten:
Man hat den von den Spalten einer Matrix erzeugten Untervektorraum von
M(mx1, K), elementare Spaltenumformungen Sr(X;1), Srr(N,4,7), Srrr(i,7),
eine Spaltenstufenform und dafiir einen Gauf-Algorithmus.

SKIZZE IN DER VORLESUNG

Definition 4.9 (Matrizen-Multiplikation) Seien A € M(l x m, K) und B €
M(m x n,K) (I, m,n € IN) Matrizen mit

(Anzahl der Spalten von A) = m = (Anzahl der Zeilen von B).

Das Produkt C := A - B von A und B ist die (I x n)-Matrix C' =
(Cik)i=1....1k=1,. n Mit

Also
(I x m)-Matrix - (m x n)-Matrix = (I X n)-Matrix.

SKIZZE IN DER VORLESUNG

Eine Anschauung dazu: man dreht die k-te Spalte von B mathematisch po-
sitiv um 90 Grad, legt sie auf die i-te Zeile von A, multipliziert aufeinander-
liegende Koeffizienten, summiert die Produkte und erhélt c;.

Beispiele 4.10 i)

10 10 -1 3
01-(5(1)_312):0132
1 2 12 5 7
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ii) Die i-te Zeile von A (in Definition 4.1 b)) und die k-te Spalte von B sind
auch Matrizen; ihr Produkt ist die 1 x 1-Matrix mit Koeffizient c;:

(@ = am) - | 5[ = Q] ay b

blk m
bmk =1

Also: Zeilenvektor - Spaltenvektor = 1 x 1-Matrix.
iii) Spaltenvektor - Zeilenvektor = [ x n-Matrix:

a1 ay1byn - annbi,
: (511 bln) =

an anbii -+ anbi,

iv) Das Kroneckersymbol 6;; fiir < und j in einer (gegebenen) Indexmenge ist

P 1 fiiri =y,
Y100 firi £

Die (n x n)-Einheitsmatriz E, hat die Eintrage (E,);; := 0;;, also Einsen in
der Diagonalen, Nullen auerhalb. Es ist fiir A € M(m x n, K)

E, A=A=A-LE,.
v) Die Zeilen einer Produktmatrix A- B sind Linearkombinationen der Zeilen
der rechten Matrix B, die Spalten von A - B sind Linearkombinationen der
Spalten der linken Matrix A.

SKIZZEN IN DER VORLESUNG
vi) Daher lassen sich die elementaren Zeilenumformungen

ZI()‘;Z.)aZII()VZ.aj)aZIII(Z.aj) : M(m X an) - M(m X n>K)

durch Multiplikation von links mit geeigneten Matrizen
Z7P(N D), Zh (N4, 5), 27151, §) € M(m x m, K) beschreiben:

10 - - - -0

Zi(\i)(A) = Zp(ni) A= A | -4
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10 0
0 -
S
ZII()‘J?])(“LD = Zlﬂ}at()‘vi?j)'A: A,
A 1 .
-0
0 01
10 0
0 -
. 0 1
ZIII(ivj)(A> = Zlﬂ}(}t(zv.]>A: 1 'A;
10 -
0
0 01
hier ist
mat o q 6kl fU_I‘ (k l) ( )
i = {30 a7
(Zjn}at()\,'l,]))kl = {iﬁd flilll”-rU({Z]f )l) (< >)
Su - fur (kD) ¢ {06.1),(0.5), G, 1). G.))
(ZE?(%]))M = 1 fU_l" (k7> {( )7( )}7
0 fiir (k1) € {(3,2), (4,4)}-

vii) Analog lassen sich die elementaren Spaltenumformungen (Bemerkung 4.8
ii)) durch Multiplikation von rechts mit geeigneten Matrizen beschreiben.

Satz 4.11 ) Die Multiplikation von Matrizen ist im allgemeinen nicht kom-
mutativ.

b) Aber sie ist assoziativ: Sind A € M(k x 1, K),
M(m x n, K), so ist

BeM(IxmK), Ce

(A-B)-C=A-(B-0).

¢) Die Menge M(n xn, K) ist ein Ring mit Eins. Die Fins ist E,,. Firn > 2
ist der Ring nicht kommutativ.

Beweis: a) Wenn A € M(p x ¢, K) und B € M(q x r, K) ist mit p # r, so
existiert B - A nicht einmal. Bei p = ¢ = r = 2 ist zum Beispiel

G0 Ga)=0e) (o) G)=0a)
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b) Es ist (mit der Notation (A);; fiir die Koeffizienten einer Matrix A)

(A-B).Cy % gm-Bm-(cm
= g@m)m(m) (O
= é(A»j-(g(B)jk(om)
= éwij (B-0)u ™= (A-(B-O)a.
c) Distributivgesetze: Ubung. Der Rest folgt aus a) und b). m

Definition/Lemma 4.12 a) (Definition) Eine quadratische Matric A =
(a;j) € M(n xn, K) ist eine obere Dreiecksmatriz, falls a;; = 0 ist firi > j.
SKIZZE IN DER VORLESUNG

b) (Lemma) Eine obere Dreiecksmatriz A = (a;j) € M(n x n, K) hat genau
dann Zeilenrang n, wenn alle Diagonaleintrdge a;; ungleich 0 sind.

Beweis: a) Definition. b) “«<”: Dann ist A in Zeilenstufenform und
Zeilenrang(A) = n nach Satz 4.7 a).

“=": Indirekter Beweis. Annahme: a;,;, = 0 und a; # 0 fiir 1 < i <.

Die hinteren n — (ig — 1) Zeilen liegen im n — iy dimensionalen Unterraum

{(z1,..c,xn) | 1 = ... = 25, = 0} von K™. Zusammen mit den ersten iy — 1
Zeilen erzeugen sie einen hochstens n — 1 dimensionalen Unterraum von K™.
Also ist Zeilenrang(A) < n — 1. SKIZZE IN DER VORLESUNG O

Satz/Definition 4.13 a) (Satz) Sei A € M(n x n,K) eine quadratische
Matriz. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

i) Zeilenrang(A) = n.
ii) Es gibt eine Matriz B € M(n xn,K) mit B- A= E,.

iii) Es gibt genau eine Matric B € M(n x n,K) mit B-A = E,, und
sie erfillt auch A - B = E,,.

b) (Definition) Eine quadratische Matriz, die die Figenschaften in a) erfiillt,
heifst invertierbar. Dann heifit die Matriz B in i) die inverse Matriz zu A
und wird mit A~' bezeichnet.

¢) (Definition/Satz) Die Menge GL(n,K) aller invertierbaren Matrizen in
M (nxn, K) ist eine Gruppe. Fiirn > 2 ist sie nicht abelsch. Es ist (A-B)™ =
B71. A7t (“GL” steht fiir “general linear (group)”.)
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d) (Satz) Eine obere Dreiecksmatriz ist genau dann invertierbar, wenn alle
Diagonaleintrige ungleich 0 sind.

e) (Satz, wichtige Formel, auswendig lernen) Fine (2 x 2)-Matrix (Z S) ist
genau dann invertierbar, wenn ad — bc # 0 ist. Dann ist

a b\ 1 d —b

(C d) _ad—bc(—c a)'
Beweis: a) “i) = ii)”: Es reicht zu zeigen, da A durch Zeilenumformun-
gen in FE, transformiert werden kann. Denn jede Zeilenumformung ist eine
Multiplikation mit einer Matrix von links (Bemerkung 4.10 vi)). Wegen der
Assoziativitdt der Multiplikation ist dann B das Produkt der Matrizen zu
den Zeilenumformungen.
Mit dem GauB-Algorithmus (Satz 4.7) erhélt man eine Matrix A in Zeilen-
stufenform aus A. Wegen Zeilenrang(A) = Zeilenrang(A) = n und Lemma
4.12 sind alle Diagonaleintréage ungleich 0. Mit Zeilenumformungen vom Typ
I normiert man sie zu 1. Mit Zeilenumformungen vom Typ I[ 16scht man
alle Eintrége oberhalb der Diagonalen. SKIZZEN IN DER VORLESUNG
“ii) = iii)": Aus B-(A-B) = (B-A)-B = E,-B = B folgt B-(A-B—E,) = 0.
Es ist Spaltenrang(B) > Spaltenrang(B - A) = n, also Spaltenrang(B) =
n. Also bilden die Spalten von B eine Basis von M(n x 1, K). Daher ist
A-B—FE,=0,also A-B=F,.
Ist B-A=E,, soist B=(B-A)-B=B-(A-B)=B.
“lii) = 1)”: Es ist Zeilenrang(A) > Zeilenrang(B - A) = n, also
Zeilenrang(A) = n.
b) Definition.
¢) Multiplikation assoziativ: 4.11 b); FE,, neutrales Element: 4.10 iv); inverse
Elemente: 4.13 a). GL(n, K) nicht abelsch: siche Beweis von Satz 4.11 a).
(A-B)™t = B71. A7 gilt wegen

(A-B)-(B"AY=A-(B-BY A'=A4-A"'=E,.

d) Lemma 4.12 b).

e) Bei ad — be = 0 ist eine Zeile (falls eine gleich 0 ist, nur die) Linearkombi-
nation der anderen. Formel: nachrechnen. O

Bemerkung 4.14 Aus dem Beweis von “i) = ii)” erhélt man einen Algo-
rithmus zur Berechnung der inversen Matrix: Man schreibt A und E,, neben-
einander und fithrt an beiden die gleichen Zeilenumformungen durch, so daf3
man F, aus A erhilt. Dann erhélt man A~! aus E,,.

Denn sind 7, ..., Zy die Matrizen zu den Zeilenumformungen (Beispiel 4.10
vi)), soist Zp ... Z1- A= FE,,also Zg - ...- 2, - B, = A™%
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Ein Beispiel: (die Zeilenumformungen sind nach Gefiihl gewihlt, nicht strikt
nach dem GaufB-Algorithmus)

01 2 100
A=(3 4 5] , (01 0]=E,
6 79 001
01 2 1 00
Z(—1;1,3) 0 Z11(—1;1,2) : 333, (-110
6 6 7 -1 0 1
01 2 1 0 0
Z][(—2;2,3)Z 3 3 3 s -1 1 0
001 1 -2 1
333 -1 1 0
Zr1(1,2) o012, ([1 0o
001 1 -2 1
1 111 -5 3 0
Zl(g;l) 01 2], 1 0 0
001 1 -2 1
110 -3 I -1
Zi(=1;3, )0 Z11(-2;3,2): (0o 1 0 , [-1 4 -2
001 1 -2 1
100 -1 -3 1
Zr(—1;2,1) o1o] , [-1 4 —2|=4"
001 I -2 1

Definition/Lemma 4.15 a) Die transponierte Matriz A™ einer Matriz
A = (a;;) € M(k x |, K) ist die Matriz A" € M(l x k, K) mit

(Atr)ij = aj,-.
b) Ist A€ M(k x1,K) und B€ M(l xm,K), so ist
(A . B)tr — Btr . Atr‘

Beweis: a) Definition. b) Ubung. SKIZZE IN DER VORLESUNG O
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5 Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel bezeichnet K stets irgendeinen Korper.

Definition 5.1 a) Eine Abbildung f : V — W von einem K-Vektorraum
V' in einen K-Vektorraum W heifit linear (oder K-linear), falls sie folgende
Eigenschaften erfiillt:

i) f ist ein Gruppenhomomorphismus von (V,+) nach (W, +), d.h.
fla+b) = f(a)+ f(b) fura,beV;

ii) f ist kompatibel mit den skalaren Multiplikationen von V und W,
d.h.
fA-a)=X-f(a) firAe K,aeV.

Ein anderer (seltener benutzter) Name fiir lineare Abbildung ist Vektorraum-
homomorphismus.

b) Eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen zwei Vektorrdumen ist

ein Isomorphismus, falls sie bijektiv ist,

ein Endomorphismus, falls V = W ist,

ein Automorphismus, falls sie bijektiv ist und V = W ist.

c) Zwei Vektorrdume V und W heiflen isomorph, wenn ein Isomorphismus
f:V — W existiert.

Beispiele 5.2 i) Der einfachste Fall: f: R — R, x+ a-z, fir ein a € R.
SKIZZE IN DER VORLESUNG

ii) (Verallgemeinerung von i)) f : R* — R, (21, ...,2,) = > 7 a;z;, fiir
ai,...,an € R.

iii) (Aquivalent zu ii)) f: M(n x 1,R) — M(1 x 1,R),

fiir A1y ..., Ay € R.
iv) (Verallgemeinerung von iii), mit K statt R)
Sei A = (a;;) € M(m x n, K). Die Abbildung

f:Mnx1,K) — Mmx1,K),

n
Ha| ayp - Qip T Zi:l a1

n
Tp am1 Amn T, Zizl AmiT;
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ist linear. Beweis: Details im Kopf; man mufl 5.1 i) und ii) zeigen. Mit = €
M(n x 1, K) 148t sich die Abbildung ganz kurz schreiben als

z— A-x.

In Satz 5.5 a)+b) und Satz 5.11 a)+b) werden wir sehen, daf jede lineare
Abbildung von M(n x 1, K) nach M(m x 1, K) von dieser Gestalt ist und
daBl jede lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen
“dquivalent” zu einer solchen Abbildung ist.

v) Sei X eine nichtleere Menge, ro € X, K ein Korper. Die Einsetzungsab-
bildung

®, : Abb(X,K) — K, ¢ g(zo)

ist eine lineare Abbildung.
vi) Die Mengen C°([0, 1], R), C'([0,1], R) und R[] sind R-Vektorriume (Bei-
spiel 3.3 d)). Die Ableitung

d 0 dg
1 CH0.1].R) = C°([0. 1L R), g —

dg

ist linear, ebenso ihre Einschrinkung & : Rlz] — R[z], ¢+~ $.

Satz/Definition 5.3 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen K-
Vektorrdumen
a) (Satz) Dann ist f(O "  \vi) = Yy Nif(v) firn € N, Ay, .., A, € K,
V1, .oy Uy € V.
b) (Definition) Der Kern von f ist ker f :={x € V | f(z) = 0}. Das Bild ist
f(v)ycw.
c) (Satz) ker f ist ein Untervektorraum von V', f(V') ist ein Untervektorraum
von W.
d) (Satz) f ist genau dann injektiv, wenn ker f = {0} ist (und f ist nach
Definition genau dann surjektiv, wenn f(V) =W ist).
e) (Satz) Ist f ein Isomorphismus, so ist auch die (natirlich ebenfalls bijek-
tive) Umkehrabbildung f~' : W — V linear und damit ein Isomorphismus
von Vektorrdiumen.
f) (Definition) Der Rang von f ist rang f := dimg f(V).
9) (Satz)

dimg V = dimg ker f + rang f

(mit oo =00+ n=mn-+ oo =00+ oo fiir n € Ny).
h) (Satz) Ist g : U — V eine zweite lineare Abbildung zwischen K-
Vektorrdumen, so ist auch die Komposition fog : U — W eine lineare

Abbildunyg.
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Beweis: a) Klar. b) Definition. ¢) Nach Lemma 1.22 sind ker f und f(V)
Untergruppen von V' bzw. W. Es bleibt zu zeigen, daf} sie abgeschlossen unter
der skalaren Multiplikation sind:

vekerfAe K = f(A-v)=Xf(v)=A-0=0
= A-v; € ker f;
v EVAEK = A f(v)=f(A-v) € f(V).

d) Es ist f(0) = 0, denn fiir ein beliebiges v € V' gilt

fOv) = f(0k - v) = Ok - f(v) = Oy,

“=": f injektiv und f(a) =0 = a = 0.

“<": f(a) = f(b) = fla—b) =0=( wegen ker f =0)a—b=0=a=0.
e) Lemma 1.22 = f~!: (W,+) — (V,+) ist ein Isomorphismus abelscher
Gruppen. Aus f(A-a) = X- f(a) und a = f~1(b) folgt A- f71(b) = f~1(A- D).
f) Definition.

g) 1. Fall, dimg ker f = oo:

Nach Satz 3.17 ¢) ist dim V' > dim ker f = oc.

2. Fall, dimg f(V) = oc:

Wire (aq, ..., a,) ein Erzeugendensystem von V', so wére (f(ay), ..., f(a,)) ein
Erzeugendensystem von f(V'), also dim f(V') < oo, Widerspruch. Also hat
V' kein endliches Erzeugendensystem; also ist dim V' = oo.

3. Fall (der interessanteste Fall), dimg ker f < oo und dimg f(V) < oc:
Man wihlt eine Basis (vy, ..., vx) von ker f, und man wahlt wy, ...,w; € V| so
daBl (f(w1), ..., f(w;)) eine Basis von f(V) ist. Es reicht, folgende Behauptung
zu beweisen.

Behauptung: (vy, ..., vg, wy, ..., w;) ist eine Basis von V.

Beweis: i) Erzeugendensystem: sei a € V. Es gibt py, ...,y € K mit f(a) =
Zi’:l ;i f(w;). Man sieht sofort

!
a— Zujwj € ker f.
j=1

Also gibt es A1, ..., \p € K mit

! k
a— E W, = E Aiv;.
=1 i=1

Also ist a eine Linearkombination der v; und w;.

ii) Linear unabhéngig: Sei Zle a;v; + Zé.:l Bjw; = 0. Sein Bild unter f ist
22:1 B f(w;) = 0. Weil (f(w1),..., f(w;)) eine Basis von f(V') ist, sind alle
B; = 0. Weil (v, ..., v;) eine Basis von ker f ist, sind auch alle a; = 0.

h) Klar. O
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Beispiel 5.4 In Beispiel 5.2 v) ist ker ®,, = {g € Abb(X, K) | g(z) = 0}.
In Beispiel 5.2 vi) ist ker & = { konstante Abbildungen.}. In beiden Féllen
ist die betrachtete Abbildung surjektiv.

Satz/Definition 5.5 (Matrizen und lineare Abbildungen, 1. Teil)
a) (Satz) Zu jeder linearen Abbildung f: M(n x 1, K) — M(m x 1, K) gibt
es genau eine Matriz A € M(m x n, K) mit

flz)=A-x.

(Definition) Diese Matriz wird Mat(f) genannt. Also ist f(x) = Mat(f) - z.
b) (Definition/Satz) Die Menge

Homg(M(n x 1, K),M(m x 1, K))
= {f:Mnx1,K)— M(mx1,K) | f ist linear}

ist ein K-Vektorraum, und die Abbildung
Mat : Homg(M(n x 1, K), M(m x 1,K)) = M(m xn,K), [+ Mat(f),

st ewn Isomorphismus von K -Vektorrdumen.
c) Sind
f:Mnx1,K)— M(mx1,K)

und
g:M(mx1,K)— M( x1,K)

lineare Abbildungen, so ist auch
gof:Mnx1,K)— M(lx1,K)
linear (Satz 5.3), und es ist
Mat(g o f) = Mat(g) - Mat(f).

d) Eine lineare Abbildung f : M(n x 1, K) — M(n x 1, K) ist genau dann
ein Isomorphismus, wenn Mat(f) invertierbar ist. Dann ist Mat(f~!) =

(Mat(f))~".

Beweis: a) Es sei e&") = (1,0, ..., O)”’,...,e%") = (0,...,0,1)" die Standardbasis
von M(n x 1, K) und egm),...,e%n) die Standardbasis von M (m x 1, K). Fiir
jedes eg»") (mit j = 1,...,n) gibt es eindeutige a;; € K (mit ¢ = 1,...,m) mit

£y =3 agel™,
=1
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denn egm),...,e%n) ist eine Basis von M (m x 1, K). Also ist

m ay;
f(eg»")) = Z aijez(m) = [ =(ay)- 6§")-
i=1

Qmyj
Daraus folgt schon die Eindeutigkeit der Matrix A = (a;;). Es ist

xq

I = FQome™) =3 ()

Tn
n n x1
j=1 j=1 Ty

Das sagt, daB8 f(z) = (ai;) - x ist.

b) Mat(f) bestimmt f. Daher ist die Abbildung f — Mat(f) injektiv. Sie ist
surjektiv, denn die Multiplikation von links mit einer Matrix ist eine lineare
Abbildung (Bemerkung 5.2 iv)). Die Abbildung f — Mat(f) ist linear:

(f+9)(x) = f(a)+g(x) =Mat(f) - = + Mat(g) - x
= (Mat(f) + Mat(g)) - z,

und weil Mat(f+g) eindeutig ist, ist Mat(f+¢g) = Mat(f)+Mat(g). Genauso
folgt aus

Def.

(A-f)@) = A fx) = A- (Mat(f) - 2) = (A~ Mat(f)) - 2,

daBB Mat(A - f) = A - Mat(f) ist.
c) Es ist

(go fl(x) = g(f(x)) =g (Mat(f)-z) = Mat(g) - (Mat(f) - z)
(Mat(g) - Mat(f)) - 2.

Weil Mat(g o f) eindeutig ist, ist
Mat(g o f) = Mat(g) - Mat(f).

d) “=": Sei f ein Isomorphismus. Nach Satz 5.3 ist f~' : M(n x 1,K) —
M(n x 1,K) linear. Esist f~'o f =id = fo f~1. Mit ¢) folgt

Mat(f~) - Mat(f) = Mat(f~' o f) = Mat(id) = E,,.

Also ist Mat(f) invertierbar und Mat(f~!) die inverse Matrix.
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“<": Sel Mat(f) invertierbar und A die inverse Matrix, also
Mat(f)- A= E, = A-Mat(f).

Wegen b) gibt es eine eindeutige Abbildung ¢ : M(n x 1, K) — M(n x 1, K)
mit A = Mat(g). (g ist die Multiplikation mit A von links.) Also ist

Mat(g o f) = Mat(g) - Mat(f) = E, = Mat(f) - Mat(g) = Mat(f o g).

also
gof=id=fog.

Also ist f invertierbar und ¢ das Inverse, und f ist ein Isomorphismus. O

Bemerkungen 5.6 i) Ein Beispiel ist die Abbildung f : M(2 x 1, K) —
M(3 x 1, K) mit

0 2 2(172
f((zl)): L -1 '(xl): T1— 22
2 3 4 2 3 1+ 4!13'2

ii) Im Beweis von ¢) wurde die Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation be-
nutzt. Umgekehrt folgt aus ¢) und der Assoziativitdt der Komposition von
Abbildungen, (hog)o f =ho(go f), die Assoziativitat der Matrizenmulti-
plikation sofort.

iii) Oft hat man lineare Abbildungen zwischen abstrakten endlich-
dimensionalen Vektorrdumen. Um dann Matrizen zu erhalten, mufl man Ba-
sen der Vektorraume wihlen. Eine Korrespondenz ist in Definition 5.8 a) und
Satz 5.11 b) formuliert. Thre Eigenschaften sind in Satz 5.11 diskutiert. Er

verallgemeinert Satz 5.5. Mit Lemma 5.10 kann man ihn weitgehend auf Satz
5.5 zuriickspielen.

Notation 5.7 (Eine Verallgemeinerung der Matrizenmultiplikation)
Sei V' ein K-Vektorraum und m,n € IN. Die Menge V™ wird mit der Men-

ge M(1 x m,V) der Zeilenvektoren mit Eintrdgen in V' identifiziert (vgl.
Notation 4.1 ¢)). Die Abbildung

Vmx M(m xn,K) — V",

(b1, ooy bin), (i) — (Z aib;, ...,Zambi)

wird als eine Verallgemeinerung der Matrizenmultiplikation aufgefaft:

m m ayp - Q1n

Am1 = Qmn
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(Die Verallgemeinerung besteht darin, daf hier (by,...,b,) Eintrige in V'
und nicht in K hat und dal die Korpermultiplikation durch die skalare
Multiplikation ersetzt ist und deshalb die a;; links von den b; stehen.) Mit
B:= (b1, ....;b,) € V" = M(1 xm,V) und A = (a;;) 148t sich die Abbildung
V™ x M(m x n, K) — V™ sehr kurz schreiben als

(B,A)— B- A.

Definition 5.8 (Matrizen und lineare Abbildungen, 2. Teil)

a) Es sei f: U — V eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorraumen U und V. Es sei A = (ay,...,a,) eine Basis von U und
B = (by,...,bn) eine Basis von V.

Weil B eine Basis von V ist, gibt es eindeutige Koeffizienten \;; € K mit

m

fla;) = Z Aijb;.

Mit der Verallgemeinerung der Matrixmultiplikation oben lassen sich diese
Gleichungen fiir j = 1, ..., n schon kompakt zusammenfassen zu

(f(a1), - flan)) = (br; o bm) - (Nij)-

Die Matrix (\;;) wird M (B, f, A) genannt. Mit ihrer Hilfe wird das Bild von
A unter f in B ausgedriickt. Wenn wir (etwas unsauber, aber elegant) f(A) :=
(f(ay), ..., f(a,)) schreiben, wird die Gleichung oben noch kompakter,

f(A)=8B-M(B,f,A).

b) Im Spezialfall U = V und f = id heiit die Matrix M (B, id,.A) Basiswech-
selmatriz und wird auch mit M (B, .A) bezeichnet.

Beispiele 5.9 i) Die Menge R[t]<, := {f € R[t] | deg f < n} ist ein Vek-
torraum der Dimension n + 1 mit Basis B, := (1,t,t?,...,t"). Die Ableitung
4 kann man auffassen als eine lineare Abbildung R[t]<, — R[t]<,_1. Fiir
n =3 ist

%(1 t 2 )=(0 1 2t 3*)=(1 t ¢*)-

d
also M (Bs, &,Bg) =

oo =R o
o O OO
Lw oo WwWwo o

oo o © oo

ii) C als R-Vektorraum hat die Standardbasis (1,7). Die Multiplikation m, :
C — C mit einer komplexen Zahl z = |z[e™ ist ein Endomorphismus auf C
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als C-Vektorraum und erst recht als R-Vektorraum. Wegen z = |z| cos o +
ilz|sin und z - i = —|z| sin a + i|z| cos v ist

. N : |z| cosav —|z| sin«
(z:1 =) =(1 Z).(|,z|sina |z|cosa )’

also  M((Li).m., (1,4) = (I|Z\cosa —|z\sma) |

zlsina  |z]cosa

iii) Eine Basis des K-Vektorraum K|t]<3 ist B := (1,t,t%,¢%), eine andere ist
A= (1+2t,3 —t+2t* + 13,5t t). Die Basiswechselmatrizen sind

w

0
M(B,A) = ! (1) und
0

= ot o O O

1
2
0
0
M(A,B) = M(

2
1
A)~

B, (vgl. Satz 5.11 e))
iv) Der K-Vektorraum M (n x 1, K') hat die Standardbasis

1 0
B = (e ey =( |, | D
: 0
0 1

Sei f: M(nx1,K)— M(mx1, K) eine lineare Abbildung. Die Konstruktion
von Mat(f) im Beweis von Satz 5.5 a) zeigt

F(B™) =B" - Mat(f),
also
Mat(f) = M(B™, f, B).
Das gibt eine direkte Beziehung zwischen den Notationen Mat(f) und
M(B, f, A). Satz 5.11 a) verallgemeinert diese Formel.

Lemma 5.10 a) Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B =
(b1, ..., b,) eine Basis von V. Die Abbildung

lg:Mnx1,K)—V, x~B-x,

st ewn Isomorphismus von K -Vektorrdumen.
b) Da M(n x 1, K) natiirlich isomorph zu K™ = M(1 x n, K) ist, ist jeder
n-dimensionale K-Vektorraum isomorph zu K.

Beweis: a) Iz ist bijektiv, denn B ist eine Basis von V.
lg ist linear: klar.
b) Klar. O
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Satz 5.11 (Matrizen und lineare Abbildungen, 3. Teil)
Es seien U und V endlich-dimensionale K-Vektorriume. Es sei A =
(a1, ...,an) eine Basis von U und B = (by, ..., by,) eine Basis von V.

a) (Bemerkung) Es sei f : U — V eine lineare Abbildung. Mit den Iso-
morphismen Iy : M(n x 1,K) — U und lg : M(m x 1, K) — V induziert
f:U—V eine lineare Abbildung

lglofolA :Mnx1,K)— M(mx1,K).
Sie ist gerade so definiert, daf$ das Diagramm

Mnx1,K) % U 2+ Az
Ligtofoly Lf

M(m x 1,K) s, Vv Jyr— By,

kommutiert, d.h. beide Wege von links oben nach rechts unten geben die glei-
che Abbildung.
(Satz) Es ist

Mat(lz' o fols) = M(B, f, A).
Das heifit, daf$ die Abbildung f mit Hilfe von l4 und lg gerade in die Matriz-
multiplikation mit M (B, f, A) ibergeht. Die folgende Gleichung sagt dasselbe
etwas anders,

FA-2)=B-M®B, f,A) -z

b) (Verallgemeinerung von Satz 5.5 b)) Die Menge Homg (U, V) :={f : U —
V| f ist linear} ist ein K-Vektorraum, und die Abbildung

Homg (U, V) — M(m xn,K), fw~ M(B,f, A,

ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen

c) (Verallgemeinerung von Satz 5.5 c)) Ist W ein K -Vektorraum mit einer
Basis C = (c1,...,¢q) und sind f : U —V und g : V. — W linear, so ist auch
go f:U — W linear (Satz 5.3 h)), und es ist

M(C>gof>"4) :M(C,Q,B)M(B,f,A)

d) (Verallgemeinerung von Satz 5.5 d)) Fine Abbildung f : U — V ist genau
dann ein Isomorphismus, wenn die Matriz M (B, f, A) invertierbar ist. Dann
ist M(B, f,A)~t = M(A, f~1,B).

e) Im Fall U = V und f = id heifst M(B,id, A) =: M(B, A) ja Basis-
wechselmatriz (Definition 5.8 b)). Sie ist invertierbar; die inverse Matriz ist
M(A,B).
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f) Die Menge Endg (V) := Homg (V, V) der Endomorphismen von V' ist ein
Ring und ein K-Vektorraum. Die Abbildung

Endg (V) - M(m xm,K), f— M(B,f, B)

st ein Isomorphismus von Ringen und K -Vektorrdumen. Fir m > 2 sind
die Ringe nicht kommutativ.

g) Die Menge Auty (V') der Automorphismen von V ist eine Gruppe. Die
Abbildung
Autg (V) - GL(m,K), [+~ M(B,f, B)

ist ein Isomorphismus von Gruppen (Def. von GL(m, K) in Satz 4.13 c)).
Fiir m > 2 sind die Gruppen nicht kommutativ.

Beweis: a) Mit der Notation f(A) = (f(a1), ..., f(a,)) von Definition 5.8 ist

FA-2) T2 pA) . 2 P8 B M(B, f,A) -
Das ist dquivalent zur Behauptung
Ig' o foly = Matrixmultiplikation von links mit M (B, f, A).
b) Wegen a) ist die Abbildung
Homg (U, V) — M(m xn,K), [~ M(B,f, A,
die Komposition der beiden Abbildungen
Homp (U, V) — Homg(M(n x 1, K), M(m x 1,K)), f+lz'ofoly
und
Homg(M(n x 1, K),M(m x 1,K)) — M(m x n,K), g+~ Mat(g).

Die zweite ist ein Vektorraumisomorphismus nach Satz 5.5 b). Die erste ist ein
Vektorraumisomorphismus, weil {4 und [z Vektorraumisomorphismen sind:
sie ist bijektiv, denn ein Element g € Homg (M (n x 1, K), M(m x 1, K)) hat
genau ein Urbild, ndmlich izogo 1;‘1. Die Linearitét ist auch klar.

c) Es ist

M(C,gof,A) = Mat(l;'ogofoly) (mita))
= Mat(lz'ogols)-Mat(lz' o foly) (Satz5.5¢c))
= M(C,g9,B)-M(B, f,A) (mit a)).

d) Wie Satz 5.5 d) (bzw. mit Satz 5.5 d) und Satz 5.11 a)).

e) folgt aus d).

f) folgt aus b) und c).

g) folgt aus ¢) und d). O
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Bemerkungen 5.12 i) Es seien U, V, f : U — V, A und B wie in Satz 5.11.
Es sei A eine andere Basis von U und B eine andere Basis von V. Dann ist
wegen Satz 5.11 c)

M(B, f,A) = M(B,B)- M(B, f, A) - M(A, A).

Diese Formel zeigt, wie M(B, f, A) von B und A abhingt, bzw. wie sich die
Matrix transformiert, wenn man B und A dndert.
Die Abhéngigkeit von M (B, f,.A) von f ist linear (Satz 5.11 b)).

ii) Satz 5.13 a) zeigt, dal man M (B, f, A) durch Wahl geeigneter Basen B
und A auf eine sehr einfache Gestalt bringen kann. Aus M (B, f, A) allein
kann man nur rang(f) ablesen.

iii) Viel reicher und interessanter wird die Situation, wenn f eine Endomor-
phismus ist und wenn man nur die Matrizen M (B, f, B) ansieht. Das kommt
in LA II.

Satz 5.13 a) Zu jeder linearen Abbildung f : U — V won endlich-
dimensionalen K -Vektorraumen gibt es eine Basis A = (ay,...,a,) von U
und eine Basis B = (by,...,by) von V', so daf fir k := rang f gilt:

1 0 - 0
M(B, f,A) = ((&j)z,ézl ..... k 8) _ 0 oy :
0o - 00

d.h. die Einheitsmatrixz in den ersten k Zeilen und Spalten und 0 auferhalb.
b) (Matriz-Version von a)) Zu jeder Matriz C € M(m x n, K) gibt es Ma-
trizen A € GL(n,K) und B € GL(m, K), so daf$ mit k := Spaltenrang(C')

. . — (61])1,]——1 _____ k 0

¢) Durch Links- oder Rechtsmultiplikation mit einer invertierbaren Matriz

andern sich Zeilen- und Spaltenrang einer gegebenen Matrix nicht.
d) (=Satz 4.2) Fiir jede Matriz C € M(m x n, K) ist

Zeilenrang(C') = Spaltenrang(C').

Beweis: a) Man wihlt aq,...,a; € U so, daBl (by,...,bx) := (f(a1), ..., f(ax))
eine Basis von f(U) C V ist. Man ergénzt diese Basis zu einer Basis B =
(b1, ..., by) von V' (Satz 3.19). Wegen Satz 5.3 g) ist dimker(f) = dimU —
rang(f) = n — k. Man wihlt eine Basis (agy1,...,a,) von ker(f). Aus dem
Beweis von Satz 5.3 g) folgt, dal (ay, ..., a,) eine Basis von U ist. Dann sieht
M(B, f, A) aus wie gewiinscht.
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b) [Es gibt einen Beweis, der nur Zeilen- und Spaltenumformungen benutzt;

der hier gegebene Beweis benutzt a).] Sei U := M(n x 1, K), A seine Stan-
dardbasis, V' := M(m x 1,K), B seine Standardbasis, Ic : U — V die
Linksmultiplikation mit C'. Dann ist

M(B,lc, A) =C

und
Spaltenrang(C) = rang(l¢).

Laut a) gibt es Basen A von U und B von V' mit

M(B> ZC,A) = <(6ij)i,6=1 ..... k 8) .

Mit den Bezeichnungen A := M(A, A) und B := M (B, B) fiir die Basiswech-

selmatrizen ist
M(B,lc, A) = M(B,B) - M(B,lc, A) - M(A, A) =B-C- A.

¢) 1. Schritt: Sei B € GL(m,K) und C € M(m x n,K). Die Zeilen von
B - C sind Linearkombinationen der Zeilen von C, und die Zeilen von C' =
B~!'.(B-(C) sind Linearkombinationen der Zeilen von B - C. Daher ist

Zeilenrang(B - C') = Zeilenrang(C').

2. Schritt: Ist f: W — W ein Automorphismus eines Vektorraums W und
ist W7 C W ein endlich-dimensionaler Untervektorraum, so ist dim W; =

dim f(W;). Denn das Bild einer Basis von W) ist eine Basis von f(W7).

3. Schritt: Sei C' € M(m xn, K) mit den Spalten wy, ..., w, € M(mx 1, K).
Ist nun B € GL(m, K), so ist die Linksmultiplikation {5 ein Automorphismus
von M(m x 1, K). Also ist

Spaltenrang(B - C) = dimg(spang (B - wy, ..., B -w,))
= dimg (spang (Ig(wy), ..., Ig(w,)))
= dimg lp(spang (wy, ..., wy,))

= dimg(spang (wy, ...,w,)) = Spaltenrang(C).

4. Schritt: Sei A € GL(n, K) und C wie oben. Analog zum 1. Schritt zeigt
man Spaltenrang(C - A) = Spaltenrang(C'); analog zum 3. Schritt zeigt man
Zeilenrang(C' - A) = Zeilenrang(C).

d) folgt aus ¢) und b), denn bei der Matrix B - C' - A in b) sind Zeilenrang
und Spaltenrang gleich. O
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Satz 5.14 a) Ist I eine nichtleere Menge und K ein Kérper, so ist die Menge

Abbenaion(I, K) :={g: I — K | die Menge
{jel]g(j)#0} ist endlich}

ein Untervektorraum von Abb(1, K).
b) (Verallgemeinerung von Lemma 5.10 b) auf Vektorrdume mit beliebig
grofien Basen) Sei V' ein K -Vektorraum mit Basis (v;)icr. Die Abbildung

V - Abbendlich(]7 K)

Z)\jvj — g, mitg(j):=

jed

)\j fﬁI'jEJ,
0 firjel—J

st ewn Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis: Ubung. O

Satz 5.15 a) Ist U C V' ein Untervektorraum eines K - Vektorraums, so tragt
die Quotientengruppe (V/U,+) (vgl. Satz 1.36) eine natiirliche Struktur eines
K -Vektorraums; mit der skalaren Multiplikation X - [v] :== [\ - v].

b) (Verfeinerung von Satz 5.8 g)) Sei f : V. — W eine lineare Abbildung
zwischen K -Vektorraumen. ker f C 'V ist ein Untervektorraum (Satz 5.3).
Die Abbildung f induziert eine Abbildung

f: Vikerf — f(W), [v]=v+kerf— f(v).

f ist ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis: Ubung. O
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6 Lineare Gleichungssysteme
In diesem Kapitel bezeichnet K irgendeinen Korper.

Definition 6.1 Ein lineares Gleichungssystem ist ein Gleichungssystem der
Gestalt

a11T1 + a192T9 + ...+ A1ndy, = bl,
(211 + A22X9 + ... + Ao Ty, = bg,
U121 + Qo + ... + GpnT, = bm

Hier sind A = (a;;) € M(m x n, K) und b = (b, ...,b,)" € M(m x 1, K)
gegeben, und = = (x1,...,x,)" ist ein Spaltenvektor von “Unbestimmten”.
Man kann es kiirzer schreiben, in der Form

A-z=0.

Es heifit inhomogenes lineares Gleichungssystem, falls b # 0 ist, sonst homo-
genes lineares Gleichungssystem.

Einem inhomogenen linearen Gleichungssystem A -x = b ist das homogene
lineare Gleichungssystem A - x = 0 zugeordnet.

Man mochte die Lisungsmengen

Los(A,b) = {xeMnx1,K)|A-z=10>}
und  Los(A,0) = {reMnx1,K)|A-z=0}

bestimmen.

Beispiel 6.2

1201 ; 1

37 40 ;:1

2 410 3 1
g

In der Matrix (A b) trennen wir b von A durch einen senkrechten Strich, um
anzuzeigen, dafl b die rechte Seite des linearen Gleichungssystems ist. Bei
Zeilenumformungen dndert sich Los(A, b) nicht.

120 1]1 120 111
37401 |2 014 —3]-2
24101 001 —2|-1
(100 9|3

: 010 5|2

001 —2|-1
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Bei den Losungen ist x4 =: t beliebig, und x1,xs, z3 sind dann eindeutig.
(21,2, 23, 24)" ist genau dann eine Losung, wenn

2 ot — 3 9 3
w| | -str2| [ -5 9
s T 21 [Tl 2| P21
Ty t 1 0

ist mit ¢t € K beliebig.

Satz 6.3 Sei A-x =0b ein lineares Gleichungssystem wie in Definition 6.1.
a) Los(A,0) ist ein Untervektorraum von M(n x 1, K) der Dimension

dimg Los(A,0) = n — rang A.

b) Sei U := spany (Spalten von A) C M(m x 1, K).
1. Fall, b ¢ U: dann ist Los(A,b) = 0.
2. Fall, b € U: dann ist Los(A,b) nicht leer und

Los(A,b) = Los(A,0) + v,

wobei v € Los(A, b) eine beliebige Losung ist.

c) Ist B € GL(m,K), so ist Los(B - A, B - b) = Los(A,b). Mit anderen
Worten: Bei Zeilenumformungen der Matriz (A b) € M(m x (n + 1), K)
andert sich die Losungsmenge des Gleichungssytems nicht.

Beweis: a) Die Multiplikation von links mit A ist eine lineare Abbildung
la:Mmx1,K)—-Mnx1,K), xz— A-ux.

Es ist Los(A, 0) = ker(l4), also ein Untervektorraum (Satz 5.3 c)). Nach Satz
5.3 g) ist

dimker(l4) = n —rangly = n — Spaltenrang(A) = n — rang A.
b) A-v = b sagt gerade, daf§ b eine Linearkombination der Spalten von
A ist, mit Koeffizienten v, ...,v,. Daher ist b € U natiirlich dquivalent zur

Losbarkeit von A - ¢ = b.
Ist v € Los(A,b), so ist

Los(A,b) = {x | la(x) = b} = v + kerl,,

denn [4 ist linear.
c) Klar. O



67

Beispiel 6.4 Hier sollen fiir jedes a € K die Losungen des Gleichungssy-
stems A - x = b bestimmt werden, wo

—1

-1 )

-4 7

Eine Zeilenumformung gibt

1. Fall, a = —1: Los(A, b) = 0.

2. Fall, a = 0: Los(A,b) = {(g) t+ (‘01) |t e K}.
)

=1
3. Fall, a ¢ {0, —1}: Los(A,b) = {(‘il) } .
a+1
(Bei K =Fy ist K ={0,—1}, und der 3. Fall tritt nicht ein.)

Bemerkungen 6.5 (Methoden zur Lésung eines linearen Glei-
chungssystems)

i) Wenn m = n ist und A invertierbar ist, ist {4 ein Isomorphismus, und
zu jedem b gibt es genau eine Losung von A -z = b. Sie ist einfach A~! - b.
Ein Weg, A~! zu berechnen, ist in Bemerkung 4.14 beschrieben. Ein anderer
kommt in Kapitel 7.

Man mufl aber nicht wirklich A=! und A~! - b ausrechnen. Es reicht, die

(n x (n+ 1))-Matrix (A b) durch Zeilenumformungen in die Gestalt (E,, b)

zu bringen. Dann ist b= A~! - b.

ii) Im allgemeinen Fall bestimmt man Los(A,b) so: Mit dem GauB-
Algorithmus bringt man die Matrix (A b) € M(m x (n+ 1), K) in Zei-
lenstufenform (A® b)), Es sei k € Ny so, daf8 genau die ersten k Zeilen von
AW nicht verschwinden.

1. Fall: Sei (blglll, b)) £ 0. Dann ist Los(4, b) = 0.

2. Fall: Sei (b{").,...,b)) = 0. Fiir i < k sei

bt1r e
Y minti | a® 0
Jmin(#) = min(j | Q5 # 0),
Esist 1 < Jmin(1) < ... < Jmin(k) < n. Es sei
J=A{1,....;n} = {Jmin(1), ..o, Jmin (k) }-

SKIZZEN IN DER VORLESUNG
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Mit Zeilenumformungen vom Typ 1 16scht man alle Eintrége in den Spalten
mit Spaltenindices jin (i), @ = 1, ...,k auBer dem Eintrag agjl.r)m(i). Mit Zei-

lenumformungen vom Typ I normiert man alle Eintréage az(.;im(i) zu 1. Man

erhlt eine Matrix (A® 5®). Die i-te Zeile des neuen Gleichungssystems ist

2 2

Ljpmin (i) T Zaz('j)xj = b
jeJ
Der Losungsraum ist nun leicht beschreibbar:
Los(A,b) ={xr € M(nx1,K) | =z firj e J ist beliebig,

xj, . fir e =1, ... k ist durch

die Gleichung oben bestimmt }.
Eine besonders schone Lésung viphom € Los(A®, b)) des inhomogenen Glei-

chungssystems erhélt man nun, wenn man z; := 0 fiir alle j € J setzt, sie
ist

'2
: O | (D)
,Uinhom = Z b’EZ) ' ejmin(i) = )
o b2 | dmin()

Und eine besonders schéne Basis v;, j € J von Losungen in Los(A®), 0) (d.h.
des homogenen Gleichungssystems) erhdlt man, indem man fiir v; z; = —1
setzt und vg := 0 fiir k € J — {j}, man erhalt fir j € J

0
: ) ‘
_1 . a'lj — ]mzn(l)

k
_ (2) _
vj = —€; + Zaij " Clmin(i) =
i=1

a,(fj) — Jmin (k)

SKIZZEN IN DER VORLESUNG

In Prosa und etwas vage: Man erhélt vi,nom aus dem Spaltenvektor b, in-
dem man die ersten k Eintriage von b auf die Stellen j,in (1), ..., jmin (k) eines
Spaltenvektors der Lénge n verteilt und die anderen Stellen als 0 ansetzt.
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Man erhélt v;, 7 € J, als Summe des Spaltenvektors —e; und eines Spalten-
vektors, den man analog zu v;ppem durch Verteilen der ersten £ Eintrdge der
j-ten Spalte von A®) auf die Stellen jyin(1), ..., jmin(k) erhélt. (Man muss
mit all den Indices aufpassen, aber man braucht nicht mehr zu rechnen fiir
die Bestimmung von vjpem und v;, j € J).

Vorsicht: Man muf§ nicht ganz genau so rechnen. In einfachen Fiéllen reicht
es oft, die Matrix A irgendwie auf Zeilenstufenform zu bringen.

Beispiel 6.6

12 0 3 5 0 7]10
001 46 08|11
(Ap) = A®PBEY=1 00 0 0 0 1 9[12 | e Mmx (n+1),Q),
00 0O0O0OO0OTO|O
00 0O0O0OO0OTO0O|O0
mit m = 5n = 7 und k := rangA = 3, also dimLos(A4,0) = n —
k = 4. Es sind (Jmin(1), jmin(2), jmm( )) = (1,3,6) und J := {1,...,n} —
{min (1), Jmin(2), Jmin(3)} = {2,4,5, 7} Hier sind die Lésung viphom €
Los(A, b) und die Basis v; € Los(A, O) € J, von Los(A,0)
10 2 3 ) 7
0 —1 0 0 0
11 0 4 6 8
Vinhom = | 0 |, wve=1 0 |, wva=|—-1|, wvs=| 0], vr=1[0
0 0 0 —1 0
12 0 0 0 9
0 0 0 0 —1
Es ist
L@S(A, b) = {Uinhom —|—t1’02 —|—t21}4 +t3U5 —|—t4’U7 ‘ t17t27t3,t4 - Q}

= Uinhom + Span(“% V4, Us, 'U7) = Vinhom T LOS(A> 0)

Beispiel 6.7 Oft ist es schwerer, aus einer Textaufgabe ein lineares Glei-
chungssystem herauszudestillieren, als es zu 16sen. Ein Beispiel:

“A famous puzzle of Sam Loyd: The combined ages of Mary and Ann are 44
years, and Mary is twice as old as Ann was when Mary was half as old as
Ann will be when Ann ist three times as old as Mary was when Mary was
three times as old as Ann. How old is Ann?”

1. Schritt: Geeignete Variablen einfiihren.

The combined ages of Mary (Alter jetzt: m) and Ann (Alter jetzt: a) are 44
years, and Mary is twice as old as Ann was (Alter zu dem Zeitpunkt: a — t;)
when Mary was (A.z.d.Z.: m—t;) half as old as Ann will be (A.z.d.Z.: a+15)
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when Ann ist three times as old as Mary was (A.z.d.Z.: m — t3) when Mary
was three times as old as Ann (A.z.d.Z.: a — t3).

2. Schritt: Die Bedingungen als lineare Gleichungen schreiben.

1
m+a=44, m=2(a—1ty), m—tlzﬁ(a%—tg),
a+ty=3(m—t3), m—t;=3(a—t;).

3. Schritt: Das lineare Gleichungssystem losen. Angesichts seiner Gestalt
wird es hier durch Zeilenumformungen von unten nach oben vereinfacht.

1 1 0 0 044 0 % 0 0044
1 =2 2 0 0|0 3 2 0 00|0
1 -+ -1 -Lojo |- -2 3% 1000 [,
-3 1 0 1 3|0 9 9 1 0|0
1 =3 0 0 2|0 1 =3 0 0 2|0
die eindeutige Losung ist
55 33 11
(m, a,ty,t2,t3)" = ( 33,11)".
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