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Ubungsaufgaben zur Linearen Algebra I

1. (2+2 Punkte)

(a) Sei M eine Menge. Thre Potenzmenge P(M) ist zusammen mit der symmetrischen Differenz © eine
abelsche Gruppe (sieche Bemerkung 2.3.1).
Weiter sei Fo der Kérper (Z/27,+,-), und es sei folgende Verkniipfung definiert:

0 a=0,

- Fy x P(M) — P(M) mit (O"A)}_}{A a=1.

Zeigen Sie, dafi damit P(M) ein Fo-Vektorraum ist.

(b) Sei K ein Korper und I ein Menge. In Aufgabe 2 von Blatt 6 haben Sie gezeigt, da8 die Menge K! mit
der Verkniipfung & eine abelsche Gruppe ist. Nun sei weiter folgende Verkniipfung definiert:

©:KxK - K' mit (a®f)(@):=a-f@)firiecl.
Zeigen Sie, daB damit K’ ein K-Vektorraum ist.

(In beiden Aufgabenteilen brauchen Sie nur die Eigenschaften i) bis iv) der Verkniipfung zwischen Kérper
und abelscher Gruppe nachzuweisen.)

2. (2+1+1 Punkte) Sei K ein Korper. Die Menge K[t] der Polynome iiber dem Koérper K ist definiert als die
Menge aller formalen Summen

K|t] ::{Zaiti|n€]l\10,ai € K und a, # 0} U{0}.
i=0

Fiir zwei Polynome p,q € K[t] mit p := >.I" ja;t' und ¢ := Z;-":O b;t/ sind die Summe und das Produkt
definiert durch

n+m k )
poq = Z ( Z a;b;)t* und p—l—q::Zcit’,
k=0 itj=Fk i=0

wobei fiir die Koeffizienten ¢; der Summe p + ¢ und deren oberen Summenindex k gelten:

a; +b; 0<4i<min(m,n)
k:=max{0 < i <max(n,m) |¢; #0} und ¢;:=<a; fallsn >mund m<i<n
b; fallsn <mund n <7 < m.

Mit diesen Verkniipfungen ist K[t] ein kommutativer Ring mit Eins.

Der Grad eines Polynomes p := > a;t' € K[t] sei definiert als grad(p) := n, und es sei grad(0) := —oo.

Bitte wenden!



(a) Es sei folgende Verkniipfung zwischen K und K[t] definiert:

- K x K[t] = K[t] mit (a,Zaiti) — Zaaiti.
=0 =0

Zeigen Sie, dafi damit K[t] ein K-Vektorraum ist (Sie brauchen nicht zu zeigen, dafi (K|[t],+) eine
abelsche Gruppe ist).

(b) Zeigen Sie fiir p, ¢ € K[t] die beiden Gradformeln
grad(p + ¢) < max (grad(p), grad(¢q)) und grad(pq) = grad(p) + grad(q).

(¢) Fiir m € Ny sei definiert:
Knlt] :={p € K[t] [ grad(p) <m }.

Zeigen Sie, dal K, [t] ein Untervektorraum von Kt] ist.

3. (2+2 Punkte)
Es seien v := (2,0) und vs := (—1,3) Vektoren des R2.

(a) Finden Sie Koeffizienten A1, Aa1, A12, Ao, A13, Aoz € R mit
A11v1 + Ag1ve = (1,0), A1201 + Ag2ve = (0, 1), A13v1 + A2z = (3,2).
(b) Zeigen Sie: Fiir jedes v € R? gibt es eindeutige Ai, A2 € R mit A\jv; + Aovo = v.
4. (3+1 Punkte) Es sei F5 der Korper Z/57Z.
(a) Berechnen Sie fiir das Polynom p € F5[t] mit
p=1t(t—[1]s)(t — [2]5)(t — [3]5)(¢ — [4]5)

den Grad k und die Koeffizienten der Summendarstellung p = Zf:o a;t', wobei die a; € {[0]5,...,[4]5}
liegen sollen.

(b) Zeigen Sie, daB fiir K := F5 die Abbildung
®: K[t] - Abb(K,K), p— (a— p(a))

nicht injektiv ist. Hierbei ist p(a) fir « € K und p =Y. a;t' definiert als

und fiir p =0 als p(a) := 0.

Abgabe bis Donnerstag, den 04. November 2010 um 10:15 Uhr in AS5.



