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Übungsaufgaben zur Linearen Algebra I

1. (1+1+2 Punkte) Sei Eij ∈M(n× n,K) definiert durch

Eij := (ast) mit ast :=

{
1 s = i, t = j,

0 sonst.

Insbesondere gilt mit dieser Definition:

En =

n∑
i=1

Eii und Zmat
II (λ, i, j) = λEji + En.

(a) Zeigen Sie:

EijEkl =

{
Eil j = k,

0 sonst.

(b) Zeigen Sie: (
Zmat
II (λ, i, j)

)−1
= Zmat

II (−λ, i, j).
(c) Wird eine Matrix A mit dem Gauß-Algorithmus aus Satz 4.7 in Zeilenstufenform gebracht, sind dazu

nur Zeilenumformungen vom Typ III und Typ II nötig.

Sei nun A ∈ M(n × n,K) eine Matrix, in der beim Gauß-Algorithmus nur Zeilenumformungen vom
Typ II nötig sind, und sei R ∈M(n×n,K) die resultierende Matrix in Zeilenstufenform. Dann läßt sich
der Gauß-Algorithmus durch folgendes Produkt von Matrizen beschreiben:

Lt . . . L1 ·A = R mit Lk := Zmat
II (λk, ik, jk) für geeignete λk, ik, jk.

Daraus folgt:

A = L−11 . . . L−1t R = LR mit L :=

t∏
i=1

L−1i .

Berechnen Sie nun L und R nach obigem Schema für

A :=

 2 1 3
−4 −1 −8
6 1 11

 .

2. (1+1+2 Punkte) Sei Fq ein endlicher Körper mit q Elementen und Fn
q der n-dimensionale Fq-Vektorraum

aller n-Tupel über Fq.

(a) Sei U ⊆ Fn
q ein Untervektorraum der Dimension k. Berechnen Sie |U |.

(b) Berechnen Sie, wieviele Basen Fn
q hat.

(Hinweis: Blatt 8, Aufgabe 4.b.)

(c) Nach Satz 4.13 entsprechen die Basen des K-Vektorraumes Kn eineindeutig (bijektiv zuordbar) den
invertierbaren Matrizen aus M(n × n,K) und somit der Größe der Gruppe GL(n,K). Daher hat nach
Teil (b) die Gruppe GL(3,F2) die Ordnung 168.

Berechnen Sie die Ordnung der Gruppenelemente

A :=

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 , B :=

0 1 0
1 0 1
0 1 1

 ∈ GL(3,F2).

Bitte wenden !!!



3. (2+2+0 Punkte) Sei f : V → W eine lineare Abbildung, und sei (vi)i∈I eine Basis von V . Beweisen Sie
folgende Aussagen:

f injektiv ⇐⇒
(
f(vi)

)
i∈I ist linear unabhängig.(a) (2P)

f surjektiv ⇐⇒
(
f(vi)

)
i∈I ist ein Erzeugendensystem von W .(b) (2P)

f bijektiv ⇐⇒
(
f(vi)

)
i∈I ist eine Basis von W .(c) (0P)

4. (4 Punkte) Invertieren Sie die folgenden vier Matrizen:

A :=

(
2 4
3 8

)
, B :=

4 0 3
2 1 3
5 0 4

 , C :=


5 3 −2 1
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

 über Q, D :=

(
3 7
5 2

)
∈M(2× 2,F11).

Abgabe bis Donnerstag, den 25. November 2010, zwischen Vorlesung und großer Übung im Hörsaal.


