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Name:
Matrikelnummer:
Sitzplatznummer:

Die Bearbeitungszeit fiir diese Klausur betriagt 90 Minuten. Die Klausur umfaft
sechs Aufgaben, jede mit acht Punkten bewertet, obwohl der Schwierigkeitsgrad
der Aufgaben nicht gleich ist.

Bitte schreiben Sie eine Losung mit allen Zwischenrechnungen nur auf das jeweilige
Aufgabenblatt (Vorder- und Riickseite). Sollte Thnen bei einer Aufgabe ein Blatt
nicht geniigen, fragen Sie bitte nach einem neuen Blatt und schreiben spéter auf
dieses Thren Namen und Thre Matrikelnummer sowie die Aufgabennummer.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt. Bei einem T#uschungsversuch gilt die Klausur als
nicht bestanden.

Viel Erfolg!




Name: Sitzplatz:

Aufgabe 1 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (3P) Sei f: V — W eine Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen V und
W. Definieren Sie, wann f eine lineare Abbildung ist. Definieren Sie auflerdem
den Kern von f.
ii.) (1P) Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G. Formulieren
Sie den Satz von Lagrange fiir diese Situation.
iii.) (4P) Sei V ein K-Vektorraum, und sei (v;);es eine Familie von Vektoren aus
V. Geben Sie vier dquivalente Bedingungen dafiir an, dafl (v;);c; eine Basis

von V ist.
Loésung:
i.) f ist eine lineare Abbildung, falls gilt:
flz+y)=flz)+ f(y) fiir alle z,y € V,
flaz) = af(x) firalleae K,z e V.

Der Kern von f ist definiert durch:
ker(f) ={z eV | f(z)=0}.

ii.) Ist G eine endliche Gruppe, so ist U eine endliche Untergruppe, die Menge

G/U der Linksnebenklassen von U ist endlich, und es gilt:

G| = U]-1G/U|.

) (vi)ier ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.
) (v;)ier ist ein minimales Erzeugendensystem.
.) (v;)ier ist ein maximal linear unabhéngiges System.
) Jedes x € V 148t sich eindeutig als Linearkombination der Vektoren aus
(vi)ier schreiben.
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Aufgabe 2 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

Kreuzen Sie an, ob die jeweilige Aussage stimmt oder nicht. Bei einer richtigen Ant-
wort gibt es einen Punkt, bei keiner Antwort null Punkte, und bei einer falschen
Antwort ebenfalls null Punkte (es werden keine Punkte fiir falsche Antworten ab-
gezogen!).

Ja Nein

Es gibt eine injektive Abbildung von Z nach N, die nicht X
surjektiv ist.

Ss enthilt ein Element der Ordnung 15. X

Z/AZ ist ein Korper mit vier Elementen. X
Jede abelsche Gruppe ist zyklisch. X
(1,2, 3) ist eine Basis des R3. X
Die Abbildung f: Q — R mit f(x) := 22 ist eine lineare X
Abbildung zwischen den Q-Vektorrdumen Q und R.

Kerne von linearen Abbildungen sind immer Vektorrdume. X

Eine Matrix (‘é Z) ist immer invertierbar, wenn alle Ein- X

trage a, b, ¢, d ungleich Null sind.

Lésung: Erlduterung zu den Losungen (waren in der Klausur nicht gefragt):

i.) Bekanntermaflen existiert eine Bijektion f: Z — N. Weiter sei g: N — N
definiert durch g(n) := n + 1. Dann ist g o f: Z — N als Komposition
injektiver Abbildungen injektiv, aber 1 ¢ im(go f) und somit die Komposition
keine surjektive Abbildung.

ii.) (123)(45678) ist ein Element der Ordnung 15 = kgV(3,5) in Ss.

ili.) Z/47Z enthélt zwar vier Elemente, ist aber kein Korper, da 2 -2 = 0 in die-
sem Ring gilt und er somit Nullteiler enthilt. Korper jedoch besitzen keine
Nullteiler (Lemma 2.4.d oder Bemerkung 2.7).

iv.) Z/27 x Z/2Z ist eine abelsche Gruppe, aber nicht zyklisch.

v.) Der R?® hat die Dimension drei, somit muf} jede Basis drei Vektoren des R3
enthalten, und nicht nur einen.

vi.) Wegen f(2-2) =16 # 8 = 2f(2) ist f keine lineare Abbildung.

vii.) Satz 5.3.c).

viii.) (¢%) ist nach Satz 4.13.e) genau dann invertierbar, falls ad — bc # 0 gilt.
Fiir a := b := ¢ :=d := 1 ist die Matrix somit nicht invertierbar, obwohl alle
Eintrage ungleich null sind.
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Aufgabe 3 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i)

(12345678
o=

ii.)

(3P) Es seien folgende Permutationen gegeben:

5 4 2 6 1 8 3 7) und 7:=(124)(428)(346)(591)(123)(34)

Schreiben Sie beide Permutationen in Zykelschreibweise mit disjunkten Tra-
gern und bestimmen Sie das Signum und die Ordnung beider Permutationen.
(5P) Finden Sie in S5 eine zyklische Untergruppe der Ordnung 6 und geben Sie
alle Elemente in Zykelschreibweise mit disjunkten Trégern sowie deren Signum
an.

Loésung:

i)

ii.)

In Zykelschreibweise mit disjunkten Trégern haben die Permutationen ¢ und
7 die Form:

c=(15)(246873) und m=(18)(2459)(36).

Aus der Zykelschreibweise folgen sofort das Signum und die Ordnung der Per-
mutationen:

sign(a) = (—1)*71 - (1) = 1, o(c) = kgV(2,6) = 6,
sign(m) = (—=1)*71 (=) (D P =-1, o(n) =kegV(2,4,2) = 4.
m:=(12)(345)€ S5 ist ein Element der Ordnung o(m) = kgV(2,3) = 6 und
erzeugt somit eine zyklische Untergruppe

<7T> = {71_77T2’7T3’71_4,7r577.r6}
der Ordnung sechs in S5. Zur Berechnung des Signums der Elemente kann
folgende Beziehung benutzt werden: sign(n*) = sign(7)‘. Es folgt:

) 7rz sign(m)”
112345 | -1
2 (354) 1
3] a2 -1
4] (345) 1
5012354 | -1
6 id 1
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Aufgabe 4 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

i.) (4P) Invertieren Sie die folgenden beiden Matrizen und notieren Sie beim

Invertieren von A alle Matrizeneintriige mit den Zahlen {0, ...,4}:
1 9 9 0 4

A= € GL(2,F3), B:=[0 1 3] €GL(3Q).
34 2 0 1

ii.) (4P) Bestimmen Sie, fiir welche a € R die folgende Matrix invertierbar ist,
und geben Sie dazu die Inverse an:

(‘1‘ 3) € M(2 x 2,R).

a
Losung:
i.) Die Matrix A kann z.B. mit Hilfe der Formel aus Satz 4.13.e) invertiert werden:
~1
a b 1 d —b .
(%) (c d) = (—c a) fiir ad — be # 0.

Somit folgt fiir A, wobei alle Rechnungen modulo 5 durchgefiihrt werden:
12\t 1 4 =2\ 1 (4 3\ 1(4 3
3 4 T 1-4—-2-3\-3 1) —2\2 1) 3\2 1
(4 03\ (4 3\ (31
’ (21_221_42'

Fiir die Matrix B kann die Inverse B~! folgendermafien berechnet werden:

9 0 4/1 0 O 0 0|1
0 310
2 110

0 -
1 1 ZII(_47371) 1 0 ZII(_271’3)}
0 0 0 1

=~ = O

Zr1(-3,3,2)

0

0

1 0 -4
_— 6
-2

S O =
OO~ NO
OO O
OO = W

0 0|1
1 3]0
0 1]-2

O = O
© O

Es gilt somit:

1
A_1=<i ;) und B '=| 6

o~ o
I
[N}
|

ii.) Nach Satz 4.13.e) gilt (siehe auch die Erlduterung zu Aufgabe 2.viii):

(Cll 2) invertierbar <= a®> —3#0 <= 0> #3 — a¢{:|:\/§}.

Dann folgt fiir a € R\ {£v/3}:

a 3 _1_ 1 a -3\ (=5 7(127;33
1a) “@ s\ o) )

(W31



Name: Sitzplatz:

Aufgabe 5 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

Es sei folgende lineare Abbildung gegeben:

X1 + 2:172 + 31}3 + 4504
f: M4 x1,R) — M(3x1,R), — 2x1 + o + 514
T, — 4(E2 — 9%3

i.) (4P) Losen Sie das Gleichungssystem Mat(f) - = b mit b := (1,2, 3)"".
ii.) (4P) Geben Sie eine Basis von ker(f) und im(f) an.

Loésung:
i.) Die Matrix Mat(f) ergibt sich, indem spaltenweise die Bilder der Standard-
basisvektoren ey, ...,eq € M(4 x 1,R) unter f in sie eingetragen werden:
1 2 3 4
Mat(f)=12 1 0 5
1 -4 -9 0

Damit 148t sich per Gaufl-Algorithmus errechnen:

1 2 3 4 1 2 3 4

[t

1 ,

9 1 0 5|2 ZuE2Do45 3 5 3| 252
1 4 -9 0|3 200813 o 6 12 42
12 3 41123 4L
0 1 2 1|0 2228 g 1 9 1] 22
0 -6 -12 -42 000 2|2

123 401 12303
01 2 1]0 2283204 1 9 of.q 222D
000 1]1 Zut=43D g o9 0 1|1

10 -1 0]-1 j _21
01 2 0f-1 —  Uiph = 0 und wv3 = 1
00 0 1]1 . 0

Die Losungsmenge des Gleichungssystems Mat(f) - ¢ = b ist dann:
Lés( Mat(f), b) = Uinn + span(vs).
ii.) Die Losungsmenge aus Teil i) 148t sich auch schreiben als

Lbs(Mat(f), b) = Vinh + span(vs) = Vinn + Lés(Mat(f), 0) = Vinh + ker(f),
denn es gilt:

ker(f)={x e MAdx L,R) | f(x)=0}={ze M4 x 1,R) | Mat(f) -2 =0}

= Los(Mat(f),0).

Dann ist (v3) aber eine Basis des eindimensionalen Kerns von f.
Die Spalten von Mat(f) sind die Bilder der Basisvektoren des Urraumes, und
die Bilder einer Basis bilden ein Erzeugendensystem des Bildes. Somit kann aus

den Spalten von Mat(f) ein maximal linear unabhéngiges System ausgew#hlt
6



Name: Sitzplatz:

werden, und maximal heifit in diesem Fall rg( Mat(f) ) = 3, da der Rang einer
Matrix die Dimension des Bildes angibt.

Nachdem die Matrix Mat(f) durch den Gauf-Algorithmus in Zeilen-Stufen-
Form tiberfithrt worden ist, 148t sich aus dieser Zeilen-Stufen-Form ablesen,
welche Spalten der urspriinglichen Matrix Mat(f) linear unabhéngig sind: ge-
nau diejenigen, bei denen eine neue Treppenstufe beginnt. Somit sind die Spal-
ten mit den Nummern 1,2,4 von Mat(f) linear unabhéngig und bilden eine
Basis von im(f).

Das oben beschriebene Verfahren ist fiir jede Matrix anwendbar, um eine Basis
des Bildes zu finden. Im Falle der Klausuraufgabe kann auch eine viel einfa-
chere Losung gefunden werden: wegen rg(Mat( f)) = 3 ist die Abbildung f
surjektiv, da der Zielraum auch dreidimensional ist. Somit reicht es, irgend-
eine Basis des Zielraumes anzugeben, und die Standardbasisvektoren erfiillen

diesen Zweck:
0

1 0
(to].{1].(0]).
o/ \o/ \1
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Aufgabe 6 (insgesamt 8 Punkte) erreicht:

Geben Sie alle Elemente der Gruppe GL(2,Fs) an. Diese ist entweder zu S3 oder
7,/6Z isomorph. Geben Sie entweder einen Isomorphismus zu einer der Gruppen an
oder ein Argument, warum sie zu einer der beiden Gruppen nicht isomorph sein
kann.

Losung: Die Gruppe GL(2,Fs) ist die Gruppe der invertierbaren (2 x 2)-Matrizen
mit Eintrégen aus Fo = {0,1}. Aus dem Aufgabentext ist sofort zu entnehmen, dafl
sie sechs Elemente enthélt. Damit miissen aus den insgesamt 16 (2 x 2)-Matrizen
iiber Fy (vier Eintriage mit jeweils zwei Moglichkeiten 0 oder 1) also sechs invertier-
bare gefunden werden.

Nach Satz 4.13.e) ist eine Matrix (’(1 Z) genau dann invertierbar, wenn ad — bc # 0
gilt, wobei hier a,b, ¢, d die Werte 0 oder 1 annehmen koénnen.

Offensichtlich ist ab — e¢d = 0, wenn keine, drei oder vier Variablen 0 sind (bei
keiner 0 sind alle Werte 1 und die Matrix nicht invertierbar). Damit fallen von den
16 moglichen Matrizen schon 14441 = 6 (keine+drei+vier Nullen) Matrizen weg.
Wenn die Matrix zwei Nullen enthélt, miissen diese auf einer Diagonalen liegen,
denn es diirfen von den Produkten ad und be nicht beide Null sein. Also fallen alle
vier Matrizen weg, die eine Null-Zeile oder Null-Spalte enthalten.

Von den urspriinglichen 16 Matrizen sind nun schon 10 aussortiert, und alle anderen
miissen somit invertierbar sein, was sich auch sofort mit obigen Formel verifizieren
1a8t. Es folgt also:

%$W#%®G®Gﬂcwﬁa@m
GOED-CD GG D=0)

dh. fir A := ({}) und B := (19) ist AB # BA, und somit ist die Gruppe

GL(2,F3) nicht kommutativ. Dann kann Sie nicht zu Z/6Z isomorph sein und muf
zu Ss isomorph sein.



