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Modulklausur H6here Mathematik I

XX Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! XX

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht linger als etwa zwetr Zeilen
semn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begriindung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: Die Menge M aller Vektoren <X> aus R? mit 2x + 3y = 0 ist ein
Untervektorraum. Y

Losung: Richtig, denn sie ist der Kern der linearen Abbildung R? — R, die den Vektor
(;) auf 2x + 3y abbildet.

X
Geben Sie die Elemente der Menge N aller Vektoren | y | aus IFS mit x +z? = 0 explizit
an! z
0 0 1 1
Lésung: M = oOl,11],101],11

0 0 1 1
Ist N ein F,-Vektorraum?

Losung: Ja, denn in [, ist jedes der beiden Elemente gleich seinem Quadrat, die Glei-
chung x + z2 = 0 ist also dquivalent zu x + z = 0 oder x = z. Diese Bedingung erfiillt
sowohl der Nullvektor als auch jede Linearkombination von Vektoren dieser Art.

Richtig oder falsch: Die Matrix A € R?*? sei gleich ihrer Inversen. Dann ist A = +F.

Loésung: Falsch, auch die Matrizen 0 1 , ] 0 und viele andere haben diese
. 10 0 -1
Eigenschaft.

Bestimmen Sie die Determinante der 5 x 5-Matrix A =

—ococoo
NN )
- oo

——moc oo

—_ e e e

11

Losung: Vertauscht man die erste mit der letzten Spalte, erhdlt man eine untere Drei-
ecksmatrix mit lauter Einsen in der Hauptdiagonalen. Deren Determinante ist eins, die
von A also wegen der Vertauschung gleich —1.

Richtig oder falsch: Die Vektoren (} +1) und <} ;1) bilden eine Orthogonalbasis
von C2. N

Lésung: Richtig, denn <: ti) . <} ;1) =1+ -VD+0 -V +1) =1+1)2%+

(1—i)2=(142i—-1)+(1-2i—1)=0.
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Fiir welche a € C sind die beiden Vektoren <§2) und <ila) aus C? linear abhingig?
a?
Lésung: Genau dann, wenn ihre Determinante 2 —al = —a? —a* = —a?(1 + a?)
verschwindet, wenn also a = 0 oder a? = —1, d.h. a = =i ist.

Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom vierten Grades von f(x,y) = e¢*Y sin(x —y) um den
Nullpunkt!

L6sung: Wie aus Schule und/oder Analysis I bekannt, ist

eZ:1—|—z—|—é—|—i+--- und sinw:w—vﬁ—I—w—s—---.
2 6 6 120
In diese Formeln miissen wir z = xy bzw. w = x — y einsetzen:
2.2 13
exy:]_}_xy—{—X; +... und SlIl(X—y):(X—y)—%—{—

Multiplikation der beiden rechten Seiten und Streichen aller Terme vom Grad grofler vier
liefert das Ergebnis

x—y)3 x3 —3x%y + 3xy? —y?
(x—y)—%ﬂy(x—y):x—y— I Y x?y—x?
x> P 3%y 3xy?
T te Ttz T2 Ty
3
Was ist graddivrot | y3 | ?
3
z

Losung: Die Nullfunktion, denn die Divergenz der Rotation eines Vektorfelds verschwin-
det und damit auch ihr Gradient.

Aufgabe 1: (9 Punkte)
V sei der Vektorraum aller reeller Polynome f vom Grad héchstens vier in x und U sei die
Teilmenge bestehend aus allen Polynomen f € V mit (1) =0.

Finden Sie eine Basis B von V!
Loésung: Die Elemente von V lassen sich eindeutig in der Form
f=asx? +asx® + axx* + aix+ao mit ap,ar,az,a3,as €R

4 43 2

schreiben; daher bilden die x-Potenzen x*,x”,x“,x und 1 eine Basis.

Welche Dimension hat V' ?
Losung: Da es eine fiinfelementige Basis gibt, ist dimV = 5.

Zeigen Sie, daf8 U ein Untervektorraum von V ist und daf} das System B aus den Polynomen
(x—1),(x—1)?%,(x—1)3 und (x — 1)* eine Basis von U bildet!

Lésung: U ist Untervektorraum, denn U # (), da z.B. das Nullpolynom oder x — 1 in U
liegen, und wenn zwei Polynome an der Stelle eins verschwinden, gilt dasselbe auch fiir
jede Linearkombination davon.

Die vier Elemente von B liegen offensichtlich alle in U, denn ihre Grade sind kleiner oder
gleich vier und sie verschwinden fiir x = 1. Sie sind linear unabhéangig, denn ist

Ax—=1+pux—1)2+v(x=13+p(x—1)*=0 fiir alle x € R,
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so ist auch Ax + px? +vx3 + px* = 0 fiir alle x € R, also steht hier das Nullpolynom, d.h.
A = p=v = p = 0. Damitz bilden sie die Basis einen vierdimensionalen Untervektorraums
von V, der U enth&lt. Ware er nicht gleich U, miifite U aus Dimensionsgriinden gleich V
sein, was natiirlich absurd ist: Nicht jedes Polynom vom Grad hochstens vier verschwindet
firx = 1.

Ergénzen Sie diese Basis zu einer Basis von V!

Losung: Da die Dimension von U um genau eins kleiner ist als die von V, kénnen wir
dazu jedes beliebige Polynom aus V \ U nehmen, z.B. das konstante Polynom 1.

u-—1u

fs (x— DF ist eine lineare Abbildung von U nach U.

Zeigen Sie: ¢: {

Lésung: Zunachst ist ¢ eine Abbildung von U nach U, denn fiir ein f € U hat f’ héchstens
den Grad drei, (x — a)f’ also hochstens Grad vier, und wegen des Vorfaktors (x — 1)
verschwindet diese Polynom bei x = 1. Auch die Linearitdt der Abbildung ist klar: Fiir
f,ge Uund A, nu € R ist

QO -+ ) = (x— 1) 5 (M) + 1g() = (x— DA () + o ()
=Ax = Df'(x) + u(x — 1)g'(x) = Ae(f) + ne(g) .
Welche Dimensionen haben Kern ¢ und Bild ¢ ?

Lésung: Ein Polynom f € U liegt genau dann im Kern von ¢, wenn (x— 1)f’ das Nullpo-
lynom ist, d.h. also, wenn ' das Nullpolynom ist und f selbst damit eine Konstante. Da
keine Konstante auler der Null an der Stelle eins (oder sonstwo) verschwindet, besteht
der Kern somit nur aus dem Nullpolynom und ist damit nulldimensional. Nach der Di-
mensionsformel ist dimBildp =dimU —dimKern¢@ =dim U =4, die Abbildung ist
also sowohl injektiv als auch surjektiv.

Welche Abbildungsmatrix hat ¢ beziiglich der Basis B aus b)?

Losung: In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koeffizienten der Bilder der
Basisvektoren; wir miissen somit diese Bilder berechnen:

(p((x—1)“) =x—-1)-nx=1D""=nx-1",

der n-te Basisvektor wird also einfach mit n multipliziert. Die Abbildungsmatrix ist daher

die Diagonalmatrix mit Eintragen 1,2, 3,4, also

[e el SNl

0
0
3
0

~OC OO

1
0
0
0
Welche Eigenwerte hat diese Matrix?

Loésung: Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix sind die Diagonaleintrdge, hier sind das
also die Zahlen von eins bis vier.

Aufgabe 2: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die Losungsmenge £, des linearen Gleichungssystems
X+ y-— 2z =0 (M)
2x + 3y — 52 =a (2)
3x+ y+(a?—2a—-4)z =0 3)

in Abhéngigkeit von a € R! Hinwets (nur zur Kontrolle auf Rechenfehler): Fiir viele
Parameterwerte ist z=2/(a — 2).



Loésung: Zur Elimination von x aus den Gleichungen (2) und (3) subtrahieren wir die
erste Gleichung zweimal von der zweiten und dreimal von der dritten:

Y- z=a (4
2y + (a®>—2a+2)z =0 (5)

Addition von zweimal Gleichung (4) zu (5) (oder Einsetzen von z = y+a in Gleichung (5))
fithrt schlieflich zur Gleichung

(a?=2a)z=ala—2)z=2a.

Fiir a = 2 steht hier 0 = 4; in diesem Fall ist das Gleichungssystem somit unlosbar.
Fiir a = 0 erhalten wir die Gleichung 0z = 0, die von jeder reellen Zahl z = A erfiillt wird.

Fiir a ¢ {0,2} schlieBlich kénnen wir durch a? — 2a dividieren und erhilten die einzige
Losung

2
z= .
a J—
. . 42— a’2a+2 g5 g ¢ {0, 2}
Nach Gleichung (4) isty=z+a=<{ 4T a2~ a2 s a »<J, und nach (1)
ist z fira=20
2
x=2z-y=z+(z-y)=z—a= {—a+ﬁ = 03202 fallsa g {0,2)
A falls a =0
N {(-a+ i a+ 3% 557)} firag{02
Somit ist Lo = ¢ {(A,A\,A) | A € R} fira=0 -
0 fir a =2
Aufgabe 3: (6 Punkte) 5 3 0
Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A= |3 5 0 ]!
0 0 4
Losung: Das charakteristische Polynom ist die Determinante
5—A 3 0
5—A 3
det(A—AE)=| 3 5—-A 0 —(4—7\)‘ 3 5_7\‘

0 0 44—
=(@4-N((B-2N*-9)=(E-NA-2)(A-3),

denn aus (5—A)? =9 folgt 5 — A = £3, also A = 5 F 3. Die Eigenwerte sind somit A = 2,
}\2 =4 und 7\3 =8.

Da die dritte Spalte von A den vierfachen dritten Basisvektor enthélt, ist dieser Basisvektor
Eigenvektor zum Eigenwert A\, = 4. Fiir die anderen Eigenvektoren miissen wir rechnen:

330
A—2E =13 3 0], fiir einen Vektor V; mit (A — 3E)V; = 0 muB also die erste
0 0 1
Komponente das Negative der zweiten sein und die dritte verschwinden.
-3 3 0
A —8E = 3 -3 0 |; hier folgt entsprechend, dafl die erste Komponente des Ei-
o 0 —4

genvektors gleich der zweiten sein mufl und die dritte wieder verschwindet.
Als Eigenvektoren zu Aj, A2, A3 konnen wir daher die Vektoren
1 0 1
vi=|-1]1, V=10 und V3= 1 nehmen.
0 1 0



b) Hat R3 eine Basis aus Eigenvektoren von A ?

L&ésung: Da wir drei Eigenvektoren haben, ist dies genau dann der Fall, wenn diese linear
unabhéangig sind. Da V1, V,, V3 sogar paarweise aufeinander senkrecht stehen, ist das hier
trivial.

Aufgabe 4: (5 Punkte)

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des von Vv =
Untervektorraums von R* !

4
2
2 aufgespannten

1 1

Losung: Wir bestimmen zundchst nach GRAM-SCHMIDT eine Orthogonalbasis: Erster
Basisvektor ist V, fiir den zweiten nehmen wir eine Linearkombination W + AV, deren
Produkt mit V verschwindet:

(W+AV) - V=W -V +AV-¥ =5+ 257

verschwindet genau dann, wenn A = —% ist, der zweite Vektor der Orthonormalbasis ist
1
L 1, 1 =2 . . c .
also w — gv =5 2| Das Skalarprodukt dieses Vektors mit sich selbst ist eins und
4
V-V = 25; die gesuchte Orthonormalbasis besteht somit aus den Vektoren
4 1
112 11 -2
5 2 und 5 )
1 4
2 S5+1i
b) DittofirdenvonX = | i | undy = 2i aufgespannten Untervektorraum von C3 !
2i 1+31

Lésung: Wieder suchen wir als erstes eine Orthogonalbasis: Erster Basisvektor ist X, fiir
den zweiten machen wir einen Ansatz § + AX derart, dal (T +AX) - X = - X+ AX - X
verschwindet. Hier ist

§-X=(54+1)-2421-1+(1+31)- 21 =10+2i+2-2i+6=18 und X-X=22+12422=9,

wir miissen also A = —2 wahlen und erhalten als zweiten Vektor der Orthogonalbasis
T+i
Z=y—2X= 0
1—1
DazZ- Z=(14+1)(1-1)+(1-1)(1+1) =2+2=41ist und X-X = 9, kénnen wir fiir die
1 —|— i
gesuchte Orthonormalbasis also die beiden Vektoren = ) und % nehmen.
1 —1

Aufgabe 5: (6 Punkte)
a) Berechnen Sie Gradient und HEsSE-Matrix der Abbildung

R* 5 R
f: 2 !
(x,y) — e*Y cos3x



Loésung: Da die Funktion beliebig oft stetig differenzierbar ist, also insbesondere zweimal,

geniigt es, die partiellen Ableitungen zu berechnen; aulerdem konnen wir das Lemma von
SCHWARZ anwenden, wonach f,, = f, ist. Wegen

«(x,y) = yze"y2 cos 3x — 3"V’ sin3x = XY’ (y? cos 3x — 3 sin 3x)
fy(x,y) = 2xye"y2 cos 3x

fax(x,y) = yze"y2 (y? cos3x — 3sin3x) — exy’ (3y? sin 3x 4 9 cos 3x)
— v’ ((y* —9) cos 3x — 6y? sin 3x)

fxy (X, 4) = fyx(x,y) = nye’“J2 (y? cos 3x — 3sin3x) + ZeWZy cos 3x
— e’ .2y ((y?x + 1) cos 3x — 3x sin 3x)

fyy(x,y) = 2xe™¥’ cos 3x + (2xy]2eXUZ cos3x = e cos 3x - (2x + 4x%y?)

2 .
ist somit Vf(x,y) = eV’ Y~ cos 3x — 3sin 3x und
’ 2xy cos 3x

Helx,y) = ¥’ ( (y* —9) cos3x — 6y?sin3x  2xy(y? cos 3x — 3sin 3x)

2xy(y? cos 3x — 3 sin 3x) cos 3x - (2x + 4x*y?) ) .

b) Berechnen Sie die JAcoBI-Matrix und die Divergenz des Vektorfelds

R? — R?
v ) )
(y) e | 998X L oy
siny

Losung: Die erste Komponente In(x?y) = 2Inx+Iny von V hat die partiellen Ableitungen
2 T .. . . Cos X

— und —; fiir die zweite Komponente

x Y

+ xy erhalten wir entsprechend
iny

sinx

COS X COS
—— +vy und 729
siny sin“y
2 1
. o X Y
Also ist ]V(va) = sinx N COSXCOosy

. siny sin? Yy
Die Divergenz von V ist die Summe der Diagonalelemente der JAcOBI-Matrix, also

div V(x,y) =

X

2 cosxcosy

sin’y



