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tä
nd

ig
au

sd
er

ko
or

di
na

te
nw

ei
se

nA
nw

en
du

ng
de

so
bi

ge
n

S
at

ze
s,

le
di

gl
ic

h
fü
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ß
ts

ic
h

fü
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ß
ts

ic
h

� (
+ )als

V
ek

to
r

au
ffa

ss
en

,u
nd

� ka
nn

ve
ra

ns
ch

au
lic

htw
er

de
n,

in
de

m
m

an
f ü
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ch
ig“

ze
ic

hn
et

,w
ob

ei
di

e
L

än
ge

de
sV

ek
-

to
rs

pr
op

or
tio

na
lz

ur
F

lä
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ẗu
rli

ch
al

le
P

un
kt

e

+ ,f ür
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nü
tz

lic
h

se
in

,d
ie

W
er

te
ei

ne
r

F
un

kt
io

n
al

s
V

ek
to

re
nz

u
be

tr
ac

ht
en

:D
ie

f ü
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üs

se
nw

ir
di

es
ez

un̈
ac

hs
t

zu
ei

ne
m

dy
na

m
is

ch
en

P
ro

ze
ßm

ac
he

n,
d.

h.
an

st
el

le
ei

ne
rD

re
hu

ng
m

it
ko

ns
ta

nt
em

D
re

h-
w

in
ke

l

~ betr
ac

ht
en

w
ir

ei
ne

D
re

hu
ng

m
it

W
in

ke
lg

es
ch

w
in

di
gke

it

� .Wir
ge

he
nw

ie
de

r
au

sv
on

ei
ne

m
fe

st
en

P
un

kt

z und
be

tr
ac

ht
en

de
ss

en
P

os
iti

on
zu

m
Z

ei
tp

un
kt

� ,d
.h

.w
ir

be
tr

ac
ht

en
di

e
F

un
kt

io
n

w � :

� �
�� 3

� �
� (1�

co
s

�� )(

w � �w x )

w x +co
s

��w � +
si

n

��w x
{w � .

D
er

G
es

ch
w

in
di

gk
ei

ts
ve

kt
or

im
P

un
kt

z istd
ie

A
bl

ei
tu

ng
di

es
er

F
un

kt
io

n
im

N
ul

lp
un

kt
,

al
so

de
rV

ek
to

r �w � � �(0)=

� � sin

�� (

w � �w x )

w x �
� sin

��w � +

� cos

��w x
{w ���� � =

0
=

�w x{
w � .

M
it

an
de

re
nW

or
te

n:
B

ei
de

rD
re

hu
ng

m
it

W
in

ke
lg

es
ch

w
in

di
gke

it

� umd
ie

vo
n

w x aufg
e-

sp
an

nt
eA

ch
se

is
td

er
G

es
ch

w
in

di
gk

ei
ts

ve
kt

or
im

P
un

kt

z gleic
h

�w x{
w � .

D
er

V
ek

to
r

�w x läß
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

S
p

a
lte

nv
e

kt
o

rs

R 2 � m
it

de
m

zu
m

Z
e

ile
nv

e
kt

o
rt

ra
ns

po
ni

er
te

nG
ra

di
en

-
te

n.
E

s
ge

ht
hi

er
al

so
ni

ch
t

um
ei

n
S

ka
la

rp
ro

du
kt

,s
on

de
rn

um
ei

ne
M

at
rix

m
ul

tip
lik

at
io

n,
de

re
nE

rg
eb

ni
se

in
e ,

% -Ma
tr

ix
is

t.

A
us

ge
sc

hr
ie

be
nw

ird
di

e
Fo

rm
el

zu

[ � : [ � S=

¡ (+ )

D� :S

+

e �¤£ ¥ =1� : ¥�
¥i D[ ¡ [ � S.

Z
um

B
ew

e
is

le
ite

n
w

ir

� : (+ )
=

¡ (+ )

� £ ¥ =1� : ¥�
¥ nac

h

� S a
b;

na
ch

de
r

P
ro

du
kt

reg
el

is
t,

w
ie

ge
w

ün
sc

ht
,

[ � : [ � S(

+ )=

¡ (+ )

[ [ � S
e �¤£ ¥ =1� : ¥�

¥i +

[ ¡ [ � S(

+ )� £ ¥ =1� : ¥�
¥

=

¡ (+ )

D� :S

+

[ ¡ [ � S(

+ )� £ ¥ =1� : ¥�
¥ .

D
ie

se
sL

em
m

aw
en

de
nw

ir
gl

ei
ch

an
au

fd
as

F
el

d

2 > (

+ );hi
er

is
t

[ ¡ [ �(

+ )=

� 2�
D�

4

� (� 2
+

� 2 )2
un

d

[ ¡ [ �(

+ )=

� 2� D
�

4

� (� 2
+

� 2 )2
,

d.
h.

gr
ad

¡ (+ )
=

� 2�
4

� (� 2
+

� 2 )2

e � � 0
i .

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
�1Z

S
om

it
is

t I J ¦ (

+ )=

�

4

� (� 2
+

� 2 )

e 0

� 1
0

1
0

0
0

0
0

i
+

e 0

� 1
0

1
0

0
0

0
0

ie
� � ji D
� 2�

4
� (� 2

+

� 2 )2

§ �
� 0

¨

=

�

4

� (� 2
+

� 2 )2

ee
0

��2
��2

0

�2 +
�2

0
0

0
0

0

i

+

e �� � 0
i D§

� 2�
� 2�

0

¨i

=

�
4

� (� 2
+

� 2 )2

ee

0

��2

��2
0

�2 +

�2
0

0
0

0
0

i

+

e 2

��

2

�2
0

� 2�2

� 2�
� 0

0
0

0

ii

=

�

4

� (� 2
+

� 2 )2

e 2

��
�2 �
�2 0

�2 �
�2

� 2�
� 0

0
0

0

i .

D
ie

se
M

at
rix

is
ts

ym
m

et
ris

ch
un

d
ha

tS
pu

rN
ul

l,
d.

h
au

ch
hi

er
is

t

di
v

24> (

+ )=0
un

d
ro

t

2 > (

+ )=

2 0
,

un
d

au
ch

di
es

na
ẗu
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kö

nn
en

al
so

D
iv

er
ge

nz
un

d
R

ot
at

io
n

da
vo

n
be

re
ch

ne
n:

di
v

ro
t

2 3 =
di

v

6 7M T 3 M 

�M T 2 M s
M T 1 M s
�M T 3 M �
M T 2 M �
�M T 1 M 
8 9

=

[ 23 3 [ �[
��

[ 23 2 [ �[
j+

[ 23 1 [ �[
j�

[ 23 3 [ �[
�+

[ 23 2 [ j[
��

[ 23 1 [ j[
�=0

fü
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hä

ufi
gs

te
na

ng
ew

an
dt

en
be

sc
hr̈a

nk
en

:
di

e
K

ug
el

-u
nd

di
e

Z
yl

in
de

rk
oo

rd
in

at
en

.Z
um

E
in

st
ieg

in
da

s
T

he
m

a
be

tr
ac

ht
en

w
ir

ab
er

zu
n̈ a

ch
st

di
e

et
w

as
ei

nf
ac

he
re

S
itu

at
io

n
de

rP
ol

ar
-

ko
or

di
na

te
ni

n
de

rE
be

ne
.

1)
Po

la
rk

oo
rd

in
at

en
in

� 2 :
E

in
P

un
kt

¬ �
� 2 w

ird
ch

ar
ak

te
ris

ie
rt

du
rc

h
se

ie
nA

bs
ta

nd

  vom
N

ul
lp

un
kt

­ so
w

ie
de

n
W

in
ke

l

¡ zwi
sc

he
n

de
m

V
ek

to
r

��# ­ ¬ un
d

de
m

E
in

he
its

ve
kt

or
de

r(
po

si
tiv

en
)

� -Ac
hs

e,
w

ob
ei

di
es

er
W

in
ke

lf
ür

¬ =

­ ni
ch

td
efi

ni
er

tis
t.

A
ns

on
st

en
m

es
se

nw
ir

ih
n

im
B

og
en

m
aß

un
d

w
äh

le
nd

en
D

re
hs

in
ns

o,
di

e
R

ic
ht

un
gv

on
de

rp
os

iti
ve

n
� -Ac

hs
ez

ur
po

si
tiv

en

� -Ac
hs

ep
os

iti
v

ge
re

ch
ne

tw
ird

.

Fü
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rü
ck

ge
leg

t?

D
ie

G
es

ch
w

in
di

gk
ei

ts
ei

du
rc

h
fo

lg
en

de
Ta

be
lle

ge
ge

be
n:

½ [s
e

c]
0

1
2

3
4

5

v [m/
se

c]
2,

5
6,

1
9,

1
11

,5
13

,4
13

,9

Is
t

¾ (½ )
de

rb
is

zu
m

Z
ei

tp
un

kt

½ zu
rü
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nn
en

,w
en

n
w

ir
di

e
G

es
ch

w
in

di
gk

ei
tw

äh
re

nd
ei

ne
sS

ek
un

de
ni

nt
er

val
ls

je
w

ei
ls

au
f

de
n

be
ka

nn
te

nW
er

ta
m

E
n

d
e

di
es

es
In

te
rv

al
ls

ge
se

tz
th

ät
te

n;
da

s
E

r-
ge

bn
is

w
är

e
da

nn
ge

w
es

en

¾ (5s
e

c)

À v (1
se

c)

D 1se
c+

v (2se
c)

D 1se
c+

v (3se
c)

D 1se
c

+

v (4se
c)

D 1se
c+

v (5se
c)

D 1se
c

=
6
 1m

+
9
 1m

+
11


 5m
+

13


 4m
+

13


 9m
=

54


 0m
.

Ta
ts̈

ac
hl

ic
h

w
is

se
nw

ir
im

A
ug

en
bl

ic
k

al
so

nu
r,

da
ß

de
rz

ur
üc
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

02468

101214

0
1

2
3

4
5

t

A
bb

.4
6:

Ta
ts

äc
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üb
er

sc
hä
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öß

er
w

er
de

nd
es b

er
ec

hn
en

.

G
en

au
ge

no
m

m
en

ha
nd

el
te

s
si

ch
hi

er
al

le
rd

in
gs

ni
ch

tu
m

di
e

B
e

re
ch

-
n

u
n

g
di

es
er

F
l ä

ch
e,

so
nd

er
nu

m
di

e
D

e
fin

iti
o

n
de

sF
l ä
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lä

ch
en

in
ha

lts
ei

ne
r

kr
um

m
lin

ig
be

gr
en

zt
en

F
lä
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lä

ß
t,i

st

� � 1 £ : =
0

� 2 =
 (2 
� 1)( 
� 1)

6
,

ei
ne

Fo
rm

el
,d

ie
da

nn
na

ch
tr̈a

gl
ic

h
le

ic
ht

du
rc

h
vo

lls
tä
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fü
r

ra
tio

na
le

s

� .Fü
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fü

r
al

le

� ,so
llt

e

� (

� )ei
ne

m
on

ot
on

w
ac

hs
en

de
(o

de
r

zu
m

in
de

st
ni

ch
tf

al
le

nd
e)

F
un

kt
io

n
vo

n

� sei
n,

w
oh

in
ge

ge
n

da
sg

er
ad

e
be

re
ch

ne
te

� be
ij

ed
er

ra
tio

na
le

nZ
ah

la
uf

N
ul

lz
ur

üc
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rd
as

E
in

ga
ng

sb
ei

sp
ie

lde
rS

tr
ec

ke
nb

es
tim

m
un

g
fü
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hr
ta

uf
fo

lg
en

de
V

er
sc
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fü

hr
t

di
e

A
nn

ah
m

e,

� se
in

ic
h

t
gl

ei
ch

m̈
aß

ig
st

et
ig

,a
uf

ei
ne

n
W

id
er

sp
ru

ch
,u

nd
da

m
it

is
td

er
S

at
zb

ew
ie

se
n.

5)
D

efi
ni

tio
n

ei
ne

rA
pp

ro
xi

m
at

io
n

fü
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bḧ
an

gi
g

vo
n

de
rW

ah
ld

er
Z

w
is

ch
en

w
er

te

Ï (¥ ) : g
ilt

so
m

it
¾(¥ )

�� (

+(¥ ) 

Ï (¥ ) )

�_ (

¥ ) ,

ei
n

Z
us

am
m

en
ha

ng
,de

ri
n

A
bb

ild
un

g
54

no
ch

ei
nm

al
gr

ap
hi

sc
hd

ar
-

ge
st

el
lt

is
t:

D
ie

R
IE

M
A

N
N

sc
he

U
nt

er
su

m
m

ei
st

gl
ei

ch
de

rF
lä
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rö

ß
en

ac
ho

rd
ne

na
ls

j(¥ ) 0
=

� 
���

j(

¥ ) ° =

� .
W

ie
ob

en
se

ie
n

¾(¥ ) un
d

_ (¥ ) di
e

R
IE

M
A

N
N

sc
he

U
nt

er
-

un
d

O
be

rs
um

m
e

zu
rU

nt
er

te
ilu

ng

+(¥ ) ;
en

ts
pr

ec
he

nd
se

ie
n

ã ¾(¥ ) un
d

ã _ (¥ ) di
e

zu
rU

nt
er

-
te

ilu
ng

â(¥ ) .D
a

â(¥ ) ei
ne

V
er

fe
in

er
un

gv
on

+(¥ ) is
t,

w
is

se
nw

ir
au

sd
em

er
st

en
S

ch
rit

t,
da

ß

¾(¥ )

�ã ¾(

¥ )�
ã _ (¥ )

�_ (

¥ )
is

t;
da

di
e

Fo
lg

en
(

¾(¥ ) )
un

d
(

_ (¥ ) )
de

ns
el

be
nG

re
nz

w
er

th
ab

en
,m

üs
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öh

nl
ic

he
nF

un
kt

io
ne

nw
ie

de
rD

IR
IC

H
LE

T
sc

he
nS

pr
un

gf
un

kt
io

n
ke

in
e

un
er

wa
rt

et
en

E
rg

eb
ni

ss
el

ie
fe

rt
.

W
as

al
le

rd
in

gs
de

n
A

us
ga

ng
s-

pu
nk

tb
et

rif
ft,

di
e

U
m

ke
hr

un
gd

er
D

if
fe

re
nt

ia
tio

n,
w

is
se

nw
ir

üb
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Fü
r ”ei

nf
ac

he
“

In
te

gr
an

de
nis

td
ie

si
m

al
lg

em
ei

ne
nd

ie
be

st
eM

ög
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

Fa
lls

w
ir

ei
ne

S
ta

m
m

fu
nk

tio
nv

on

� ke
nn

en
,is

t
di

e
B

er
ec

hn
un

gd
es

In
te

gr
al

s

ç Þ à� (

� )¿
� =

� (

l )

�� (

� )
al

so
ga

nz
ei

nf
ac

h.
E

in
e

er
st

eA
us

w
ah

lv
on

S
ta

m
m

fu
nk

tio
ne

ne
rh

al
te

n
w

ir
du

rc
h

R
üc
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vö

lli
ge

rA
na

lo
gi

e
zu

m
Ta

ng
en

sd
efi

ni
er

en
w

ir
au

ch
no

ch
ei

ne
nT

a
n

-
ge

n
sh

yp
e

rb
o

lic
u

sd
ur

ch
di

e
V

or
sc

hr
ift

ta
nh

� = de
f

si
nh

�

co
sh

�=

W� +

W��
W� �
W��;



1 pY

H
öh
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Fü
rd

en
A

re
at

an
ge

ns
hy

pe
rb

ol
ic

us
sc

hl
ie

ß
lic

hi
st

ar
ta

nh

� (

� )=
1

1

� tan
h2

(a
rt

an
h

� )=
1

1

�� 2
.

D
ie

s
fü
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Ü
bu

ng
sa

uf
ga

be
f ü
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Ä
hn

lic
hk

ei
te

n
zw

is
ch

en
tr

ig
on

om
et

ris
ch

en
F

un
kt

io
ne

nu
nd

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
1 �Q

H
yp

er
be

lfu
nk

tio
ne

nlo
hn

te
ss

ic
h

ab
er

si
ch

er
lic

h,
al

s
er

st
en

A
ns

at
zv

or
ei

ne
rp

ar
tie

lle
nI

nt
eg

ra
tio

nz
u

sc
ha

ue
n,o

b
vi

el
le

ic
ht

et
w

as
an

al
og

es
gi

lt
w

ie
ob

en
.In

de
rT

at
is

tn
ac

hd
er

P
ro

du
kt

reg
el

¿ ¿ ½1 2
(s

in
h

½ co
sh

½ +

½ )
=

co
sh

2

½ +
ì ,

al
so

Þ co
sh

2

½¿ ½ =
1 2
(s

in
h

½ co
sh

½ +

½ )+

ì .

S
om

it
is

t

Þ Í 1
+

� 2¿
� =1 2

(

�Í 1
+

� 2 +a
rs

in
h

� )+

ì .

A
ls

le
tz

te
sB

ei
sp

ie
l,i

n
de

m

� ein
m

al
ni

ch
tq

ua
dr

at
is

ch
vo

rk
om

m
t,

be
-

tr
ac

ht
en

w
ir

no
ch

Þÿ

1

��

1
+

�¿ � .
D

a
es

in
di

es
em

A
bs

ch
ni

tt
um

S
ub

st
itu

tio
ne

nm
it

tr
ig

on
om

et
ris

ch
en

F
un

kt
io

ne
ng

eh
t,

ve
rs

uc
he

nw
ir

es
w

ie
de

rm
it

de
m

A
ns

at
z

� =s
in

½ fü
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ß

ts
ic

h

è (� )
al

s
P

ro
du

kt
lin

ea
re

ru
nd

qu
ad

ra
tis

ch
erP

ol
yn

om
em

it
re

el
le

n
K

oe
ffi

zi
-

en
te

ns
ch

re
ib

en
.F

aß
tm

an
gl

ei
ch

e
Fa

kt
or

en
zu

sa
m

m
en

,so
er
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üb

er
ei

ne
n

u
n

-
e

n
d

lic
h

e
n

B
er

ei
ch

re
ch

ne
tm

an
le

ic
ht

na
ch

,d
aß

si
e

im
m

er
di

ve
rg

ie
re

n.
Fü
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td
es

B
et

ra
gs

zu
s̈a

tz
lic

he
in

em
on

ot
on

w
ac

hs
en

de
F

un
kt

io
n

vo
n

l is
t,

ex
is

tie
rt

da
he

rd
er

G
re

nz
w

er
tn

ac
h

de
m

be
ka

nn
te

n,
sc

ho
nf

ür
di

e
E

xi
st

en
zd

es
R

IE
M

A
N

N
-I

nt
eg

ra
ls

ve
rw

en
de

te
nS

at
za

us
de

r
A

na
ly

si
sI

,w
on

ac
hj

ed
em

on
ot

on
eu

nd
be

sc
hr̈ a

nk
te

Fo
lg

e
re

el
le

rZ
ah

le
n

ko
nv

er
ge

nt
is

t.

G
en

au
da

ss
el

be
gi

lt
fü
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r

be
tr

ac
ht

en
w

ir
di

e
S

tr
ah

lu
ng

ei
ne

s
sc

hw
ar

ze
n

K
ör

pe
rs

:N
ac

h
de

m
R

A
Y

LE
IG

H
sc

he
nS

tr
ah

lu
ng

sg
es

et
z,w

on
ac

ha
lle

m
it

de
r

G
eo

m
et

rie
de

s
K

ör
pe

rs
ve

rt
r̈a

gl
ic

he
n

W
el

le
nz

ah
lve

kt
or

en
gl

ei
ch

-
w

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hs
in

d,
w

är
e

di
e

E
ne

rg
ie

di
ch

te
pr

op
or

tio
na

lz
um

Q
ua

dr
at

de
rF

re
qu

en
z,d

ie
G

es
am

te
ne

rgi
e

al
so

pr
op

or
tio

na
lz

u

Â Þ

0

Û2¿
Û ,

ei
ne

m
of

fe
ns

ic
ht

lic
hd

iv
er

ge
nt

en
In

te
gr

al
:D

as
is

td
ie

so
ge

na
nn

te ”U
V

-
K

at
as

tr
op

he“
,d

ie
di

es
es

M
od

el
lz

um
W

id
er

sp
ru

ch
fü
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